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ESQUISSE THEMATIQUE DES PRINCIPAUX TRAVAUX
MATHEMATIQUES DE A. GROTHENDIECK

Les numéros entre crochets renvoient, soit a la bibliographie sommaire jointe 8 mon Cur-
riculum Vitae (numéros de [1] a [19]), soit au complément 4 cette bibliographie placée
a la fin du présent rapport (numéros entre [1 bis] et [20 bis]). Enfin, nous avons joint
en derniere page une liste par ordre alphabétique des auteurs de certains des travaux cités
dans les présent rapport qui ont été directement suscités ou influencés par les travaux de
A. Grothendieck ; le renvoi a cette derniere bibliographie se fait par le sigle [*] derriére le

nom de l'auteur cité, comme pour I. M. Gelfand [*].

1. Analyse Fonctionnelle ([1] a [7], [6 bis])

Mes travaux d’Analyse Fonctionnelle (de 1949 4 1953) ont porté surtout sur la théorie
des espaces vectoriels topologiques. Parmi les nombreuses notions introduites et étudiées
(produits tensoriels topologiques [5,6], applications nucléaires et applications de Fred-
holm [5, 6, 7], applications intégrales et ses variantes diverses [5, 6], applications de puis-
sance p-itme sommable [S], espaces nucléaires [5], espaces (DF') [4], etc.), c’est la no-
tion d’espace nucléaire qui a connu la meilleure fortune : elle a fait jusqu’a aujourd’hui
'objet de nombreux séminaires et publications. En particulier, un volume du traité de
I. Gelfand [*] sur les “Fonctions Généralisées” lui est consacré. Une des raisons de cette
fortune provient sans doute de la théorie des probabilités, car il s’avere que parmi tous
les EVT, c’est dans les espaces nucléaires que la théorie de la mesure prend la forme la

plus simple (théoréeme de Minlos). Les résultats de [6], plus profonds, semblent avoir



été moins bien assimilés par les développements ultérieurs, mais ils apparaissent comme
source d’inspiration dans un certain nombre de travaux délicats assez récents sur des in-
égalités diverses lides a la théorie des espaces de Banach, notamment ceux de Pelczynski.
Signalons également les résultats assez fins de [6] et de [8 bis] sur les propriétés de décrois-
sance de la suite des valeurs propres de certains opérateurs dans les espaces de Hilbert et
dans les espaces de Banach généraux.

Références : L. Schwartz, ]. Dieudonné, I. Gelfand, P. Cartier, J. L. Lions.

2. Algebre Homologique ([8], [9], [19], [9 bis])

Depuis 1955, me plagant au point de vue de “I'usager” et non celui de spécialiste, jai
été amené continuellement 2 élargir et a assouplir le langage de I’algebre homologique,
notamment sous la poussée des besoins de la géométrie algébrique (théories de dual-
ité, théories du type Riemann-Roch, cohomologies ¢-adiques, cohomologies du type
de De Rham, cohomologies cristallines...). Deux directions principales a ces réflexions :
développement d’une algebre homologique non commutative (amorcée dans [10 bis] et
systématisée dans la these de J. Giraud [*]) ; théorie des catégories dérivées (dévelopée
systématiquement par J. L. Verdier, exposée dans Hartshorne [*], Illusie [*] et [16 SGA
4 Exp. XVIII]). Ces deux courants de réflexion sont d’ailleurs loin d’étre épuisés, et
sont sans doute appelés a se rejoindre, soit au sein d’une “algebre homotopique” dont
une esquisse préliminaire a été faite par Quillen [*], soit dans Iesprit de la théorie des n-
catégories, particulicrement bien adaptée a I'interprétation géométrique des invariants
cohomologiques (cf. le livre cité de J. Giraud et le travail de Mme. M. Raynaud [*]).
Références : ].L. Verdier, P. Deligne, D. Quillen, P. Gabriel.

3. Topologie ([16, SGA 4], [9])

Jusqu’a présent, c’est surtout le K-invariant des espaces topologiques que j’avais intro-
duit a Poccasion de mes recherches sur le théoreme de Riemann-Roch en géométrie al-
gébrique, qui a connu la fortune la plus brillante, étant le point de départ de trés nom-
breuses recherches en topologie homotopique et topologie différentielle. De nombreuses
constructions que j’avais introduits pour les besoins de la démonstration algébrique du
théoreme de Riemann-Roch (telles les opérations \; et leurs liens avec les opérations

du groupe symétrique) sont devenues pratique courante non seulement en géométrie



algébrique et en algebre, mais également en topologie et en théorie des nombres, notam-
ment dans les travaux de mathématiciens comme Atiyah, Hirzebruch, Adams, Quillen,
Bass, Tate, Milnor, Karoubi, Shih, etc...

Plus fondamental me semble néanmoins I’élargissement de la topologie générale,
dans Pesprit de la théorie des faisceaux (développée initialement par J. Leray), con-
tenu dans le point de vue des topos ([16, SGA 4]). J’ai introduit ces topos a partir de
1958 en partant du besoin de définir une cohomologie ¢-adique des variétés algébriques
(plus généralement, des schémas), qui convienne a I'interprétation cohomologique des
célebres conjectures de Weil. En effet, la notion traditionnelle d’espace topologique ne
suffit pas 4 traiter le cas des variétés algébriques sur un corps autre que le corps des com-
plexes, la topologie proposée précédemment par Zariski ne donnant pas lieu a des in-
variants cohomologiques “discrets” raisonnables. A ’heure actuelle, le point de vue des
topos, et la notion de “localisation” correspondante, font partie de la pratique quotidi-
enne du géometre algébriste, et il commence a se répandre également en théorie des cateé-
gories eten logique mathématique (avec la démonstration par B. Lawvere [*] du théoreme
de Cohen d’indépendance de 'axiome du continu, utilisant une adaptation convenable
de la notion de topos). Il n’en est pas encore de méme en topologie et en géométrie dif-
térentielle et analytique, malgré certains premiers essais dans ce sens (comme la tentative
de démonstration par Sullivan d’une conjecture d’Adams en K -théorie, par réduction a
une propriété de 'opération de Frobenius sur les variétés algébriques en car. p > 0).

Références : M. Atiyah, F. Hirzebruch, H. Bass, J. Leray, M. Artin, D. Quillen, M.

Karoubi...

4. Algebre ([15], [16], [18])

Comme I'algebre homologique, I'algebre a été pour moi un outil a développer, et non un
but en soi. J’ai parlé au par. 2 de mes contributions a I’algebre homologique, et au par. 3
de mes contributions a la K-théorie ; celle-ci comprend une partie purement algébrique
(qui, une fois étendue en une théorie des K* supérieurs, finira par devenir une partie de
Ialgebre homologique ou homotopique). Ainsi, un certain nombre de mes résultats en
géométrie algébrique se spécialisent en des résultats en algebre pure, comme la relation
K(A[t]) >~ K(A), ou A est un anneau. Mises 2 part ces retombées, on peut signaler les

contributions ci-dessous.



a) Algebre catégorique - En fait, de fagon continuelle depuis 1953, je me suis senti

dansT’obligation, au fur et 3 mesure des besoins, de développer une panoplie caté-
gorique toujours insuffisante. La plupart des résultats et des notions ainsi intro-
duites se trouvent développés un peu partout dans [15, 16], notamment dans le
premier exposé de SGA 4. Il ne peut étre question de passer en revue ici méme
sommairement les notions qui sont ainsi entrées dans I'usage courant. Signalons
seulement ici le langage des univers (pour éliminer des difticultés logiques dans la
manipulation intensive des catégories), et celui de la descente (développé de fagon

systématique par Giraud [*]).

Références : ]. Giraud, P. Gabriel.

b) Algebre commutative : Dans le langage géométrique des “schémas”, I’algebre com-

mutative peut étre considérée comme étant, essentiellement, I’étude locale des
schémas. C’est ainsi que [15], et notamment le Chap. IV de cet ouvrage, contient
de tres nombreux résultats nouveaux d’algebre commutative, dont il ne peut étre
question ici d’énumérer méme les plus couramment utilisés. Notons seulement
ici, en algebre locale, la notion d’anneau excellent et ses propriétés de permanence
(dont I’absence constituait sans doute la lacune la plus marquante de 'ouvrage de

M. Nagata sur les anneaux locaux).

Références : M. Nagata, P. Samuel, M. Raynaud, O. Zariski.

Théorie du groupe de Brauner : Mes contributions découlent pour P'essentiel de
application de la cohomologie étale (développée dans [16, SGA 3]) 4 la théorie
du groupe de Brauer. Jai fait un exposé d’ensemble sur les résultats connus sur ce

groupe dans [18].

Références : M. Artin, ]. Tate, ].P. Serre

Théorie des algébres de Lie : Comme sous-produit de recherches sur les groupes
algébriques en car. p > 0, je trouve certains résultats délicats sur les sous-algebres
de Borel ou de Cartan de certaines algebres de Lie, notamment sur les corps de
base imparfaits (cf. [16, SGA 6, Exp. XIII et XIV]).

Références : M. Demazure, J. Tits, ].P. Serre



5. Géométrie Analytique ([10], [11], [16 bis])

Mon influence sur la géométrie analytique est due moins aux résultats nouveaux que
jai pu y démontrer (la plupart contenus dans les réf. cit.), que par les points de vue di-
rectement inspirés par la géométrie algébrique que j’ai pu y introduire, et les nombreuses
suggestions d’énoncés que j’ai pu y faire.

Un des plus anciens est le théoreme de finitude de Grauert pour les morphismes
propres d’espaces analytiques, aboutissant a sa généralisation récente en un théoréme
qui s’énonce en termes de catégories dérivées (formulation sur laquelle j’avais insisté de
longue date, et qui a été prouvée indépendamment par R. Kiehl [*] et O. Forster et K.
Knorr [*]). D’autres théoremes de finitude (de Frisch et Siu) pour les images directes
supérieures d’un faisceau cohérent par une immersion ouverte, utilisant la profondeur
du faisceau en les points du complémentaire, sont inspirés de théorémes analogues en
géométrie algébrique [16, SGA 2]; remarques analogues pour des théoremes sur la co-
homologie a supports compacts des faisceaux algébriques cohérents, complétés par une
théoreme d’existence., et leur interprétation en termes de théorémes du type de Lefschetz
pour la cohomologie cohérente (la version algébrique faire partie de la thése de Mme.
Michele Raynaud (en cours de publication), et la version analytique est due 2 Trautmann
[*]). Parlant en termes de grands themes de recherche plutét qu’en termes de résultats
techniques particuliers, je pense qu’outre les themes déja nommés, les themes suivants
ont été directement suscités ou tout au moins influencés par des idées que j’avais dévelop-

pées en géométrie algébrique:

a) Techniques de construction d’espaces analytiques, aboutissant aussi bien a des es-

» <«

paces “modulaires” “globaux” comme les espaces modulaires de Picard, pour cer-
tains espaces analytiques compacts comme dans [11] (le cas général ne semble pas
encore traité), qu’a des espaces modulaires “locaux” de déformation d’une struc-
ture analytique complexe donnée, ou au modele de la Géométrie Formelle (“th.
d’existence des modules formels”, cf. [15 bis, Exp. no 195]). Dans certains cas,
les énoncés obtenus en géométrie algébrique sont directement applicables (cf. M.
Hakim [*]), dans d’autres de nouvelles difficultés surgissent, pas toujours surmon-

tées a ’heure actuelle. Parmi les travaux définitifs dans ce sens, on peut citer la
these de A. Douady [*].



b) Théorémes de dualité locanx et globaux pour les faisceanx cobérents, développés no-
tamment par J.L. Verdier [*] et J.P. Ramis et G. Ruget [*], inspirés par la théorie

que j’avais développée dans le cas des schémas, exposée dans R. Hartshorne [*].

c) Formulations de théoremes du type de Riemann-Roch pour des variétés analytiques
compactes ou des morphismes propres de telles variétés, cf. [16, SGA 6, Exp. 0].

Les problemes essentiels restent toujours ouverts.

d) Théoremesde De Rham analytiques complexes [16 bis], cobomologie cristalline com-
plexe. Certains des résultats et des idées que j’avais développés 4 ce sujet ont été
utilisés dans des développements théoriques divers, comme la théorie de Hodge

généralisée de P. Deligne [*].

e) Espaces rigide-analytiques. M’inspirant de I'exemple de la “courbe elliptique
Tate”, et des besoins de la “géométrie formelle” sur un anneau de valuation dis-
crete complet, j’étais parvenu a une formulation partielle de la notion de variété
rigide-analytique sur un corps valué complet, qui a joué son réle dans la premiere
étude systématique de cette notion par J. Tate [*]. Par ailleurs, les “cristaux” que
jintroduis sur les variétés algébriques sur un corps de caractéristique > 0 peuvent
s’interpréter parfois en termes de fibrés vectoriels a connexion intégrable sur cer-
tains types d’espaces rigide-analytiques sur des corps de caractéristique nulle; ceci
fait pressentir 'existence de relations profondes entre cohomologie cristalline en
car. > 0, et cohomologie de systemes locaux sur des variétés rigide-analytiques en

car. nulle.

Références : ]. P Serre, H. Grauert, H. Cartan, P. Deligne, A. Douady, B. Malgrance,
K. Knorr, R. Kiehl, J. Tate.

6. Groupes Algébriques ([16 SGA 3 - en trois volumes] [12 bis])

Ce sujet releve a la fois de la géométrie algébrique et de la théorie des groupes. Le travail
cité SGA 3 se place surtout sur des schémas de base généraux, et la part de la géométrie
algébrique y est certes considérablement plus large que celle de la théorie des groupes.
Néanmoins, grice a la technique des schémas, nous y obtenons des résultats nouveaux

méme dans le cas de groupes définis sur un corps de base, les plus intéressants (relatifs



surtout au cas d’un corps de base imparfait) étant contenus dans SGA 3, Exp XIV. Ma
contribution principale, continuant dans la voie ouverte par A. Borel et C. Chevalley
dans le contexte de la géométrie algébrique habituelle, a été de montrer le parti qu’on
pouvait tirer d’une application systématique de la théorie des schémas aux groupes al-
gébriques et aux schémas en groupes.

Références : ]. Tits, F. Bruhat, M. Demazure, P. Gabriel, A. Borel, D. Mumford.

7. Groupes discrets ([18, Exp VIII], [13 bis])

Dans [18, Exp. VIII] je développe une théorie purement algébrique des classes de Chern
des représentations d’un groupe discret sur un corps de base (ou méme un anneau de
base) quelconque, avec des applications de nature arithmétique sur Pordre des classes
de Chern des représentations complexes. Cette théorie peut étre considérée comme cas
particulier d’une théorie des classes de Chern des représentations linéaires de schémas en
groupes quelconques, elle-méme contenue dans la théorie des classes de Chern /-adiques
des fibrés vectoriels sur des topos annelés quelconques. Dans [13 bis], j’établis, a peu de
choses pres, que pour un groupe discret G, la théorie des représentations linéaires de G

(sur un anneau de base quelconque) ne dépend que du complété profini G de G.

8. Groupes formels ([17] [16 SGA 7] [14 bis])

C’est un sujet qui reléve a la fois de la théorie des groupes, de celle des groupes de Lie,
de la géométrie algébrique, de I'arithmétique, et (sous la forme voisine des groupes de
Barsotti-Tate) de la théorie des systemes locaux. Ici encore, la théorie des schémas permet
une grande aisance, et c’est dans ce contexte par exemple que se place d’emblée I. Manin
[*a], dans son exposé classique de la théorie de Dieudonné. Ma principale contribution,
en dehors de cette simplification conceptuelle, a été le développement d’une “théorie de
Dieudonné” pour les groupes de Barsotti-Tate sur des schémas de base généraux a carac-
téristiques résiduelles > 0, en termes du “cristal de Dieudonné” associé 4 un tel groupe.
Une esquisse de cette théorie a été exposée dans divers cours et séminaires, y compris dans
mon cours au College de France en 1970/71 et 71/72; certains énoncés principaux sont
esquissés dans les C.R. du Congres International de Nice en 1970 [14 bis]. Une partie

de ces idées est développée dans la these de W. Messing [*], et les besoins techniques de la



théorie ont été la motivation pour le développement par L. Illusie [*] de sa théorie des dé-
formations des schémas en groupes commutatifs, vérifiant des conjectures suggérées par
cette “théorie de Dieudonné cristalline”. Par ailleurs, les relations entre schémas abéliens
et groupes de Barsotti-Tate associés sont explorées et exploitées également dans [17] et
dans [16, SGA 7, Exp. IX].

Références : ]. Tate, B. Mazur, A. Néron, L. Illusie, ].N. Katz, W. Messing, I. Manin.

9. Arithmétique ([16 SGA 5, Exp XVI] [18, Exp III])

Ma contribution principale a consisté (en collaboration avec M. Artin) en la démonstra-
tion de la rationalité des fonctions L associées a des faisceaux (-adiques généraux sur des
variétés algébriques sur des corps finis, comprenant comme cas particulier les fonctions
L associées a des caracteres de groupes finis opérant sur de telles variétés. S’inspirant
des conjectures de Weil, on arrive en effet a exprimer ces fonctions L en termes de pro-
duits alternés de polyndmes caractéristiques de I'endomorphisme de Frobenius opérant
sur la “cohomologie a support propre” de la variété envisagée. Bien au dela d’une simple
question de rationalité, ces résultats ouvrent la voie 4 une approche cohomologique sys-
tématique d’invariants arithmétiques subtils comme les fonctions ¢ et L des variétés, et
Pinterprétation en termes arithmétiques de théoremes tels que les théoremes de dualité
(démontrés a ’heure actuelle) et de Lefschetz pour les sections hyperplanes (non démon-
trés encore en car. > 0). Il yala un champ d’étude immense, qui par la nature des choses
devrait se trouver, tdt ou tard, centré sur la notion de “motif” (dénominateur commun
des divers types de cohomologie qu’on sait attacher & une variété algébrique) — mais qui
probablement ne sera jamais exploré jusqu’au bout, ’heure de ce genre d’investigations
étant déja passée (méme si rares sont ceux qui en ont pris conscience).
Références : ].P. Serre, A. Weil, B. Dwork, J. Tate, M. Artin, P. Deligne...

10. Géométrie Algébrique ([12] a [19], [15 bis] a [20 bis])

C’est dans cette direction que mon influence a été la plus directe et la plus profonde,
q p plus p
puisque c’est dans cette optique que se placent pour I'essentiel mes travaux depuis 1959.

Voici les themes principaux sous lesquels on peut placer mes contributions:

a) Travail de fondement : 11 s’agissait de dégager un cadre suffisamment vaste pour



servir de fondement commun a la géométrie algébrique habituelle (y compris celle
développée par des auteurs comme A. Weil, O. Zariski, C. Chevalley, ].P. Serre sur
des corps de base quelconques) et a 'arithmétique. Cest fait pour I'essentiel dans
[15, Chap. LII et des parties des Ch. III et IV], avec I'introduction et I'étude de
la notion de schéma. Des généralisations ont été développées par la suite, dans le
méme esprit, avec les schémas formels [15, Chap. I, par. 10], la théorie des “alge-
braic spaces” de M. Artin (cf. Knutson [*]), les “algebraic stacks” ou “multiplicités
algébriques” de P. Deligne et D. Mumford (*), des “schémas relatifs” de la these
de M. Hakim [*] (en attendant les “multiplicités formelles” et les “multiplicités al-
gébriques relatives” sur des topos annelés généraux, etc). Ces généralisations mon-
trent la part conceptuelle importante qui revient, dans le langage des schémas, ala
notion générale de la localisation, c’est a dire a celle de zopos (dont il a été question
au par. 3). Les fondements développés dans [15] et [16] sont aujourd’hui le “pain
quotidien” de la grande majorité des géometres algébristes, et leur importance a
été soulignée a de nombreuses occasions par des mathématiciens aussi divers que
O. Zariski, J.P. Serre, H. Hironaka, D. Mumford, I. Manin, F. Chafarévitch.

Théorie locale des schémas et des morphismes de schémas : Dans ce contexte se pla-
cent les développements d’algebre commutative mentionnés au par. 4, et 'étude
détaillée de notions comme celles de morphisme lisse, étale, net, plat, etc. Les
quatre volumes de [15, Chap. IV] sont consacrés a ces développements, qui ont
d’ailleurs inspiré des développements analogues en théorie des espaces analytiques

et rigide-analytiques

Technigues de construction de schémas : Parmi les techniques développées, exposées
surtout dans [15 bis] et des séminaires non publiés (par moi-méme et d’autres), il
y ala théorie de la descente (ct. aussi [16, SGA T, Exp. V, VI]), celle des schémas
guotients, des schémas de Hilbert, des schémas de Picard, des “modules” formels,
le théoreme d’existence des faisceaux de modules algébriques associés a des mod-
ules formels ([15, Chap. III, par. S]). Le point de vue adopté est surtout celui
de la construction d’un schéma a partir du foncteur qu’il représente. Dans cette
optique, je n’étais pas parvenu a une véritable caractérisation maniable des fonc-
teurs représentables par une schéma relatif (localement de type fini sur un schéma

noethérien) — c’est M. Artin qui y est parvenu ultérieurement [*], en remplagant



la notion de schéma par celle, plus générale et plus stable, d’espace algébrique.
Parmi d’autres recherches dans la méme direction, suscitées par mes travaux, il
y a celles de J. Murre sur les schémas de Picard sur un corps [*], celles de D. Mum-
ford et de M. Raynaud [*] sur ces mémes schémas sur des bases générales, et dans
une certaine mesure ceux de D. Mumford [*] et de S. Seshadri sur le passage au

quotient, pour n’en citer que quelques-uns.
d) Théories cobomologiques :

1°) Cobomologie “cobérente” : résultats de finitude, de comparaison avec la coho-
mologie formelle, cf. [15, Chap. III]. Théoremes de dualité et des résidus :
un exposé systématique de mes idées et résultats est développé dans le sémi-
naire de R. Hartshorne [*], cf. aussi [18 bis].

2°) Cohomologie (-adique : définition de la cohomologie étale, théoremes
de comparaison, de finitude, de dimension cohomologique, de Lefschetz
faible, [16 SGA 4]; théorémes de dualité, formules de Lefschetz et d’Euler-
Poincaré, application aux fonctions L, [16, SGA 15].

3°) Cohbomologie de De Rbam : [16 bis], [17 bis].

4°) Cohomeologie cristalline : quelques idées de départ sont esquissées dans [18,
Exp. IX], puis reprises et systématisées dans la theése de P. Berthelot [*], et

dans le travail de P. Berthelot et L. Illusie sur les classes de Chern cristalline
[].

e) Théorie du groupe fondamental ([16, SGA 1], SGA 2, SGA 7, Exp. I et II], [15
bis, no 182], [19 bis]) :

D’un point de vue algébrico-géométrique, tout était a faire, depuis la défini-
tion du groupe fondamental d’une variété quelconque, en passant par des pro-
priétés “de descente” incluant des résultats assez formels du type de van Kampen,
jusqu’au calcul du groupe fondamental dans les premiers cas non triviaux, comme
celui d’une courbe algébrique privée de certains points; on peut y adjoindre les
théoremes de génération et de présentation finie du groupe fondamental d’une
variété algébrique sur un corps algébriquement clos. Ce programme est accompli

pour I'essentiel dans SGA 1, en utilisant a la fois les résultats classiques sur le corps
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des complexes (établis par voie transcendante) et une panoplie d’outils faits sur
mesure (théorie de la descente, étude des morphismes étales, théoreme d’existence
de faisceaux cohérents...). Les autres références contiennent des résultats plus spé-
ciaux: théoremes du type de Lefschetz dans SGA 2, action des groupes de mon-
odromie locale sur le groupe fondamental d’une fibre dans SGA 7, Exp. 1, calculs
de certains groupes fondamentaux locaux dans [19 bis], via les groupes fondamen-
taux de certains schémas formels. Tous ces résultats ont été utilisés couramment
dans de nombreux travaux, et en ont inspiré d’autres comme la these de Mme.

Michele Raynaud [*].

Théoremes de Lefschetz locanx et globaux pour les groupes de Picard, le groupe fon-
damental, la cohomologie étale, la cohomologie cohérente. Il s’agit ici de la com-
paraison entre les invariants (cohomologiques ou homotopiques) d’une variété
algébrique et d’une section hyperplane. Les idées de départ sont développées dans
[16, SGA 2]. Cependant, pour des énoncés “définitifs”, en termes de conditions
nécessaires et suffisantes, se reporter plutdt a la these de Mme. Michele Raynaud

[*] déja citée.
Théorie des intersections et théoréme de Riemann-Roch :

La principale idée nouvelle, c’est qu’il y a presque identité entre le groupe “de
Chow” des classes de cycles sur une variété X, et un certain groupe de “classes
de faisceaux cohérents” (tout au moins modulo torsion), 4 savoir le groupe K (X))
(mentionné dans le par. 3). Dans un contexte modeste c’est exposé dans [12] et
le travail de A. Borel et J.P. Serre [*], dans un contexte plus ambitieux cela donne

Pimposant séminaire [16, SGA 7]. Dans le méme esprit, cf. [12 bis].

Par ailleurs, I'idée (que je semble avoir été le premier 4 introduire avec ma for-
mulation du théor¢me de Riemann-Roch) de reformuler un théoréme sur une
variété (dt en Poccurrence a F. Hirzebruch) en un théoreme plus général sur un
morphisme de variétés, a connu par la suite une grande fortune, non seulement en
géométrie algébrique, mais aussi en topologie algébrique et topologie différentielle
(2 commencer par la “formule de Riemann-Roch différentiable”, développée par
M.F. Atiyah et F. Hirzebruch sous I'inspiration de ma formulation “relative” du

théoréme de Riemann-Roch).
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h) Schémas abéliens :

j)

En termes plus classiques, ce sont les familles de variétés abéliennes, paramétrées
par un schéma quelconque. Les résultats les plus importants que jy ai établis sont
le “théoréme de réduction semi-stable” et ses conséquences et variantes [16, SGA
7, Exp. IX], le théoreme d’existence de morphismes de schémas abéliens contenu
dans [17] et ses variantes (généralisé par P. Deligne [*] en un théoreme sur la co-
homologie de Hodge-De Rham relative d’une famille de variétés projectives com-
plexes non singulieres), enfin une théorie des déformations infinitésimales des sché-
mas abéliens (non publiée sur une base quelconque), en termes de la déformation
d’une filtration de Hodge sur un H' relatif de De Rham (interprété comme une

cohomologie cristalline).

Groupes de monodromie :

Mes principales contributions sont exposées (en partie par P. Deligne) dans le pre-
mier volume de [16, SGA 7], donnant des propriétés fondamentales de I'action
du groupe de monodromie locale sur la cohomologie comme sur le groupe fon-
damental d’une fibre. Parmi les principales applications, il y a le théoréme de “ré-

duction semi-stable” des schémas abéliens signalé au paragraphe précédent.

Divagations motivigues :

Nous entrons ici dans le domaine du réve éveillé mathématique, ot on s’essaie a
deviner “ce qui pourrait étre”, en étant aussi insensément optimiste que nous le
permettent les connaissances parcellaires que nous avons sur les propriétés arith-
métiques de la cohomologie des variétés algébriques. La notion de motif peut se
définir en toute rigueur avec les moyens du bord (c’est fait par I. Manin [*] et M.
Demazure [*]), mais des qu’on veut aller plus loin et formuler des propriétés fon-
damentales “naturelles”, on bute sur des conjectures actuellement indémontra-
bles, comme celles de Weil ou de Tate, et d’autres analogues que la notion méme
de motif suggere irrésistiblement. Ces propriétés ont fait 'objet de nombreuses
conversations privées et de plusieurs exposés publics, mais n’ont jamais fait I'objet
d’une publication, puisqu’il n’est pas d’usage en mathématique (contrairement a
la physique) de publier un réve, si cohérent soit-il, et de suivre jusqu’au bout ot ses

divers éléments nous peuvent entrainer. Il est évident pourtant, pour quiconque
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se plonge suffisamment dans la cohomologie des variétés algébriques, “qu’il y a
quelque chose” — que “les motifs existent”. Il y a quelques années encore, j’ai joué
avec I'idée d’écrire contrairement a 'usage, un livre enti¢rement conjectural sur les
motifs — une sorte de science-fiction mathématique. J’en ai été empéché par des
tiches plus urgentes que des tiches de mathématicien, et je doute fort actuellement
qu’un tel livre soit jamais écrit, ni qu’on arrive jamais (méme conjecturalement) a
se faire une idée d’ensemble a la fois précise et suffisamment vaste sur le formal-
isme des motifs. Avant qu’on n’y parvienne, il sera sans doute devenu évident
pour tous, sous la poussée des événements, la science spéculative et parcellarisée
ne faisant plus vivre son homme, qu’il est des tiches plus urgentes que de mettre

sur pied méme la plus belle théorie du monde, conjectural ou non.
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