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TRAVAUX DE HEISOUKE HIRONAKA
SUR LA RESOLUTION DES SINGULARITES

par A. GROTHENDIECK

Le résultat principal de Hironaka est le suivant:

THEOREME DE HIRONAKA. — Soit X une variété algébrique sur un corps k de carac-
téristique nulle, U un ouvert (de Zariski) de X tel que U soit non singulier et partout
dense. Il existe alors une variété algébrique non singuliére X’ et un morphisme pro-
pre f: X' — X, tels que le morphisme f~!(U) — U soit un isomorphisme, et que
D = X'— f~Y(U) soit un diviseur « & croisements normaux » dans X" (i. e. localement
donné par une équation de la forme f,f, ... f, = 0, ou les f; font partie d’un systéme
de « coordonnées locales »).

En fait le théoréme complet de Hironaka est plus précis : il donne une information
trés précise sur la fagon d’obtenir une telle « résolution » du couple (X, U) a l'aide
d’une suite « d’éclatements » de nature trés particuliére. Cette précision supplémentaire
est inutile dans toutes les applications connues du rapporteur, sauf pour nous dire
que si X est projective, on peut choisir X’ également projective. Le théoréme complet
de Hironaka est aussi plus général: il s’applique & tous les « schémas excellents »
de caractéristique nulle, et en particulier aux schémas de type fini sur les anneaux de
séries formelles ou de séries convergentes (au-dessus d’un corps de caractéristique
nulle). Cela implique par exemple facilement que le théoréme énoncé reste vrai au
voisinage d’un point de X, lorsqu’on suppose maintenant que X est un espace analy-
tique complexe (ou sur un corps valué complet algébriquement clos, plus généralement),
et U est le complémentaire d’une partie fermée analytique de X. Il semble que Hiro-
naka ait démontré également la version globale de ce résultat local.

Contrairement & ce qui était 'impression générale chez les géométres algébristes
avant qu’on ne dispose du théoréme de Hironaka, celui-ci n’est pas un résultat tout
platonique, qui donnerait seulement une sorte de justification aprés coup d’un point
de vue en géométrie algébrique (celui ou les variétés sont plongées & tout prix dans
I'espace projectif) qui est désormais dépassé. C'est au contraire aujourd hui un outil
d’une trés grande puissance, sans doute le plus puissant dont nous disposions, pour
Pétude des variétés algébriques ou analytiques (en caractéristique zéro pour le moment).
Cela est vrai pour I'étude des singularités d’une variété, mais également pour I'étude
« globale » des variétés algébriques (ou analytiques) non singuliéres, notamment pour
le cas des variétés non compactes. L’application du théoréme de Hironaka pour ces
derniéres se présente généralement ainsi: X étant supposée quasi projective i. e. immer-
geable comme sous-variété (en général non fermée) dans P’espace projectif P, I'adhé-
rence X de X dans P contient X comme ouvert partout dense non singulier, de sorte
qu’on peut appliquer le théoréme de Hironaka au couple (X, X). On en conclut que



8 A. GROTHENDIECK

X est le complémentaire, dans une variété non singuliére compacte X’, d’un diviseur D
a croisements normaux. Un tel théoréme de structure pour X, et diverses variantes
qu'on prouve de fagon analogue, sont extrémement utiles dans I’étude de X.

Les théorémes démontrés a I'aide du théoréme de Hironaka ne se comptent plus.
Pour la plupart, on a I'impression que la résolution des singularités est vraiment au
fond du probléme, et ne pourra étre évitée par recours 4 des méthodes différentes.
Citons quelques-uns de ces résultats (sur un corps de car. nulle).

a) Si f: X’ - X est un morphisme birationnel et propre de variétés algébriques
non singuliéres, alors les faisceaux R¥f,(Ox.) sont nuls pour i > 1 (Hironaka).

b) Si X est une variété algébrique affine sur le corps des complexes, sa cohomologie
complexe peut &étre calculée a l'aide du « complexe de De Rham algébrique », i. e.
le complexe formé des formes différentielles algébriques sur X (Grothendieck ; divers
raffinements, inspirés par une question soulevée par Atiyah et Hérmander, ont été
développés par P. Deligne).

c¢) Si X est une variété algébrique sur le corps des complexes, alors ses « groupes
de cohomologie étales » a coefficients dans des faisceaux de torsion sont isomorphes
aux groupes de cohomologie de I’espace localement compact sous-jacent 4 X (M. Artin
et A. Grothendieck).

d) La construction par P. Deligne d’une théorie de Hodge pour les variétés algé-
briques complexes quelconques (supposées ni compactes ni non singuliéres) utilise
de fagon essentielle la résolution des singularités.

e) Méme remarque pour divers théorémes de P. A. Griffiths et de ses éléves sur la
« variation des structures de Hodge », ou pour divers théorémes de E. Brieskorn sur
I’étude locale de certains types de singularités (singularités de Klein des surfaces,
points critiques isolés d'un germe de fonction holomorphe...).

Certains des résultats mentionnés dans d) et e) figureront sans doute dans des rap-
ports des auteurs cités dans ce méme Congrés.

Du point de vue technique, la démonstration du théoréme de Hironaka constitue
une prouesse peu commune. Le rapporteur avoue n’en avoir pas fait entiérement
le tour. Aboutissement d’années d’efforts concentrés, elle est sans doute 'une des
démonstrations les plus « dures » et les plus monumentales qu’on connaisse en mathé-
matique. Elle introduit d’ailleurs, comme on peut s’en douter, diverses idées géomé-
triques nouvelles, dont il est trop t6t d’évaluer le réle dans le développement futur
de la géométrie algébrique (*). Notons d’autre part que Hironaka souligne que plusieurs
de ces idées étaient dé&ja en germe chez son maitre, O. Zariski, qui avait beaucoup fait
depuis longtemps pour populariser le probléme de la résolution des singularités parmi
un public réticent, et qui avait dans un travail classique traité le cas de la dimension 3.

Pour terminer, il faut souligner que le probléme de la résolution des singularités
est loin d’&tre résolu. En effet, seul le cas de la caractéristique nulle est actuellement
réglé. La solution de nombreux problémes de géométrie algébrique, en caractéris-
tique p > 0 comme en inégales caractéristiques, dépend de la démonstration d’un

(*) Cela est d’autant plus vrai que le développement de la géométrie algébrique s’arrétera
court, comme tout le reste, si notre espéce devait disparaitre dans les prochaines décades,
— éventualité qui apparait aujourd’hui de plus en plus probable.
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théoréme analogue pour n’importe quel « schéma excellent », par exemple pour
n’importe quelle variété algébrique sur un corps k de caractéristique arbitraire. Le
cas de la dimension 2 a été traité par Abhyankar, et a déja été un outil indispensable
dans diverses questions, par exemple dans la théorie de Néron de la dégénérescence
des variétés abéliennes ou des courbes algébriques (« théoréme de réduction semi-
stable »), et ses applications par Deligne-Mumford aux variétés de modules des courbes
algébriques, en caractéristique quelconque. Depuis plusieurs années déja, Hironaka
travaille sur le cas de la dimension quelconque. Nul doute que le probléme mérite
qu’un mathématicien du format de H. Hironaka lui consacre dix ans d’efforts incessants.
Nul doute aussi que tous les géométres Jui souhaitent, de tout cceur : Bon succés !
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