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§ 1. — TOPOS MULTIGALOISIENS

Proposition 1.1. — Sozt E une catégorie. Conditions équivalentes :
a) E est un topos, et tout objet de E est localement constant.
b) E est équivalent a une catégorie C, 0it C est un groupoide’.
b)) Il existe une famille (G;);c1 de groupes et une équivalence de catégories

E= H Ens(G;)
¢) Conditions d’exactitudes ad-hoc, du type de celles données dans SGA 1...

Démonstration. — b) <> b’) = a) immédiat. Pour a) = b) je suis moins siir, peut étre
faut-il supposer que E estlocalement connexe, et qu’il a suffisamment de foncteurs fibres

i.e. suffisamment de points.

Définition 1.2. — 87 les conditions équivalentes b), b’) ci-dessus sont satisfaites, on dit

que E est un topos multigaloisien (ou une catégorie multigaloisienne).
Proposition 1.3. —
a) Si I est multigaloisien, tout topos induit E ;s aussi.

b) Toute somme de topos multigaloisiens (i.e. tout produit de catégories multigaloisi-

ennes) lest itou.

IN.B. On verra plus bas qu’on peut choisir C' canoniquement



Proposition 1.4. — Soient E un topos, C'la catégorie des points de I, (opposée a la catégorie
des foncteurs fibres sur E). Le foncteur canonique E x C° — (Ens) induit un foncteur

canonique

def =

’\,,’

E — Hom(C", (Ens))

Ceci posé : (E étant multigaloisien)

a) C est un groupoide (appelé “groupoide fondamental” du topos multigaloisien F et
souvent noté 111 (E)).

b) E — C est une équivalence de catégories.
Un objet S d’un topos E est dit 0-connexe s’il est # g (i.e. n’est pas objet initial) et s’il
estconnexe (i.e. S ~ S'ILS” implique S" ou S” ~ &) — celasignifie aussi que le topos
induit £/ est O-connexe i.e. n’est pas le topos initial (“topos vide”, i.e. équivalent a la
catégorie finale) et qu’il est connexe, i.e.... On dit que S est 1-connexe (ou “simplement

connexe”) s’il est 0-connexe, et si tout objet S” de F//g localement constant est constant

— ce qui ne dépend encore que du topos induit £/g, qui sera dit alors 1-connexe.

Proposition 1.5. — Soit E un topos multigaloisien, et soit S un objet de . Conditions

équivalentes :
a) S est 1-connexe
b) S est O-connexe et projectif
¢) Le foncteur covariant représenté par S
T — Hompg(S,T)

est un _foncteur fibre, ou encore (comme il est déja exact a ganche) il commute aux
lim guelcongues (N.B. il suffit qu’il commute anx sommes et aux passages aunx quo-

tients...)
d) Eg est éequivalent au topos ponctuel

¢) (SiE=C,Cun groupoide) le foncteur S sur C est représentable.



Définition 1.6. — O dit alors, parfois, que S (ou mieux, le topos E;s) est un

textuprevétement universel du topos multigaloisien F.

Proposition 1.7. — Soit E, la sous-catégorie pleine de E formée des objets 1-connexes
(de la catégorie multigaloisienne E), et 11, (E) le groupoide fondamental de E. On a par
1.5 un foncteur canonique
E, — 1I,(C)
(associant a tout S € Ob E le foncteur fibre qu’il représente, on plutdt le “point” corre-
spondant de C), qui est (non seulement pleinement fidéle, mais méme) une équivalence de
catégories : tout foncteur fibre sur E est représentable (par un objet (1-connexe) essentielle-

ment unique comme de juste...).

Corollaire 1.8. — Soit P un “point”de E (associé a un fonctenr fibre Fp). Il existe un

objet 1-connexe S de I et un relévement

P 2 > E/S

(ie. € F(S))et cela détermine (S, o) a isomorphisme unique pres.
En fait, S est Lunique objet de E qui représente Fp...

Définition 1.9. — On dit que S (on E,g) est le revétement universel ponctué au

dessus de P déterminé par le point P.

Scholie 1.10. — Se donner un “point” du topos multigaloisien E, ou se donner un

revétement universel, revient essentiellement au méme : chacun détermine [ autre...

Proposition 1.11. — Soient E, E' deux topos multigaloisiens, 11, (E), 11, (E") leur

groupoides fondamentaux. Le fonctenr évident

Hom ., (E, E') — Hom(II, (E), II;(E"))
S——
C cr
est une équivalence de catégories, on tronve une équivalence quasi-inverse en composant
Hom(C, C") —— Hom(C, (") —=— Hom(C, (")

n

Hom(C, (")



(ou@EE,a\’EE’)

1.12. Explicitation du cas ot E, E’ sont 0-connexes et ponctués, donc donnés

~
~

comme E = Ens(G), E' = Ens(G")...



§ 2. — APPLICATIONS AUX REVETEMENTS DES TOPOS

Théoreme 2.1. — Soit E un topos localement connexe (i.e. dont tout objet est somme d objets
O-connexes) et localement simplement connexe (i.e. admettant un systeme de générateurs
qui sont 1-connexes)’. Alors la catégorie . des objets localement constants de E est un

topos multigaloisien, et linclusion
(2.1.1.) E.— E
commute anx lélll finies (NB en fait, sans hypotheéses sur le topos E, E. est stable par lér_n
Jinies) et aunx lim quelcongues.
Définition 2.2. — On dénote ce topos par Ejy), on lappelle Uenveloppe multigaloisienne
de E, et le morphisme de topos transposé de linclusion (2.1.1.) :
E — E[l]
prend le nom de morphisme canonique.
NB. — C’est 'équivalent en théorie des topos de 'opération de “tuage des m; pour
i > 27. On peut définir aussi un Ejg et une suite
E — Em — E[O}

[ £ est le topos discret défini par 7o (E), qui a un sens satisfaisant des que ' localement

connexe...]. Moyennant des hypotheses convenables sur £ (du type “locale contractibil-

ité”), on doit pouvoir définir les £j; pour tout ¢ € N, et des morphismes canoniques

E— ...E[i] — E[z’—l} — ...E[l] — E[o].

2NB. peut-étre faut-il supposé que E ait “assez de points” i.e. assez de foncteurs fibres...



2.3. Le groupoide fondamental de E se définit comme ayant pour objets les points
de E (qui induisent des points de E[j) grice a Ej;; — FE), et comme morphismes les

morphismes de points de E}y). On a donc des foncteurs canoniques
Pe(E) — T (E) — Pe(Epy) © I (Epy)

ou 3 est une équivalence (mais pas surjectif sur les objets), et ot bien str o n’est pas
nécessairement une équivalence ni méme pleinement fidele, ou seulement fidele. Par
exemple si E est 1-connexe i.e. 111 (£) équivalent a la catégorie ponctuelle, il ne s’ensuit
pas nécessairement que les Hom dans Pt( E) soient tous de cardinal < 1!

Comme un point P de F définit un point (noté encore P par abus) de E;), on peut
donc définir le revétement universel de E basé en ce point, comme un objet S 1-connexe
de E}y) — il est caractérisé dans E par le fait d’étre localement constant, 1-connexe, et
muni d’un relévement

P — E/S

Mais comme o n’est pas une équivalence de catégories (bien qu’il soit essentiellement
surjectif si on suppose que E a suffisamment de points...) on ne peut pas dire que tout
revétement universel de  soit défini par un point de £, défini a isomorphisme unique

pres...



§ 3. — VARIANTES “PRO-MULTIGALOISIENNES”

Respectivement profinies (en se bornant, pour simplifier, au cas des topos localement

connexes...).



§ 4. — COMPLEMENT-REMORDS

Complément-remords sur les catégories multigaloisiennes, qui précise I'intention que
pour un topos E, ladonnée d’un objet S’ € E définit un topos induit £/g — F, et que
S’ se reconstitue a isomorphisme unique pres par la connaissance du topos induit en tant
que topos au dessus de .

Ici, E étant multigaloisien, £, g aussi — et il se pose la question quand un morphisme
de topos multigaloisien £/ — E peut étre considéré comme un morphisme d’induction.
SiC =11(E),C" =11;(E'),ladonnée de £/ — E équivautaladonnée d’un foncteur
C" — C. On trouve que £/ — E est un morphisme d’induction si et seulement si
C" — C'estfidéle. Ainsi, on trouve une équivalence entre la catégorie £ (des objets S de
la catégorie multigaloisienne £ — C, ot C est un groupoide, quelconque si on y tient?)
et la catégorie dont les objets sont les “groupoides C” au dessus de C”, avec un foncteur
structural C" — C' fidéle, les morphismes de C} dans CY, étant les classes disomorphie
d’une couple (f, a) d’un foncteur f : C] — C et d’un isomorphisme de foncteurs

a:pof «———p*

! d . O
N
C

Dans le cas ot par exemple C est la catégorie réduite a un seul objet, avec groupe

d’automorphisme G, cette description de la catégorie E' =~ Ens(G) est évidemment un

3un peu vif !

*Préciser les isomorphismes entre couples (f, &) et (g, 3) ...



peu lourde, mais elle s’insere bien dans certains contextes plus bas.

Ainsi, si k est un corps de base, la catégorie I/ des schémas étales sur £ est décrit, en
termes d’une cloture séparable k; de k et du groupe profini I' = Gal(k,/k), comme
les groupoides profinis au dessus du groupoide profini (pt, I')...Nous voulons insérer

» <«

cette description dans une “description” “galoisienne” de [certains] schémas [lisses quasi-

projectifs de dimension < 1] sur k, du moins si k corps de type fini sur Q.



§ 5. — INTRODUCTION DU CONTEXTE ARITHMETIQUE;
“CONJECTURE ANABELIENNE” FONDAMENTALE

Soit K une extension de type fini de Q, et choisissons une cléture algébrique K de K.
On pose I = Gal(K /K).

5.1. Nous considérons des couples (X, S), ot :

a) X estun schéma projectif et lisse sur K, de dimension < 1;

b) S estsous-schéma fini réduit de X (donc fini étale sur K) contenu dans la réunion

des composantes irréductibles de dimension 1 de X.

Les morphismes (X', S") — (X, S) seront par définition les morphismes de sché-
mas
f: X =X
tels que
S ™
i.e. tels que supp S’ = [~ (supp S).
Nous cherchons une “description galoisienne” de cette catégorie, ou tout au moins

d’une sous-catégorie pleine Vi que nous allons définir maintenant.

Lemme 5.2. — Soit (2 un corps algébriquement clos X une courbe projective lisse con-
nexe sur Q, S une partie finie de X(Q0), U = X \ S, g le genre de X, n = card S.

Conditions équivalentes :

a) m1(U) non abélien,



b) Aut(U) fini,

¢) Pour tout schéma connexe réduit X de type fini sur S, lensemble des morphismes

non constants de X dans U est fini,

d) On est dans l'un des trois cas suivant : 1°) g > 22°) g =1,n >13%) g =0,
n>3

¢) (siQ) C C)le revétement universel de X (C) \ S(C) est isomorphe au demi plan de

Poincare,

(7)) (i = Q S # ) Le revétement universel de X \ S = U est isomorphe 4
celui de P\ {0,1, 00}

Définition 5.3. — On dit alors que (X, S) est anabélien.

Comme cette condition est (par d) par exemple, invariante par extension du corps
de base algébriquement clos, on étend cette définition au cas d’un couple (X, ), avec
(X, S) comme dans (5.1.) (NB. On regarde séparément les composantes connexes de
X7%...). Dorénavant, dans (5.1.) nous allons nous borner au cas de couples (X, 5) an-
abéliens.

5.4. A un couple (X, S) (pas nécessairement anabélien) — plus généralement i tout
schéma X localement de type fini sur S, on associe un objet “de nature galoisienne” [4]
savoir le groupoide fondamental (profini) IT; (X') de X (formési on veut des revétements

universel de X'), muni d’un foncteur canonique

L (X) —— I (K)

]

[Tors(I")]
Un morphisme de K -schémas
x Lx
définit un foncteur
I (X7 29 11 ()

11



et un isomorphisme v de commutation

I, (X) ) s 11, (X)
\+>/
I, (K)

On trouve ainsi un foncteur, de la catégorie des schémas localement de type fini X sur
K, dans la “catégorie des groupoides profinis sur I1; (K')”, définie comme au n°4.
Quand on passe ala catégorie des K -schémas localement de type fini connexes, munis
d’un point géométrique au dessus de K /K (i.e. dunz € X, d’une cléture séparable
k(x) de k(x) et d’un K -morphisme K < k(z)), cela correspond 4 un foncteur des K-
schémas localement de type fini et connexes, ponctués sur K / K (au ses précédent) vers

la catégorie des groupes profinis 7 munis d’'un homomorphisme (de groupes profinis)
™ — I

(dont 'image sera d’ailleurs nécessairement ouverte donc d’indice fini, pour des objets

provenant de X comme [ci-]dessus).

Conjecture 5.5 — La restriction du foncteur précédent X — (111 (X) sur 11, (K))
aux schémas projectifs lisses de dimension < 1 et anabéliens (i.e. tels que (X, S) soit an-

abelien, oi S est la réunion des composantes de dimension 0) est pleinement fidéle.
Il revient au méme de dire ceci :

Définition 5.5 bis. — Le foncteur qui, a tout X comme dans 5.5. et de plus connexe,
(de dimension O on 1), muni d’un point géométrique & an dessus de K, associe le groupe

profini m (X, &) sur I' = w1 (K, §), est un fonctenr pleinement fidéle.

Il faut quand méme expliciter les morphismes (X, £) — (X', ¢’) dans la catégorie
de départ : morphismes de /{-schémas X 5 X', munis d’un morphisme de IT; (X)
(ou classe de chemins) f(§) ~ &'.

Ces conjectures se réduisent a la théorie de Galois, pour des X de dimension 0. Pour

des X de dimension 1, elles ne concernent que des X tels que les composantes connexes

%il vaut mieux dire : munis d’un revétement universel...
°C’estun peu faux cf n°9

12



de X7 soient de genre > 2 (ou, ce qui revient au méme, introduisant I'extension finie
K'=H°(X,Oy))de K, de sorte que X soit géométriquement connexe sur K, tel que
X comme courbe algébrique sz K’ soit de genre > 2. On voit aisément (prenant X' =
Spec(K ), X = P} courbe elliptique sur K) qu’elles deviennent fausses sinon — c’est
pourquoi il a fallu introduire S, plus ’hypothese anabélienne sur (X, S), pour associer
a (X, S) une structure plus riche que I1; (X)) sur I1; (K). On trouvera des conjectures
(par exemple) pour X courbe géométriquement connexe sur K de genre 1 (resp. 0),

pourvu que S soit de degré > 1 (resp. > 3).

13



§ 6. — ANALYSE LOCALE DE (X, S)ENUNs € S

On s’intéresse au cas ot dim (X)) = 1, i.e. ol s n’est pas point isolé dans X.

Soit O le hensélisé (ou le complété, si on y tient) de O y , K son corps de fractions,
D} = Spec(K), — on identifie s a Spec k(s) (k(s) est le corps résiduel de I'anneau-
jauge O,). Considérons D, = Spec(Q,) (“disque arithmétique relatif a k(s)”), donc
D: = Dy \ {s} = (“disque épointé”) — Dy, ona:

Ps

w s Hom o, hdie
1y (D3) Ji—s>rhl(Ds) Fj—su 11 (K)

(6.1) e Tzz /
s Sy Js

I (s)

Pour le choix d’un point géométrique &, de D sur K /K (i.e. d’'une clture algébrique
K, de K etd’une K -injection K — K,),ce diagramme de groupoides se reflete en un

homomorphisme de groupes 7 de

m (D} €) — Ty k(). €) — 2 T
(6.2) , Zl

dontle noyau, on le sait par Kummer, est canoniquement isomorphe a 7'(k;) ~ T'(K;)

[~ T'(K)]. On veut exprimer la donnée de cet isomorphisme privilégié comme une

"NB Le choix de K ; implique un choix de ks — c’est la fleche pointillée (6.1).



structure supplémentaire sur (6.1) — i.e. sur le groupoide II; (D}) sur II;(s) (ou sur

I1; (K)). On peut le dire ainsi. Sia tout & € II;(D?), on associe le noyau de
Aut(§) — Aut(i(§))

(qui est aussi le noyau des composés

Aut(§) — Aut(i(§)) = Aut(ps(§) = ¢s(is(£)))

on trouve un groupe abélien, qui ne dépend (4 isomorphisme canonique pres) que de
i(€) = ¢ [ceci, et la suite de la phrase, marche chaque fois qu’on a un foncteur de
groupoides connexes  noyau abélien et surjectif sur les Hom], et pour £’ variable forme
un systéme local sur I (D), qu’on peut appeler le 7y relatif du groupoide 11 (D7) sur

le groupoide IT; (D;). Ceci dit, on a un isomorphisme de systemes locaux de groupes
mi(IL(D5) sur I (D)) = ¢5(Tk)

ou Tk estle systeme local de Tate sur K.

Posons maintenant
Dg =sesDs  (“multidisque arithmétique en S”)

Dy =sesD;  (“multicouronne arithmétique en S”)

On a un homomorphisme de groupoides
I (DF) 2+ Thi(S) (< I ()
et un isomorphisme canonique
m (I (Ds) /T1(5)) = js(T (X))

Ceci posé, on a aussi un morphisme

Dy 25 X\ S
induisant
% 11
1L, (D%) 299 11 (X \ S).

15



§ 7. — REFORMULATION “BORDELIQUE” DE LA
CONJECTURE (LE PURGATOIRE NECESSAIRE ...)

Ainsi, a (X, S) comme dans 5.1, on associe :

1°) Trois groupoides (profinis) Iy, IIp, IIp« (en plus de II, = II; (Spec(K)) (=~
Tors(I"))).

2°) Quatre foncteurs (de groupoides profinis) :
HD*

YN
Iy IIp

X‘ y

11,
3°) Un isomorphisme de commutation

o pp >~ o

(qui est méme I'identité dans le cas de systéme provenant de (X, §), mais il vaut
mieux oublier qu’il en soit ainsi). Ces données satisfaisant aux conditions prélim-

inaires

a) o induit un isomorphisme sur les 7y, et des épimorphismes sur les Hom, et il est a

noyau abélien ;



b) 1) est fidele
[c) pestfidéle...

d) ¢ estépimorphique modulo groupes finis sur les Aut...]

La condition a) permet déja de définir le 7y relatif w1 (o) = m1(IIp- /Ilp), qui est un
systeme local de groupes abéliens sur I i.e. un foncteur (IIp)° — Ens, et la derniere

donnée :

4°) Un isomorphisme kummérien

k:m(o) ~¢*(T)

Si on a deux systemes de cette nature II = (I, IIp, lp-, @, 9, p, 0,0, k) et 1" =

(Iy, ... ), un morphisme de II' dans II est un systeme de trois foncteurs
fU : H/U — HU
fD : HID — HD

fD* . /D* — HD*

et de quatre isomorphismes de commutation ap+ p, ap= 7, Ay e, Ap e, pour les quatre

faces du prisme :

1),

17



satisfaisant une équation de compatibilité avec «, &’ que je n’écris pas — signifiant que

les deux isomorphismes u, v de foncteurs

opofpx
b e 0,

idop’oo”’

obtenus respectivement, u en utilisant successivement i, o p+ D> QLD ¢, U €N utilisant suc-
cessivement & p- 7, (e, @', sont égaux. [Cette compatibilité pourrait s’exprimer en in-

terprétant la donnée de II comme celle d’une catégorie fibrée II sur la “catégorie carrée”

N
U D ol opo = o0o
R A
e
a restriction 4 {e} imposée, et en prenant des foncteurs cartésiens entre catégories fi-

brées...]. De plus, on exige une autre compatibilité, savoir que ’homomorphisme de

systemes locaux en groupes abéliens sur I17,

m (o) = (fp)"(m(o))

défini a Paide de fp-, fp, ap+~p rende commutatif le diagramme suivant

d’isomorphismes de systémes locaux sur IT,® :

(fD*)*(Wl(U)) —— m(o)

el
(fD* ()
(v fp)
(ot x estdéduitde ap : Y ~1p o fp)

Pour II, IT* fixés, les systtmes (fo = (fu, fp, fo*, QD D, DU, QUe, D))

précédents forment une catégorie de fagon naturelle — en fait un groupoide — en

850m, cela ne marche que pour le cas de morphismes étales, sinon il faut faire intervenir la multiplication

par les “degrés de ramifications” d;s (7' € mo(Ip. ).
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prenant comme morphismes 4 de (f’, o) dans (f, @) les triplets de morphismes (fonc-

teurs profinis)

I o Hp*
f[/]—U>fU7 fb D; fDa fb* D> fD

satisfaisant quatre conditions de compatibilité avec ap« p et oy D> AVEC QU [ €t /s U
avec Q. et y;,, aVeC p . et A'p  respectivement (i.e. on travaille avec une sous-
catégorie pleine de la catégorie des Hom entre catégories fibrées sur (), a fibre en e fixée...).

J’ai Pimpression que le groupoide Hom((f/, &), (f, a)) est toujours rigide, i.e.
Aut(f, ) est toujours réduit au groupe unité — j’ai la flemme de vérifier — donc quessi
(f',a') et (f, a) sonisomorphes, Iisomorphisme en question est unique. Quoi qu’il en

soit, on posera

H0m<<f/7 O/>> (f? O‘)) - 7TOM((JN7 0/)7 (f7 a))

D’ol une catégorie des systemes 11 = (I, 1 p, g, 0, ), p, 0, @, K).
On a un foncteur des couples (X, S)” (ot X schéma localement de type fini sur K,
S sous schéma fermé de X érale sur K, tels que Vs € S, X soit lisse de dimension relative

1 en s) vers cette catégorie bordélique B.

Conjecture bordélique 7.1. — Quand on se borne anx (X, S) tels gue X projectif lisse
de dimension < 1, et qui de plus sont anabéliens, alors le foncteur précédent est pleinement

fidele™.

Description de la catégorie bordélique en termes de théorie de groupes.
Soit I = mo(Ilp«) =~ mo(Ilp). Choisissons un élément D} dans chaque com-

posante de I+, et soit D; = o(D;). Pour tout ¢, choisissons un isomorphisme
D(D;) —i Spec(K)

Quitte a remplacer objet par un “sous-objet” isomorphe on peut supposer que I1p-
est la catégorie somme de catégories [E;] définis par les E; = Aut(D}), I la catégorie
somme des catégories [I';] définies par les I'; = Aut(D;), le foncteur o s’exprimant par

un syst¢tme d’homomorphismes

o, B — 3 (ZGI)

?[les] morphismes (X', S") — (X, S) sont les morphismes f : X’ — X tels que f~1(5)ea = 5’
1ON.B. La fidélité est facile...
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qui sont surjectifs de noyaux abéliens, le foncteur 1) par un systeme d 7nclusions ; :

I'; = I"etla donnée de k équivaut en fait a des isomorphismes

ki kero; ~ T(K)

compatibles avec les opérations de I'; et de I sur les deux morphismes respectivement, et

les inclusions ;. On peut dire que la donnée de (o, ¢, k) est exprimée par la donnée du

systéme (E;);er, d’un systéme de suites exactes'' 12

1 -T(K) 22— E 25T

telles que les 3; = Imp; soient ouverts, et que K, soit compatible avec les opérations de
¥; > Cokerk; (oude E; et I sur les deux termes respectivement).

Supposant d’autre part (pour simplifier) II;; connexe, et choisissant un élément U
de Iy et un isomorphisme

o(U) 22 Spec(k)

donc (quitte & remplacer Iy par un groupoide équivalent) on peut supposer Iy réduit

a U, et Iy est donné alors par un groupe F, et ¢ par un homomorphisme de groupes

S

E

dont'image > C I' est encore un sous-groupe ouvert de I, et le noyau sera noté i3

lor S FE Y1

Ayant remplacé 11 initial par une sous-catégorie pleine plus petite, on sera obligé
de modifier p 4 isomorphisme pres, pratiquement en choisissant pour chaque ¢ € [ un
isomorphisme

p(D;) 45U

''NB Les extensions des I'; par T'(K') obtenues par des situations géométriques splittent le choix d’une
uniformisante en s; définit un splittage, et méme [seulement ?] le choix d’une base de I'espace tangent en

2Re N.B. Deux bases différents définissent des scindages différents !
I3N.B. Dans la situation géométrique cette extension de noyaux de groupes splitte, i.e. il existe un sous-

groupe ouvert X, dans 0, et un relévement X, — E...
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moyennant quoi p s’explicite simplement par des homomorphismes de groupes
I reste a expliciter 'isomorphisme de commutation

ac:pp — Yo

ui est défini par un systéme d’éléments
q p Yy

’)/iEF (ZEI)

tels que
(%) p o p; = int(y;) o p;

ce qui implique d’ailleurs que p; applique kerp; dans kerp, i.e. induit un homomor-

phisme de suites exactes

1 —— T(K) I;

Lk

>y F > I > 1

~

s.j
~
~
—_

1 >

avec un homomorphisme induit I'; — I'y injectif — et ceci posé, la relation de compat-

ibilité (*) devient une relation sur des monomorphismes de groupes

l

Fo‘—>r.

[Les “objets bordéliques simplifiés” sont donc les syst¢emes d’homomorphismes de

suites exactes
s
E; — I

lp;? Pi lim('yi )
™

L FE 25T,

—_
=
=l

z

g

~
g
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Ainsi, on a une description relativement simple des systemes bordéliques “réduit”
(i.e. ou dans les groupoides 11, IIp«, IIp, chaque composante connexe a exactement

un objet, et ol de plus on force en quelque sorte II(K') a n’avoir que 'objet Spec(K).

Mais on est retrouvé en [ne] tournant pas la détermination des morphismes des systemes
! !/ !/
G:([7Gi7pi7Ki7E7 2 7pi7fy’i> et G:<[7Gw)7
ou p?

disons dansle sens f : G’ — G. Il faut donc (pour fp-) une application

T=1p:1" =1

et pour tout ¢ un homomorphisme

induisant (compte tenu de fp) par passage au quotient des homomorphismes
/ gi
i — FTi’

de sous groupes ouverts de I', et la donnée fp-, fp, ap+ p, ap  équivaut donc ala don-

née d’éléments a; (i € I) deT,

ien

tels que
go(y) = intlan)(y)) Wi €I €T,

La donnée de fiy équivaut a la donnée d’un homomorphisme de groupes

fEZE,—>E

celle de avp . équivaut a la donnée de
ael

tel que

(%) pfp = int(a)p
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de sorte que fg induit un homomorphisme de suites exactes

1 >’ > I an > 1
[
1 > T y K > Iy > 1

et moyennant cela, la condition dite (*) devient une condition sur des inclusions de sous-
groupes de 7 :
foo () = int(a)y’ si A € ay.
Il faut expliciter encore (en plus de fp+, fp, fu, ap+ p, p.e, oy, déja explicités) la
donnée de commutation o p+ r, et écrire les conditions de compatibilités avec o, &' et K,

r'. La donnée de ap+ 1y équivaut  celle de systemes d’éléments

By eE| (Iel)

tels que I’on ait, dans le diagramme
/

Py
G, —— L
fq',/

)

l le

GTi’ T> E
T

la relation

feply = int(By)pri o fo
Reste a exprimer les deux compatibilités de (fp+, fp1, Fur, ap+ p, ap.e, p+ 17, Que)
avec lui méme et avec K — la deuxieéme compatibilité est simplement la compatibilité
des f}, avec les K}, K, L.e.

fiokh =k (i=r7i)

et la premiere sauf errenr s’exprime par la “commutativité”

ay =7 'p(By avy| Vi'el

En résumé les homomorphismes, dans un syst¢eme de diagrammes commutatifs

1 — T(K) 2> B 2T

l l ; lim(%) (iel)
T

s B —2 5T

1 >
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d’un systeme analogue, relatif 2 un ensemble d’indices I’, est donné par une application
T:I' =17

etpour touts’ € I’, posanti = 7(7’) , d’un systéme de fleches verticales f; : E, — £,
et d’une fleche verticale fr : E' — E, enfin d’un systéme d’éléments 8 € E et d’un
a € I, s’insérant dans le systeme de diagrammes14

/ /

1 —— T(K i y il > T
\ \ \m(‘vg,)
1 y B Y N
J/ ; ; int(a;r)
1 —— T(K) > B int(a)

)

Fin\[(%l

p

/ )
H———

Dj

N

\ \
7 7

ol on a posé

aj =~ 'p(B Hayy e oy = p(Bi)vicu
etou la face verticale postérieure des prismes est commutative (deux conditions, sur deux
carrés), la face verticale antérieure aussi (C’est #ze condition, sur le carré de droite, I'autre
carré commutatif s’en déduit par définition de 7" — 7 comme induit par fz...), la face

verticale gauche du cube de droite étant commutative modulo I'isomorphisme de com-

mutativité int(3; ), et la face verticale droite étant commutative (non seulement, par la

/
.. (4 / Py . .
condition précédente, sur ), = Im(E], — I'), mais sur I tout entier) en vertu de la

relation plus précise.
lation plus p

Conjecture bordélique précisée (correspondant aux 1y connexes). — Ces objets sont

les homomorphismes de groupes profinis

E-2sT

4N.B. Comme les E; — E sont injectifs, f;s est connu quand on connait fg et By, (I'existence de

fir est donc une condition sur les couples fg, B; savoir que int(B;) L fepir applique E;» dans p; (E;).
On peut supposer les i/, ; égaux 4 1 (en choisissant I'isomorphisme de 1 (o (D;)) avec Spec(K) via
Pisomorphisme de ¢(p(D7)) = (U) avec Spec K [2])
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(donnant naissance a une suite exacte
175 FE-25T)

et un ensemble fini de sous-groupes (indexés par un ensemble I d’indices)

E, <% E,
et d’isomorphismes

Einmt —— T(K)

Un homomorphisme d’un systeme (E',p', (El)irer, (ki) ver) dans un systéme

(E,p, (Ei)icr, - .. ) est donné par un homomorphisme
f:E —FE
etdes By € E(i' € I')®, & € T, tels que I'on ait les conditions :
1°) po f = int(a)p/
2°) Vi' € I', 30 € I (unique!) tel que
inc(B) " f(EL) = E,

et un entier dy € N*'° tel que

int(ﬁil)fﬁé/ = r; o (d;, idT(F))

Je me a’percois qu’il vaut mieux remplacer les (B par les 3, e prendre

'isomorphisme de commutation plutét dans le sens

/Bi/
fep;’ — pifi’

BLes B;/ pas uniques (si 3 convient aussi y/3;/, avec y € Imk;) Mais v unique 2?
1°N. B. d;: est aussi unique...
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qu’en sens inverse. De plus, conceptuellement le diagramme
IIp-
/ \
I Iy
R et
11,

est trop compliqué, il suffit de se donner

p. -2 My -2 11,

et de déduire IIp par factorisation canonique de ’homomorphisme de groupoides
IIp- — Il. en un homomorphisme qui induit un isomorphisme sur 7y et un épimor-
phisme sur les 71, suivi d’'un homomorphisme qui est [épi. sur g, et pour cause, et qui

est] fidele. Alors les 1-morphismes de
ANES | (A 1

dans

p. 25 My 2 10,

sont les quintuplés de 2-foncteurs et 3-isomorphismes de foncteurs

(fp*, fu,ap v, au,e, k) donnant un diagramme avec données de commutation'”**
/ /
/ R 1} LN
D* [4 HU 7 ]:[e
o] o
IIp- PR 11 > 11,
et si on a deux tels l-morphismes f = (fp+, fu,apv,aue) et g =

(9p+, 9u, Bp* v, Bu.e) un O-morphisme de f dans g est formé d’un couple (fip«, ptrr)

d’isomorphismes de foncteurs

pp+ i fpr — gp+,  pu: fu — gu

de plus, 1 (pp) = 71 (I p+ /11.) peut se définir comme un systéme local de groupes (commutatifs)

sur IID*, et on peut alors définir & : (¢p)* Ty =~ 1 (pp).

Bavec une condition sur le morphisme 71 (¢’p") ~ fp«(m1(¢p)) induit, qui modulo les isomor-

phismes de Kummer doit étre la multiplication par un d (indice de ramification) qui est un application
/!
o (H D* ) — N*.
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compatibles avec ap+ 7, Bp+ 7 (deux conditions de compatibilités sur les deux carrés).
Sion se borne a des II; connexes, on trouve en choisissant comme plus haut un objet

U de Iy, et un isomorphisme

(ot1 2 = Spec (K) est objet référence de I1...), un groupe £ et un homomorphisme
E-5T

(qui est changé par automorphisme intérieure si on change A, et £ lui méme remplacé
par un groupe isomorphe, 'isomorphisme défini modulo isomorphisme intérieur, si on
change I'objet de référence U). De méme, choisissant un U; dans chaque composante

i € mo(IIp+), et un isomorphisme
X p(U) ~ U,
on trouve des groupes F; et des homomorphismes

Si on change \;, p; est changé par automorphisme intérieur de £. Si on change U;,
E; est remplacé par un groupe isomorphe, I'isomorphisme défini 2 automorphisme in-
térieur pres.

Considérons les composés

\p
pi
r

d’ott [un ?] noyau, & est défini par un systeme d’isomorphismes
==\ ki .
T(K) — Kerp; (i€l)
s’insérent dans une famille de suites exactes

1 -T(K) 2 B 25T
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NB I'image de p; est un sous-groupe ouvert) x; étant compatible aux actions de E;,
g group p

quand on fait opérer E; sur T'(K ) via I'action de T sur T'(K), et su lui méme par auto-

morphismes intérieures. Introduisant également m = Ker p, on trouve donc un homo-

morphisme de suites exactes:

g

1 — T(K) = B, =X
(D) .

-

1 s —" B P

(¢ € I). On peut dire que IT;; définit un “groupe extérieur” [E], et II; — Il un

homomorphisme de groupes extérieures
[E] — [T

de méme I p- définit un systeme de “groupes extérieures” [E;], et [Ip« — Iy un sys-

teme d’homomorphismes extérieurs
[Ei] — [E],

mais comment en termes de groupes extérieurs exprimer les données de Kummer x; 2
Revenant aux systemes de diagrammes D (relatif 3 un ensemble d’indices /) et 4 un

D' analogue (avec un ensemble d’indices I”) :

=
=
N

&
I

=
~
&y

hS]
~

el

un homomorphisme f de D" dans D s’explicite par

a) Un homomorphisme®’

fEIE/—)E

[s’explicite en termes du choix d’un isomorphisme
v f(U)~U

(un autre choix modifie f par unint(3), 8 € E)]

Bdécrit le foncteur fir
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b) Une application® 7 : I’ — I, et pour tout i’ € I’, posant i = 7(i’), un homo-

morphisme de groupes

E;

>

fi

[s’explicite en terme du choix d’un isomorphisme fp- (U

par des int(8;), B € E;, si on change v;/]

c¢) Une donnée de commutation® pour

JoL

fEl /l ael

E—>F

ie.

pfe = int(a)p

/

d) Vi’ € I une donnée de commutation* pour

/

Py

E’L{/ e E/

fi/l

E—>E

lE

e

i.e.

pifi = int(ay) frpl

) ——> Iy, et modifié

Notons que c), d) ensemble définissent une donnée de commutation

/

B, T

) /wl

E—>P

20décrit le foncteur fp-
Mo déerit ap,e
zzai/ décrit ap* U
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i.e.
pify = int(By)pl,

i.e. on a commutativité dans

Py
i, —— T

fi/l Nlint(ﬁi’)

donc fir induit un homomorphisme de suites exactes

1 —— T(K) — B, 25T
f;} \Lfl/ J/lnt(ﬂzl)
1 —T(K) —— B —— T

etil faut exprimer la fonctorialité de f;; avec 'indice de ramification d;; € N, on trouve

fi = dix(Br)idr

X:F—)i*

est le caractere canonique.

Ceci posé, déterminons, pour un 1-morphisme f = (fg, 7, (fi), @, (o)) et un
autre f' = (fg, 7, (f}), &, (&), les O-morphismes de 'un dans 'autre correspondants
a de systemes d’isomorphismes pip- : fp- — fpe, v @ fu = gu. Cela correspond [a
la] condition

=71 d,=d, Vi'el

vV
ceci résulte des autres conditions

et ala donnée de

a) 23 définissant un isomorphisme entre fg : E' — Eet fp : E' — Eie.
tel que

[ =int(p) f&

Bdécrit uy
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b) 24 (¢/ € I';i = 7(i")) satisfaisant

fir = int(py) fo

ceci implique déja dyy = d),. Les u € E, iy € E; étantliés aux o, o (€ E), aux

oy, o, (€ I') de la fagon suivante

ou encore

p(n) = da”?

r—1
pi(pir) = oy,
Notons que, comme p; est injectif, les deuxiemes relations, donnant les p; (1),

déterminent les p1; de fagon unique, Pexistence de ces ;7 équivaut aux relations

ozi/oz;/l S pl(EZ) el

1

Quant 2 la relation p(p) = o’a™, elle détermine 1 modulo multiplication (2

droite disons) par un jip € Kerp = 7, mais qui doit étre tel que I'on ait encore
fr = int(ppo) fr

(en plus de ff; = int(p) i) ce qui signifie que
int(po) fe = fr

ie.

Lo € Centrn fE(E/)

C’est donc cela I'indétermination exacte dans le choix d’un O0-morphisme des 1-

morphismes f et f' de D’ dans D.

Si par exemple on est dans les conditions ot 7 — 7 induit par fp : E' — E aune
image d’indice fini (image ouverte) — cas d’un “morphisme non constant” ! — alors /19

doit centraliser un sous-groupe ouvert de m — sauf erreur cela aussi implique py = 1,

Hdécrit pup-
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donc il semble bien que (dans les cas correspondants a des homomorphismes dominants
de courbes algébriques) une O-morphisme d’un f dans un f’ (s’il existe) est unique, i.e.
Hom(D', D*) est une catégorie discréte.

On peut interpréter D comme £ muni de sous-groupes F; C FE,etdep : E — T,

(noyau ) enfin d’isomorphismes

7

(commutant 2 Paction de E;). Si on a une autre systtme (E', ( E}, )yep,p’ : E' —
~—

CE
I', (K},)irer ), un morphisme du premier dans le second est défini par un

f:E —E
satisfaisant les conditions suivantes

a) Vi' € I',3i € I tel que f(E]) soit contenu dans un conjugué de E; [soitayy € E
tel que f(E!) C int(a; ' (E;))] ie. int(ay) f(E]) C E;.

b) pf estconjuguéde f’ [soitax € I tel que pf = int(c)p']

NBLei € I correspondantai’ € I’ estunique,d’ott7 : I’ — 1. Siles vy sont choi-
sis, on déduit Vi’ [un] homomorphisme induit f; : E}, — E;, fy = (int(ay) o f)/E,
qui induit dés lors, via les %/, #;, un endomorphisme f5 : T(K) — T(K)*. On ex-
ige que @ € I' (qui conjugue fg en [}, et est probablement uniquement déterminé par
cette condition) et ayr (qui est sans doute déterminé modulo composition 4 gauche avec
élément du normalisateur de F; (du moins des transporteurs des £; d’un sous-groupe
ouvertde FJ; — C’estitoussi f estisomorphisme) puissent étre choisis de telle facon que,

posant 3; = p(ays), on ait

fi = (dix(Bir)idrg)  ie X =dix(By)

ou dy € N* est un entier naturel (évidement uniquement déterminé quand o et les cv;

sont choisis)*.

NB A priori f) est la multiplication par un x;s € Z* ; le centralisateur dans I d’un sous-groupe
ouvert est réduit A 'unité.
26 Cette condition sur les systémes des cv;» ne change pas (« restant fixé) si on change cv;s en pir vy € Ej.
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§ 8. — REFLEXIONS TAXONOMIQUES

Le cas dim X = 0 se traduit sur le paradigme du systeme

(T(K) 2> B <2 B 257

par la condition p injectif et donc I = & — donc ce cas se décrit simplement par la
donnée d’un sous-groupe ouvertde ' — T', i.e. une sous-extension finie L de K /K (NB
onaurabienstir X’ = Spec L, etle choix faitssur X —i.e. surllp- (= @) — Iy — 11,
— aboutissant a cette description, reviennent ici au choix d’une telle K-immersion de
L = H(X, Ox) dans K/ K).

Le cas dimX = 1 se traduit par le fait que £ — I" n’est pas injectif — quand a I,
il peut étre vide ou non dans ce cas. S’il est vide, la description se fait donc simplement
en termes d’'un homomorphisme de groupes profinis £ 5 T (ot T donnée d’avance
= Gal(K/K)) = Autr, ().

Supposons données maintenant 2 la fois D = (E,p,I,(p; : E; — E),(k; :
T(K) — E))etD' = (E'.p/,I',(pl), (k.)), et revenons 2 la question de la descrip-
tion des morphismes de D’ dans D. On va distinguer quatre cas suivant les deux valeurs

possibles 0, 1 de n = dim D etn’ = dim D’ respectivement.

I) n=0,n"=0,I =1 = & etles données se réduisent a des sous-groupes ouverts

P P’ .. s
E — I', E' — I'. Dans la pesante description plus haut, les considérations

relatives 2 1, I’ tombent et un morphisme D’ — D revient 2 une classe de couples



1)

(f,a),ou f: E' = Eeta €I, telsquelonait pf = int(«) f

— ce qui implique que [ est déja déterminé par o, étant induit par int(a) [«
assujetti 2 o« € Transp(E', E) = Transp(L, L')] [qui induit bien un homo-
morphisme de L C K dans L' C K, donc un homomorphisme Spec(L') —

Spec(L) en sens inverse].

La condition que o, o’ € I' définissent le méme morphisme D" — D (ou encore
Spec L' — Spec L) se décrit par Iexistence d’un p1 € E tel que o' = puov. Le fait
qu’on trouve une correspondance 1-1 entre Homg (X', X)) ~ Homg (L, L)

avec Hom(D', D) explicité aussi, est clair.

n’ =1,n=0.Icin = 0 implique déja I = &. Pour que Hom(X', X) # &, il
faut que Pon ait I’ = @ (par la condition F~'(S) = S’ quiimplique S’ = &,
——

=i-1(2)=0

sif: (X', S") — (X,S)) — dans la description des morphismes D' — D, cela
correspond au fait qu’on ne peut avoir d’application 7 : I’ — I(= &) quesi
I’ = @. Sebornantdoncau cas I’ = @ (sinon Hom(X’, X)) = Hom(D', D) =
@ et on est heureux), on trouve donc que D revient a la donnée de ST
sous-groupe ouvert, et D’  la donnée d’un homomorphisme de groupes profi-
nisp’ : £ — T, dont 'image sera un sous-groupe ouvert de I', soit I'y C T,
correspondant A une sous-extension finie L' de K /K. Les choix faits relatifs 2
X" implique qu’on a un isomorphisme fixé L' ~ H(X’, Oy,). Ceci dit, un K-
morphisme de (X', @) dans (X, @) ie. de X’ — X revient (comme X affine)
aladonnée d’un K-morphisme Spec L' — X (=~ Spec L) de I'enveloppe affine,
i.e. d'un K-homomorphisme L — L’ (ce qui ne dépend que de L, L' ou encore
que des sous-groupes £ < I"et I'g < I' de I'). D’autre part la description en

termes des diagrammes D, D’ revient 4 dire qu’un morphisme est déterminé par
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un couple (f, @), f : E' = Eeta € I, tels que I'on ait encore commutativité
/

FE FE
p’l [p pf=int(a)p’
T r

ce qui implique encore que f est déterminé par « (savoir, induit par int()), et o

.

int(ax)

_—

étant sujet a la seule condition

o € Transp. (I, E)
— et @, o' décrivant le méme homomorphisme si et seulement si 3 € E tel que

o = o
donc on a encore
Hom(D', D) ~p \ Transp..(T',T")
~ Transpy(L, L") /Fixr (L)
~ Hompg o (L, L)

donc on trouve encore dans ce cas le pleine fidélité.

En fait, on aurait pu traiter ensemble les deux cas (' = 0,n' = 1) oin = 0, et
la description de Hom (X, X”) en termes de D, D’ est valable d’ailleurs, sans faire
des hypotheses draconiennes (projective, lisse, dimension < 1, anabélienne) sur
X/

En effet, comme X est fini étale sur K, son image inverse Xx = X' x g X sur

X" est fini étale sur X', et
Hom (X, X') ~ Sections(X y//X")

—_—
peut se décrire en termes de la catégorie IT; (X”) (= IIyy) des systemes locaux finis
sur X' i.e. des systémes locaux finis sur II;;. Suivant cette description, on aboutit

a la description commune donnée dans I, II, sans aucune hypothese autre sur X
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I10)

que la 0-connexité (pour pouvoir décrire II;; = IIx/ sur Il en termes d’un ho-

momorphisme de groupe p’ : E — T'...)

Quand on se donne (X', S”), avec S’ pas nécessairement vide, X’ 0-connexe (et
X' lisse de dimension 1 aux points de S’ (il suffirait méme que S’ ne disconnecte
pas localement pas localement (ét) X”, donc X'\ 5" O-connexe...), alors la donnée
I (X" \ §") — IIi(ek) es décrite encore par E’ 2T (indépendamment de
la considération des E; etc) et par suite Hom g (X' \ 57, X) est décrit comme on
vient de dire. Mais on a (avec les hypotheses de normalité sur X’ aux points de S”)
Hompg (X' \ S’, X) = Homg (X', X). Ceci encourage 2 modifier la définition
des morphismes (X’,S") — (X, S) donnée au début, via f : X' — X avec
F7HS)ed = 95 en exigeant ceci non pour f, mais seulement pour la restriction
de f ala réunion des composantes irréductibles de X’ qui son envoyées dans des
composantes irréductibles de X non discrete i.e. non réduites a un point. Dans la
description correspondante D', D, on spécifiait que 'on n’exige la donnée d’une
application /" — I (et des données correspondantes fi, ) que sin # 0 ie.
Psi : 2 — T pas injectif - dans le cas contraire (impliquant / = &) si par hasard
I' # &, on laisse tomber la connaissance des I’ et des éléments de structure cor-

respondants.

n"=0,n=1.Icionadonc I’ = &, p' : £/ — I'i.e. D’ seréduit ala donnée

d’un sous-groupe ouvert £/ < I"deI".

Du coté (X', 5" = @) et (X, 5), la condition f71(S)eg = S' = T surle K-

morphisme f : X' — X implique que f se factorise par X' = Spec(L') —

X \ S, sans préjudice si S = @ ou non, i.e. si/ = & ou non. Donc il s’agit

de décrire Homp s, (X', S\ S), en termes de I1; (X') — II. = II;(ek) et

de IT; (X \ ) — Il.. Ici les éventuelles donnés supplémentaires relatives 4 I ne
———

:HU
servent pas explicitement ala description, en termes de diagrammes de groupoides.

Sauf erreur, une réduction facile (descente galoisienne) nous ramene au cas ou
X' = Spec K i.e. E' — I'. La description des homomorphismes D’ — D est

alors encore en terme des couples (f, ), ou f : [V =" = Eetoua € I"avec
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les sempiternelles conditions p f = int(a)p’, qui devient (comme p’ = id))
pf = int(@).

Ici bien str o ne décrit plus f (mais 'inverse est vraie, ici la connaissance de f de
pf € Aut(I') implique celle de o, i.e. Centr(I') = {1}...). Les couples (f, ) et
(f', @) définissent le méme morphisme de diagramme, si et seulement si 31 € E
tel que [ = int(p) o f, &' = p(p)o. Comme (si 3(f, v)) p surjectif, on veut
que, quitte A choisir 1 au-dessus de ™, et de remplacer (f, «) par (f',a') =
(int(p) f, p(t) ), on peut toujours décrire un morphisme D' — D par (f, o)
avec & = 1 donc par une section f de ’homomorphisme 2 — I, et deux sections
[, f'(correspondanta (f, 1), (f’, 1)) définissent le méme homomorphisme de D’
dans D, si et seulement si 3 € E tel que p(p) = 1,1e. p € m = Ker(p), et tel
que f" = int(u) o f.

Ainsi, les morphismes de D’ (correspondant 2 X’ = Spec K') dans D correspon-
dent exactement aux classes de scindages de 2 25 T, modulo automorphismes
intérieures par des 1 € K = Kerp. La “conjecture bordelique” dans le cas III

équivaut donc a ceci:

I'((X,S)/K) ———— Classes de m-conjugaison de sections de £ — T’

i.e. de sections de IT (X)) — Iy (ek);

est bijective (si (X, S) est un couple permis “anabélien”)””.

Je sais en tout cas que cette application est njective — ceci vaut chaque fois qu’on
aunschéma U sur K (ici X \ S) qui se plonge dans un groupe algébrique G exten-
sion d’une variété abélienne par un tore, et résulte alors du théoreme de Mordell-
Weil “absolu” : G(K) est un Z-module de type fini. En fait, il suffit de con-
naitre la classe de splittage de Iextension E* de T par mq, = 7/[m, 7] ~ H;(U),
correspondant 2 un point de U rationnel sur K pour connaitre ce point. Donc
le résultat de fidélité est obtenu, avec des hypotheses moins draconiennes sur X

que Phypothese anabélienne (avec les notations du lemme 5.2, cela signifie que

*Faux tel que, cf. n°9 ci-dessus - il faut des conditions supplémentaires sur les f...Peut-étresi [ = @.
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g =0 = n > 2ie quiln’ya pas de composante irréductible de Uz qui soit

isomorphe a IP’% ou ]Elf)

NB Ceci suggere une approche de la conjecture de Mordell, via une meilleure con-

naissance des extensions deI" par 7 : le fait qu’il n’aait (pour g > 2) qu’un nombre

fini de classes de m-conjugaison de scindages d’une telle extension...
g g

Itou pour une approche du théor¢me de Fermat, via une bonne connaissance

d’une extension de I par 7 = 7 (]P% \ {0, 1, 00})...

IV) n=1,n" = lie. X, X’ de dimension 1.

a)

d)

Si] = I' = O, je n’ai rien 2 ajouter 2 la description des morphismes f :
X — X' en termes de morphismes de diagrammes de groupoides. Ici la
condition f7!(S)s = S’ n’est pas une restriction sur f — on n’exclut
donc pas des applications constantes. Celles-ci (grice aI’étude du cas IT) sont
d’ailleurs décrites de fagon “pleinement fidele” pas des homomorphismes de

diagrammes — ils correspondent aux cas f : £’ — E quisont nuls sur 7.

Lecas I' = @, 1 # @ (ie. 8" = @, 5 # Q) signifie, avec la condition
F7H(S)wa = Sie. f71(S) = &, que f doitappliquer X’ dans X'\ S, donc
que tout f correspond a un morphisme de (X', @) dans (X, .S) soit con-
stant. La conjecture bordélique dans ce cas exprime donc essentiellement
qu’au niveau des homomorphismes £’ s TeE 2 I', tout homo-
morphisme des groupes £’ Ly B que pf = int(a)p’ poura € T
[on est ramené au cas ou & = 1, p, P’ surjectifs, i.e. aux homomorphismes
d’extensions de I par des groupes 7 = 71 (X \ X) et 7’ = 71 (X)] est triv-
ial sur 7’ [i.e. “est” une section]. Il faudrait essayer de vérifier ce point di-
rectement, qui (modulo le cas III) établirait la “conjecture bordélique” dans

ce cas-la.

Lecas I’ # @, 1 = @ implique que Hom((X, S), (X", S")) = & (cas
f7YS) = fY(@) = @ # S"!), ce qui correspond bien 3 Hom(D', D) =
@ puisque Ar. I — I

Dans le cas I’ # &, I # &, la condition f~1(S)s = S’ implique que

f n’est pas constante (sinon on aurait f~!(S)y = @ ou X’), donc f est
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dominant et fini, génériquement étale. Donc, de tels f ne peuventintervenir
quesi I et I’ soit tous deux @ (cas a), soit tous deux # & (cas actuel d)). Le
fait que dans ces cas-13, la description diagrammatique galoisienne soit fidéle
(peut-étre pas pleinement) résulte aisément du résultat analogue dans le cas

III.

La pleine fidélité par contre est chose mystérieuse, méme si le résultat corre-

spondant dans le cas III était acquis (et encore semble loin, méme si K fini

sur Q...).

Réductions élémentaires. Pour prouver la “conjecture bordélique”, on est ramené
(par des extensions finies du corps K') au cas ot & — I' (et, si on y tient, aussi &' — T")
est épimorphique. Sauf erreur, la connaissance du cas Il pour des extensions de type fini
de K, implique le cas général pour K (avec suffisamment de sueurs techniques...).

Revenant cependant au cas général quand & — T est surjectif, dans toute classe
d’équivalence de systemes (f : B/ — E,a € I',7 : I' = I, (0 € Eriny=i)ver),
on peut trouver un systtme avec &« = 1, de sorte que f : £’ — E soit compatible
avec les homomorphismes dans I (i.e. les structures d’extension). Quand on se borne a
de tels systemes, I’équivalence par conjugaison se fait par un systeme (p, (pt;7) i) avec
p € (= Kerp), etles iy € E;—r(ry comme avant. Ainsi, f : £/ — F estun
homomorphisme d’extensions, défini modulo automorphisme intérieur par un élément
dem = Ker(E — T'), etsatisfaisant 2 des conditions explicitées par ailleurs. Il se pourrait
(comme on a déjaremarqué) que la connaissance dela classe de m-conjugaison de f suffise
a déterminer le “morphisme bordélique” dans lequel f s’insere (si I, I’ # @).

[C’est lié a la question de savoir si Vd € N*, Trans E(Lgl, L;) est réduit 2 E; (ou
L; = Ker(p; : E; = T') = Im(s; : T(K) — E)). Dans ce cas, E; serait connu en
termes de L; C 7, et méme en termes du noyau de sous-groupes qu’il définit dans 7, et
a fortiori en termes des noyaux d’homomorphismes définis par r; : T(K) — ...

Cas ou E; — T sont surjectifs (i.e. les k(s;) = K ie. s; rationnel sur K).
Alors si (f, 7, (ay)) est un homomorphisme de D' dans D, quitte 3 corriger par des
i; € FE; ayant méme image que les vy dans I, on peut supposer oy € T, en plus de
a = 1 (obtenu en corrigeant par ft convenable). Donc on décrit ’homomorphisme
D' — D par (f,1,7,(ow)), les ;s appartenant 2 . La condition ici est que f :

E’ — E soit un homomorphisme de groupes sur I', que f(E/,) C int(c; ' Ey(ir)=;), et
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que ’homomorphisme induit E — Ej par int(ay) f induit sur T(K) (via Ky, k;)
Uhomomorphisme de multiplication par d; sans plus — que c’est beau ! Deux sys-

temes (f, 7, (o, 1)) et (f', 77, (o}, 1)) définissent le méme morphisme, si et seulement

siT =71"ets’il existe‘/ﬁ € 7, pir € Licriny = ri(T(K)) ‘tels que

f=int(p) f
Q= i Qu

Notons qu’a priori, pour ( f, 7) fixé, les a; sont déterminés modulo multiplication

a droite par des éléments de Transpw((L)?"' . L;), qui est sans doute = L; = Ker(k; :
E; = T)=1=Im(m : T(r) = E;m). Doncon trouve quelaclasse de m-conjugaison
de groupes sur I'de f : £’ — E suffit a déterminer ’homomorphisme D’ — D dans
la catégorie bordélique. Je présume qu’un peu de sueur permettrait de prouver que cela
marche encore dans le cas général (sans supposer les I'; = Im(E; — T') égauxa I).
Cela signifie (dans le cas actuel) que la structure essentielle qui décrit (X, .S) est celle
d“extension extérienre” de I" par un groupe 7 [homomorphisme extérieur surjectif d’un
groupe, de noyau sur 7], avec ™ muni d’une structure a lacets i.e. d’homomorphismes
extérienrs k; - T(= T(K) ~ Z) —  (satisfaisant certaines conditions), les homomor-
phismesde " — I'(noyaun’) dans £ — I'(noyau ) étantles classes de m-conjugaisons
d’homomorphismes £ — E de groupessur I, induisant deshomomorphismes 7" — 7

compatibles avec la structure 4 lacets.
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§9. — STRUCTURE TANGENTIELLE ENLES s € S

Les sections d’extensions “de deuxieme type”

Revenant 2 la description “intrinseque” des (X, S) par lp« — Iy — Il uns; €
S correspond donc a une composante connexe de 11 D dans IIp«, ou un Ilp, de son

. 1. 7i=9DrD; , . . .
quotient IIp — considérons 11 pr —— IIp,. On va décrire certaines sections (2
isomorphisme pres) de ce morphisme de groupoides, i.e. des couples (7, A) ou 7y est un

g . . .
foncteur IIp, — TIp: et A un isomorphisme o; 0 v ~ id.

Si on choisit un ZA?E‘ € ObllIp: (revétement universel de D}) d’oti [un] homomor-
phisme surjectif F; = Aut(lf)\%) — I = Aut(ai(b\%) = E), la donnée de (7, A),
et d’un isomorphisme v(ﬁ) o~ f)} donnant I'isomorphisme identique par application
des o, revient a celle d’un homomorphisme I'; — E; — et les classes d’isomorphismes
des couples (7, A) correspondent aux classes de L;-conjugaison (L; = Ker(E; — I))

de sections de extension E; de I'; par L;.

Ceci posé, on a

ot K; = K(s;), K; est la cloture algébrique de K; définie par D; (2 priori, elle n’est
pas canoniquement isomorphe a K sur K...), et les classes de scindages d’extensions for-
ment un forseur ; (s'il y en a, et on sait qu’il y en a...) sous HY(T;, L;), ou encore,

comme k; : L; +— T(K;), sous H (Gal(K;/K;), T(K;)) ~ HY(K;, T)(G,,)) ~



lim H'(K;, p1,,). Or la suite exacte de Kummer donne

0 — HYK;,G,,), —— HYK;, p) — HYK;,G,,) —— 0

(K )n 0

ie HY (K, pn) ~ (K})p, donc HY(K;, T(G,,)) =~ @n(Kz*)”

Notons qu’on a un homomorphisme kummérien

K = HU(K, T(Gn) =~ im (K,

J

v~

H;
dont le noyau est formé des x € K tel que pour toutn € N, onaitz € K;". Comme
K; est de type fini sur Q, cet homomorphisme est injectif, i.e. K s’identifie 2 un sous-
groupe de H;.

Ceci posé, on va définir, dans le torseur X; sous H; des scindages de D} sur D;, un
sous-K-torseur (i.e. un élément de 3,/ K ). Pour ceci, considérons plus généralement
le cas d’un corps k (= K;) de caractéristique 0, et d’une k-algebre O qui est une jauge
hensélien de corps résiduel k. Soit L le corps des fractions de O. On va, pour tout uni-
formisante t de O, définir une section (7y, A) du groupoide des clotures algébriques de L,
vers celui ses revétements universels de Spec O ou, ce qui revient au méme, des clotures
algébriques de k. Pour ceci, soit O(n, t) = O[T, ]/ (T} —t),et O(o0, t) = @n O(n,t),
par Ty, — 17" .

Soit L(n,t) = O(n,t) ®o K = corps de fractions de O(n,t), L(co,t) =
lim L(n,t)le corps des fractions de O(00,t). C’est une extension algébrique de L et
pour tout extension finie ou ind-finie & de k, posant 0" = O ®y, k' (qui est aussi une
jauge hensélienne sur k' de corps résiduel k', de corps des fractions L' ~ L ®j, k'), ona

des isomorphismes canoniques
O(n,t) ®o O ~ O'(n,t)
O(00,t) ®0 O ~ O'(c0,t)
d’ou
L(n,t) @ k' ~ L'(n,t)
L(oco,t) @ k' ~ L'(c0, t)
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Or si k' est algébriquement clos, O’ strictement hensélien, on sait que L'(00, t) est alors
algébriquement clos. D’ailleurs comme K’ C O’(00,t) C L'(00,t) dans ce cas k [?]
s’identifie 2 la cloture algébrique k de k dans L'(00, ) = L. Donc on a bien trouvé une
section de I1p« sur I1p.

Mais si on remplace s par s" = su”, avec u € O¥, on trouve des isomorphismes

A(n,u) : O(n, s)(= O[L]/(T} = 5)) = O(n, &')(= O[T /(T = ')

n

par 15, — uT,

d’ot1 par passage 4 la limite
Moo, n) : O(o0, s) = O(o0, s)

induisant

L(oo,s) — L(oo,s")

isomorphisme d’extension de L, d’ott un isomorphisme entre les sections correspon-
dantes des IIy, sur II;. Ceci implique que si s, s’ different par un v € O* tel que son
image dans k soit 1 (i.e. v € 1 4+ m [qui est un sous-groupe divisible de O*] alors s, s’
définissent des sections isomorphes).

On trouve une application canonique

(classes d’isomorphie de sections de II, sur 11,
ie. de Gal(L/L) — Gal(k/k)
qui est un torseur sous H! (Gal(k /k), T'(k))
ie. sous H' (k, T(G,,))...)

(m/m?)*
(ensemble des bases de m /m?) ——

qlli est un torseur sous k*

On constate aussitot que cette application est compatible avec ’homomorphisme
0k — H! (k,T(Gp))

sur les groupes d’opérateurs de ces torseurs.

Dans le cas ot cet homomorphisme est injectif (par exemple k de type fini sur Q) on
trouve donc un plongement de m/m? comme un sous 6 (k*)-torseur du H' (k, T(G,, ) )-
torseur des scindages de IIp- (~ groupoide des clotures algébriques de L) sur IIp (~

groupoide des clotures algébriques de k).
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Revenantau casdes I1p« — Il — I, K...etdes D : T(F*) S B B
I" qui les explicitent, on trouve donc une structure supplémentaire sur ce D via les exten-
sions E; de I'; C I' par T(F*), savoir Vi € I, un sous-K -torseur dans le torseur sous
HY(K;, T(G,,)) ~ l&n(K ¥)n des classes de scindages de E;. Il faudrait expliciter le com-
portement de cette structure supplémentaire relativement 2 des morphismes (provenant
de situations géométriques) et la relation avec la norme des 1-formes différentielles — j’ai
la flemme de I’expliciter en long et en large !

La chose nouvelle que je retiens surtout, c’est que pour [ # & etles F; — I surjec-
tifs (pour simplifier), on trouve Vi une “famille trancendante” de scindages de £ — I’
(via les scindages de E; sur I') — essentiellement [?] par H' (K, T(G,,)) ~ @(K N
(plus précisément, par un torseur sous le dit) — dans cette famille, une sous-famille de
scindages qu’on peut qualifier de “géométriques”, indexée par K* (plus précisément, un
sous-torseur...). On vérifie que les classes de 7-scindages obtenus par des indices 7, ¢’ dis-
tincts sont distinctes, méme en se ramenant aux scindages correspondants de I’extension
del par 7y, déduite de extension £ de I" par 7 (je ne fais pas le détail des vérifications, via
Mordell-weil...) et distincts des scindages associées aux points rationnels sur /' de X'\ S.

Il faudrait corriger la conjecture bordélique dans le cas III, en énongant (sous toutes
réserves, encore !) qu’il n’y a (peut-étre) pas d’autres scindages de 'extension £ de I par

T que ceux-la...
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§ 10. — AJUSTEMENT DES HYPOTHESES (REMORDS)

Je me rends compte que dans la définition des morphismes (X', S”) SN (X,9),

Phypothese f1(S)ed = S est étriquée — il faut prendre des morphismes guelcongues
f: X'\'S" = X\ S (sc prolongeant bien saren f : X’ — X). On aura donc
S" D f “1(S) ed> mais S’ peut étre strictement plus grand que f “1(9)eq- 1l faut alors
ajuster en conséquence la description de la “catégorie bordélique” — les objets restent les
diagrammes de groupoides D : IIp« — Iy — Il (plus donnée de Kummer), mais
un morphisme d’un D’ dans un D ne définit plus nécessairement un II,. — Ip- (en
plus de IT;; — I1yy) il faut se donner une partie I de I' = mo(I1}5. ) et se donner seule-
ment H’D*’ r fL> IIp+ (avec donnée de commutation ap- iy relative au carré avec fi7).
Bien stir, dans la description en termes de £, E etc, on exige que pour ¢’ € I" \ I},
fe : B — FEesttrivial sur £}, C E’-et 7 est défini comme [ }/ — I; les données
relatives aux i’ € I}, (fi : By — Eij—r(i), les ay € E) sont pareilles que dans le cas
envisagé précédemment.

NB Cela signifie en fait qu’on commence 4 “boucher les trous” (de X”) correspon-
dantsaux i’ € I"\ I}, en remplagant E' par le groupe quotient de £’ par le sous-groupe
invariant engendré par les Ly = £y (T(K))(i' € I' \ I},), etles Ey (i’ € I}) par leurs
images dans le dit groupe quotient, et en oubliant I" \ I}, i.e. remplagant I” par I7.

[Pour bien faire, il faudrait exprimer ces opérations aussi au niveau des diagrammes
de groupoides IT7,. — II;; — 1I....].

Cela signifie donc qu’en fait, on s’est ramené 2 la situation envisagée au début, ou

S" = f7(S)...Donc finalement la différence des deux points de vue n’est pas énorme,



et celui adopté au début a 'avantage de la simplicité plus grande (tout est relatif !)
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§ 11. — CONDITIONS SUR LES SYSTEMES DE GROUPOIDES
OBTENUS A PARTIR DE SITUATIONS GEOMETRIQUES

On en a déja cité au passage, par exemple que les groupes noyaux de IIp- — II, sont
abéliens (avec I'isomorphisme de Kummer ) et que les images sont des sous-groupes
ouverts, et de méme pour I'image des 7y dans II;; — II.. On va expliciter et préciser ceci

dans le cadre de I'interprétation en termes de
T\ i Pi p
T"K)—E —FE—T
(cas dela “dim 1” — on n’exclut pas le cas [ = & — le cas “dim 0” étant trivial...)

a) L’image X de p est ouverte, plus précisément il existe un sous-groupe ouvert [ C
I" au dessus du quel E ait une section [et méme une “section admisible” en un sens
qui sera défini par la suite — de sorte a exclure les sections “triviales” provenant

des F;...].

b) L’image ¥; de E; dans I est ouverte, et I'extension E; de ¥; par L;(~~ T(K))
est triviale. [En fait, on a une classe privilégiée de scindages, dits “algébriques”,
formantun torseur sous K — 1&1([( ¥)n> cfn° 9 — mais on ne va pas considérer

pour I'instant cet élément de structure supplémentaire... ]

Le reste des conditions concerne essentiellement la structure des groupes m = Ker(p :

E — T') avec ses classes de conjugaison de sous-groupes (ou plutdt les homomorphismes
on T \ Yon1

extérieures r; : T'(= T'(K ) — ), etla facon dont ¥ opére extérieurement sur 7. Ces

conditions s’expriment de fagon particulierement simple lorsque les 3J; C I"sont = I’



(“les points de .S sont rationnels sur K”) i.e. E; — I surjectif, a fortiori X = I i.e.
E — T surjectif. On va se borner a ce cas. Le cas général s’en déduit par extension finie
du corps de base [chaque point de S non rationnel sur K i.e. chaque ¥; # I' donne
naissance a n; points, n; = [[' : ¥;] - et Xy sescindeenn = (I' : ¥) composantes
connexes qui sont géométriquement connexes] - mais j’ai la flemme d’expliciter comme
il faudrait, dans le contexte des groupoides ou des homomorphismes de groupes profinis,
I'opération d’extension du corps de base...

Il est entendu que les conditions que je vais décrire seront invariantes par extension

du corps de base.
¢) Vi, ’homomorphisme extérieur
ki T —m

est compatible avec I'action extérieure de I' (opérant sur T" par le caractére cyclo-
tomique X, et sur 7 grice a 'extension E de I' par 7). En d’autres termes, pour

tout g € I, existeun o € 7 (NB pas seulement o € E'!) tel que 'on ait :

int(g)k;(§) = int(a)ki(x(p(g))§)

ie.

int(a™'g)ri (&) = ri(x(p(9))E)

Ceci signifie que 1°) g normalise L; = ;(T’) [et ceci signifie méme, probablement,
que a'g € E; - et qu’on puisse trouver un tel a € 7 (tel que o'y € E;) provient de
Phypothése E; — T surjectif - on prend un (= a~'g) € F; ayant méme image que
g dans " et on prend @ = g37'] et que 2°) I'action intérieure de 3 = ! sur T n’est
autre que par multiplication par x(¢) = x(5) - ce qui (pour 8 € E;) n’est autre que la
condition déja explicitée que ’homomorphisme de groupes ; : T — Ej; est compatible
avec l'action de E;, opérant sur 1" via X o p|g,, et sur lui méme par automorphismes
intérieures.

Donc la condition ¢) n’est pas vraiment nouvelle — je la réexplicite en termes un peu
différents, a cause de son importance. Elle implique que I'opération de I sur 7 est zres
non triviale (puisque x : I' — Z* aune image ouverte !) — il n’était pas méme évident, a
priori (sans raisons arithmétiques profondes !) — compte tenu de la structure de 7 qu’on

va donner — qu’il existe de telles opérations de I sur 7 !
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Cette condition sera complétée par une condition de non trivialité a la Weil.

d) In € T* (unebasedeT),etdes cy; € 7 (afinde conjuguer x; en k] = int(a;)ok;),

enfin un entier g > 0 et des éléments z;, y; € 7 (1 < j < g), tels que 'on ait

1°) Les x}(n), etles x;, y; engendrent le groupe profini 7.

2°) Ils satisfont la relation

(21, 91). (w2, ya] - - - [g, 2Ygl Ry (M)ES(N) - - Ky () = 1

3°) Cette relation, avec les générateurs envisagés, décrit 7 (en tant que groupe

profini) par générateurs et relations...

NB On sait que par ces conditions, g est uniquement déterminé, par exemple par le fait
que Tap/ 2k (1) estun Z-module libre de rang 2g — Ty étant libre de rang 2g + v — 1
ouv = card([/).

Pour le choix de 7, on voit que si 1) convient, alors tout x (a)n aussi (ou v € I') —
quitte a prendre des conjugués. Donc les ) qui conviennent contiennent un sous-torseur
de T sous le sous-groupe ouvert x (I") de Z

En fait, comme la structure du groupe 7 est indépendante de K, prenant K = Q (et
en admettant qu’il existe une courbe lisse projective (géométriquement connexe de genre
g sur Q, ayant v points rationnels sur Q!), on trouve quessiles /; ] (1 < i < v) s’insérent
dans un systeme de générateurs privilégies (avec des x;, ;) alors pour tout p € Z*, on
peut trouver des conjugués I/ des I qui s’insérent de méme. Méme pour p = —1 cen’est
pas enticrement trivial...

Enfin, on va énoncer une condition draconienne de non trivialité de Iopération
de I' sur 7. Soient E’ un sous-groupe ouvert (donc d’indice fini) de £, 7’ = 7 N
E' = Ker(E' — T), I'" I'image de E’ dans I. On trouve donc une extension de
I'(= Gal(K' /K')) sur 7', donc aussi par (77,,) (¢) (¢ étant un nombre fourni), qui est
(on le sait par d)) un Z,-module libre de type fini, sur lequel I opere.

[Avec un peu de travail™

, on doit pouvoir mettre sur £’ — I' une “structure 2
lacets” i.e. des £/, comme pour E, et décrire dans (7"45(¢)) la somme des images des L,

sur lesquels IV opére donc via le caractere x. On s’intéresse au quotient de (7}, ) (1) par

28Ca se fait trés élégamment dans le contexte IIp« — Iy — 1.
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ce sous-module relativement trivial (la partie “VA” du module ¢-adique envisagé). Ceci
posé, on exige que la représentation de I'" 1a dessus soir “pure de poids 17 — et que les
polyndmes caractéristiques des frobénius (qui sont a coefficients dans Z, pas seulement

dans Zy) soient indépendants de £.

50



§12. — L’ANALOGIE TOPOLOGIQUE

Soit X une surface (topologique) compacte orientable, S une partie finie de X. Si X est
connexe, on considere I’ensemble w de ces deux orientations, on 'utilise pour tordre le
groupe Z, d’ot1 un groupe

T=7 /\:Izl w

isomorphe (non canoniquement) a Z. Plus généralement, supposons donné un tel
groupe T, i.e. un w € Ob Ensy, une T-orientation de X sera par définition un élé-
ment de Pensemble Ob(X') A4y w [dans le cas précédent, X sera donc canoniquement
T-orienté...]

Considérons le groupoide fondamental de X \ S = U soit I, et le groupoide
fondamental IIp+ des germes d’espaces de X autour de .S, privé de S (groupoide des
germes de revétements universels de X \ S au voisinage de S). On a donc un foncteur
canonique

HD* — HU

et d’autre part, si X est T-orienté, on a une structure supplémentaire intéressante sur le
groupoide IIp« : le systeme local de ses 71 est canoniquement isomorphe a 7',

Associant 2 tout X T-orienté le systeme
Hp- = x, &: Ty = m(Ilp-/e),

on trouve une 2-équivalence entre la 2-catégorie isotopique des couples (X, .S) d’une
variété compacte T -orientée (pour les homéomorphismes a isotopie pres...), et de la 2-

catégorie des systemes précédents (pour les équivalences) qui satisfont les conditions



a) mo(Ilp+), mo(Ilx) finis

b) Pour toute composante connexe de Ily, soit Iy, et la partie lp; au-
dessus, explicitant la situation groupoide par un groupe 7, et une famille
d’homomorphisme 7' 5 7 (NB le tout dépendant de choix, mais 7 étant in-
trinseque comme groupe extérieur, et les k; comme homomorphismes extérieurs

— définissant une “7T"-structure a lacets sur S” —) on a ce qui suit :

il existe générateur g € T'(i.e. ¢ € T™)etunordreiy, . .., 4, surensemble 7, des

conjugués l; des k;(g), et g € Netdes 24, Yo € T(1 < o < g) tels que 'on ait

(H[xaa ya]) H li=1

i=1

et que ceci soit une relation de définition de 7.

Il'y a cependant un grain de sel pour / = & (auquel cas 7' ne sert a rien apparemment
dans la description groupoide de (X, S) = (X, @) = X) il faut alors, au lieu des don-

7’ 7. . . (s
nées “kummériennes” k, se donner un isomorphisme”’

H(n,Z) ~T

Enfin, il faut (méme avec ce grain de sel) exclure le cas X = S?, S = & (en tant que
composante connexe) — i.e. du coté groupes, le cas d’'une composante connexe de IT;s
avecm = (1) et I = &. Sije me rappelle bien, il n’y a pas lieu d’exclure (S?, pt) (i.e.
X\ S =U ~ R? ~ E} oupourtant ona® = (. Mais sauf dans ces deux cas
(correspondant au cas ¢ = 0, v = 1) Phomomorphisme x; : 7" — 7 est injectif. Si
T = Z,ladonnée des k; équivaut a celle d’éléments [; € 7, et on retrouve la définition
usuelle des structures a lacets.

Ceci est explicité dans la these de Yves Ladegaillerie — ce qui y manque, est (entre
autre) la considération de fleches entre (X, S) autres que des homéomorphismes (mod-
ulo isotopies) ; par exemple des applications X’ s X telles que S’ = f71(9) [et que
X’ soitétale sur X \ S, siony tient], ce qui se ramene au cas précédent - le cas plus général

ol on suppose seulement que X’ est un revétement ramifié de X (pouvant étre ramifié

29]] faut introduire ceci comme donnée supplémentaire dans la définition des groupes a lacets.

L’exclusion des cas X ~ S? (dans le cas S = @) est alors particuli¢rement convaincante.
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aussi en dehors de S’) et S" D f71(.9) (mais S” pouvant étre plus grand) demanderait
une étude soigneuse, avec une notion ad-hoc de I'isotopie...

Une autre direction importante (notamment pour I’étude du cas non orienté, non
orientable) est 'introduction de groupes finis d’homéomorphismes, ne respectant pas
nécessairement 'orientation. Pour traiter le cas du changement d’orientation, notons
que dans ladescription groupoidale (IIp« — Iy, k) d’une (X, S) T-orientée, le passage
al’orientation opposée s’exprime en gardant tel que [Ip- — Iy, et en remplagant & par
R=r"!

R(E) = 5(—€) = n(e) !
(siT = Z, sur le systéme (7, (I;)), cela revient 3 remplacer les [; par les [; *...)*°
Soit donc I" un groupe (a priori pas nécessairement fini) qui opere sur (X, .S) donc

sur U = X \ Setsur Iy, IIp-. On trouve alors des groupoides fondamentaux mixtes

par la construction bien connue
IIp«pr — lyr — Il p

(o1 I, est la catégorie des I'-torseurs i.e. des objets 1-connexes dans I' — Ens) corre-

spondant aux foncteurs en sens inverse
' — revétement étale de D* «— I" — revétement étalede U «+— I — Ens.

Les composantes connexes de I p« 1 correspondent aux orbites de I dans S = mo(1lp+ ),
et méme pour celles de Il . Le cas Iy connexe i.e. le topos f[U,p connexe est celui ol
I" transitif sur 7o (U) =~ mo(X) — quitte 2 remplacer X par une composante connexe
Xo, et I par le sous-groupe ¥ C I' qui le stabilise, on serait ramené (pour I’étude des

topos I et des morphismes de topos
lpsr — lyr — (He,z _>)He,F

au cas de (X, Sp, X). Mais I'analogie que j’ai en vue le cas “arithmétique” prend cette
réduction inopportune dans le cas général (cas dans le cas arithmétique, on ne se borne
pas non plus au cas ou X = I'ie. & — I surjectif, i.e. la composante connexe X
géométriqguement connexe sur [{). Notons ici que (X, S,T") se récupére a partir des

(Xo,50,'g = £) comme somme amalgamée X = Xy Ag ...

Vet itou (si [ = @) pour i : T ~ H?(7, Z) remplacé par —k.
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Quand on exprime (pour Il connexe) la situation en termes de théorie de groupes,

on trouve donc un groupe fondamental mixte
EU,F = 7T1(U, F)

et un homomorphisme

EU,F — T

surjectif si et seulement si U connexe (ona '/ ~ 73(U)), enfin un ensemble d’indices

I (~ S/T ~ mo(Ilp« 1)) et des groupes fondamentaux mixtes.
B ~m (D}, 1) = m (D}, i)

ou D} est une composante connexe du multidisque troué Dy, (correspondant au choix
d’uns; g € S)etoud; C I'estson stabilisateur (i.e. le stabilisateur de s; o dans I', qui est
(siI'; est fini et opere fidelement au voisinages de s;) un groupe cyclique ou di¢dral...On
trouve dong, si X est T-orientée, une extension de I'; ¢ par 7', ’homomorphisme £; —
¥; — I'; érant induit bien stir via Eyyr — I'et E; — Eypr.

Il faut encore lier 'action de I' sur X a 'orientation de X — pour ceci on suppose

donné un caractére

x: T =7 ={£1}

et on exige que pour g € I, gx conserve 'orientation si x(g) = 1, la renverse si x(g) =
—1. Ceci implique que I’on a un isomorphisme
ZTI(HD*,F/He,FZ —T T

-~

systéme local des noyaux des 71 (§) =71 (¢p(§)) pour EEObTI px

T érant considéré comme systeme local sur Il . i.e. comme I'-groupe, grice a I'action

de I' via le caractere x. Il revient au méme de dire que Vi € I, Papplication
HlT%LZ:KCI'(EZ—)F)

en tant que homomorphisme de 7" dans F;, est compatible avec I’action de £; (opérant
sur T via xp; (p; : £; — T')), et sur lui méme par automorphisme intérieure...)

Si on exclut le cas ot (X, Sp) est isomorphe 2 (S?, @) ou (S?, 1 pt) (i.e. lecas 7 =
0), les k; : T" — m sont injectifs, donc aussi les &; — Eyr, donc les E; peuvent étre

considérés comme des sous-groupes de .
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Iciil serait particulierement contre-indiqué (méme sionsuppose ¥ = I'i.e. X = X
i.e. X connexe) de supposer que les I'; sont égaux aI'ie. queles s € .S sont fixés par I'!
Comme le centre de 7 est réduit a 1 (si on excepte le cas (X, So) =~ (S?, deux points)
ie. Up >~ C* — cas de la couronne —), la donnée d’une extension de 3 (C I') par 7

revient (3 isomorphisme unique pres) a la donnée d’'un homomorphisme
Y — Autext(m)
E se reconstitue comme image inverse de 'extension
1 - 7 — Aut(m) — Autext(m) — 1.

Mais ici les automorphismes extérieures relatifs aux o € X respectent la structure a lacets
de 7, modulo le signe x (o) —ie. pourg € E,ets € S3a € piets’ € S(s' unique
) tels que
int(g)rs(£) = int(a)ry (x(p(9))S)
VEeT,ie.
int(a™"g)ks(€) = rilx(p(9))€)

Ainsi, Popération de 3 sur Sy (donc de I' sur §' = Sy Ay, I') est connue, par 'opération
extérieure de X2 C I' sur m muni de sa structure a “T-lacets” (i.e. les homomorphismes
extérieures ks : T — m) — donc aussi [ = Sp/¥ ~ S/I'. Peut-on reconstituer E;
(¢ € I)a partir de la structure d’extension ? On voit, en vertu des choix faits, que si
i € I (donc i une orbite de ¥ dans Sp) Is € i tel que (Ker E; — I) ne soit autre que

Ly = ks(T), etonadonc E; C Normpg(L,), mais on a
Normpg(Ls) N 7w = Norm,(Ls) = Ly = E; N,

et d’autre part 'image de Normp (L) dans ¥ C I' n’est inclus dans ¥ = stabilisateurs

de s dans ¥ = Image de F; dans ¥, donc en résumé
E; = Normpg(Ljy)

Inversement, la donnéede £ — ["etdes E;, x; : T — E; redonne la structure 2 lacets
de 7, en prenant les x; et tous les conjugués extérieures distincts par les a € ¥ (modifiés
par x(@)...).

Donc la donnée de la situation E —— T, F; < F (famille de sous-groupes, chacun

défini modulo conjugaison dans E) équivaut 4 la donnée de
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a) m = Kerp, avec sa structure a T-lacets (ensemble fini d’homomorphismes ex-

térieurs de 1" dans 7)

b) Un sous-groupe > C I', et un homomorphisme

Teichmiller étendu de ™
¥ —— (automorphismes extérieurs de T,

respectant la structure 4 lacets modulo signe)

compatible avec le caractere x|X et le caractére “signe” sur Teichmiiller étendu.
En fait, (X, S,T") ot (U, ') ne définit 7 que comme groupe extérieur a 1-lacets,

sur lequel I' opere de fagon compatible avec .

En résumé, on a un foncteur canonique

Catégorie isotopique des (X, S, "), X surface compacte T-orientée, S partie discrete, I'
opérant par x-automorphisme (77 € I respectant orientation si x () = +1, la renversant
sinon), I transitif sur mo(X), etsi (Xo, Sp) est une composante connexe de (X, S), on veut

quesi Xo ~ S” onaait card S > 3

!

Catégorie des groupes extérieurs 3 7' — lacets 7, 7 non commutatif (i.e. 7 # 0, Z) sur

lesquels un sous-groupe > C I' de I' opere.

(Cette description étant équivalente a une description en termes de systeme de groupoides

IIp-r = yr = I retk. .., plus conceptuelle dans certains contextes).

Je présume que la démonstration du fait que ce foncteur soit pleinement fidele ne fasse
pas de difficultés essentielles™, en utilisant ce qui est connu pour I' = 1. Mais le fait
que, pour I' groupe fini donné, il soit essentellement surjectif est un probleme ouvert
sur lequel les gens sechent. Bien str on peut supposer ¥ = I', et I' C Teichmiiller
étendu et la question est si tout sous-groupe fini de Teichmuiller étendu se réalise comme
groupe opérant sur (Xo, Sp), de fagon essentiellement unique. Plus précisément, si A =

groupe des homéomorphismes (ou difféomorphismes, si X est diftérentiable) de X,

31Ca vaudrait drolement le coup de le faire trés soigneusement...
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A° sa composante connexe [neutre] (NB A° est contractile dans le cas anabélien) donc
AJA° = T,, (groupe de Teichmiiller pour genre g et v trous), la question revient a
ceci si pour tout homomorphisme d’un groupe fini ¥ dans T}, ,,, (on peut supposer ¥ C
Ty..), celui-ci se releve en un homomorphisme dans A, et si deux tels relévements sont
conjugués par un a € A° (isotopie au sens strict de deux relevements...).

Ayant aboutit a4 une réinterpretation tellement simple de la 1-catégorie (“1-

isotopique”) déduite de la 2-catégorie des systemes
(HD*,F — HU,F — He’p, Ii)

en termes de groupes extérieurs a lacets 7 [munis d’un ensemble d’homomorphismes ex-
térieurs k; : T — 7, etadéfautd’un k : T — H?(m, Z) (pour bien faire, il faudrait
écrire T(®~Y ~ H?(,Z), mais ici on a un isomorphisme canonique 77! ~ T'i..
T%? ~ 7Z...)], la question se pose comment récupérer, (2 équivalence définie a isomor-
phisme unique pres) ce diagramme, en termes de & ; tout revient a la description des
catégories I p« r et I r et des deux foncteurs Il p« o — Iy, iy — Il 15 ou ce qui

revient au méme, des topos (multigaloisiens) et morphismes de topos correspondants.
a) Descriptionde Il etdellyr — Il p.

Soit plus généralement 7 un groupe extérieur dont le centre soit trivial (ceci correspond
a’hypothese anabélienne !), montrons comment on lui associe une topos classifiant B,
qui (comme catégorie de faisceaux) sera Ens()) de facon “fonctorielle” (pour les iso-

morphismes). Tout revit a voir comment, a une classe de conjugaison d’isomorphismes
/ u
T —7

on associe un foncteur “image inverse” Ens(m) — Ens(7’), défini & isomorphisme
unique pres. Considérons pour tout u de la classe 6, le foncteur “u-restriction des opéra-
tions”
u*
Ens(w) — Ens(7')
[qui définit donc, [?] (u™1)*, une équivalence de topos
Ue ]

By ———— Bx

~

On va, entre ces équivalences pour u € 6, définir un systéme transitif d’isomorphismes
> q p > Y p

(ce qui permet donc de les identifier entre eux !).
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Soit u, u’ € 6, d’ot1 u*, uw*;ona par hypothese un g € 7 tel que v’ = int(?) o u,
de plus g est déterminé module un élément de Centr, u(7") = Centr(7) = 1, donc ici

g est unique. Mais g peut servir a définir un isomorphisme fonctoriel
G U = u*
en prenant, pour £ € Ob Ens(7),
wlE) ' (B) 5 u*(B)  iwalE) = g

NB Le raisonnement marche pour toute classe de conjugaison d’homomorphismes de
groupes 7' — T (i.e. tout homomorphisme extérieur) dont le centralisateur dans 7 est
réduit 2 1 (ce qui pour un épimorphisme se réduit 2 ’hypothese Centr(7) = 1)*~.

Simaintenant un groupe ¥ opere sur le groupe extérieur 7, alors par le résultat précé-
dent on peutdire qu’il opere aussi sur le topos B, d’ott un topos B . On peut dire aussi
que (comme Centr(7m) = 1) opération de X sur 7 définit une extension E de ¥ par 7
d’ot1 un topos B r = Bg. On récupere bien stir aussi B, r — Br. Pour se tranquil-
liser il faudrait s’assurer que si on 2 un homomorphisme de groupes extérieurs 7’ Ay
commutant a I'action d’un ¥, avec Centr,(0) = (1), alorsil existeun 0p : B, — B,
défini 4 isomorphisme canonique pres.

Or tout u € 6 définit un homomorphisme d’extension ur (de X par 7’ resp. 7)
E’ — FE au-dessus de u, etsion passe de uwa v’ = int(g) ou, onaura uf. = intg(g) our,
et on termine comme plus haut avec unicité de g ; c’est maintenant un homomorphisme
extérieur injectif

A=k T—n (T commutatif)

(A comme initiale de “lacets™)
L’injectivité dans le cas qui nous intéresse résulte de ’hypothese anabélienne.

Supposons que (pour £ € [k])
Centre, k = k(T)

(ce qui ne dépend pas de choix de x dans [k]). Je vais alors définir un groupoide abélien

connexe 11, et un isomorphisme de son 7, avec 7" (d’ou1 un topos, qui joue le role de

2Marche pour les groupes a lacets anabéliens, et les homomorphismes de tels dont I'image soit d’indice

fini...(car le centralisateur dans un tel groupe m d’un sous-groupe d’indice fini est encore réduit 1 €)
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IIp). Un objet seraun £ € [k]. Un homomorphisme de x dans +’ sera un élément
g € Transp_(k,~’). La composition des homomorphismes est évidente. On trouve

bien un groupoide connexe, dans lequel
Aut(k) = Centr, (k) "2¥ k() £ T. OK.
Bien str, on a un homomorphisme
IIp — groupoide ponctuel
d’otr sur les topos classifiants définis par 7
B, — B,

Il faut voir le comportement de cette construction par homomorphisme extérieur. Soit
donc

O0=fe=u:7" >

un homomorphisme extérieur tel que Centr,(6) = 1,et A’ : T" — 7' un homomor-
phisme extérieur injectif tel que ¥ € A’ = Centr/ (k') = Imk’ et considérons le
composé

froN T —

soit d € Z et considérons

A= froN o(didr)

supposons que £ € A (= Centr,(rk) = Imk).
On va définir un homomorphisme de Il dans IIy, d’ott un homomorphisme de

topos Byr — By, et une donnée de commutativité o du

B L} B

) N

Bﬂ-/ T) B7r

Soitk € T' — 7' un objet de I1s on veut définir (2 isomorphisme unique pres) un objet
kdeIly. Pour toutu € fr = 6, on considére u o ko (didr),il y a entre eux un systeme

transitif d’isomorphismes pour u variable dans 6, on peut les identifier entre eux.
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La fonctorialité de cet objet par rapport 2 £’ variable est évidente : on peut dire que
u € 6 définit un homomorphisme de groupoides uy : II, — IIa/, et entre ceux-
ci il y a un systeme transitif d’isomorphismes. En fait, pour u fixé on a un diagramme

commutatif d’homomorphismes de groupoides

u
Oy —2—— 1,

! !

(e,n") —— (e,7)

u

et entre ces diagrammes il y a un systeme transitif d’isomorphismes, d’ot1 le diagramme
(*) et la donnée de commutation a.

Quant on a une famille A’ (ou un ensemble) d’homomorphisme extérieurs A}, (i' €
I') : T — 7', et une famille A(A;);e; d’homomorphismes extérieures T" — 7, et un
T : 1" = I, et (dy)yep avec dy € Z, tels que (pour § : 7 — 7 homomorphisme
extérieur donné) Vi’ € I’, posanti = 7(i’), onait A; = Ay 0 6 o (d; id)

[NBSi/ — Homext(7, ) injectif, ces conditions montrent que 7 est déterminé par
6, et si de plus Z opére fidelement sur 7', par exemple si 7' o~ Z, alors (d;/) est également
unique...] alors on construit I p- o+ = groupoide somme des 11 A!, €t de méme [Ip« 4, et

on trouve un diagramme essentiellement commutatif de topos

Bp+nr —————= Bp-a

| |

B, —— B,

Supposons maintenant (ouf!) que X opére sur [un] groupe extérieur a lacets...Je déclare

forfait — il est évident que tout marche bien !
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§ 13. — RETOUR AU CAS ARITHMETIQUE

ol on veut décrire en termes “galoisiens” les couples (X, S) anabéliens connexes sur un
corps K de type fini sur Q. [NB Sion prend un K de type fini sur F,,, il faudrait se borner
aux groupes fondamentaux “premiers a p”, a cela pres nos développements pourraient se
faire quand méme...]

Il est devenu clair qu’en termes d’une cléture algébrique K de K, dot1 un groupe
de Galois profini I' = Gal(K / K), la description la plus simple est en termes de groupes
extérieures a lacets et d’actions extérieures de sous-groupes ouverts > de I' dessus. De
fagon précise, on choisit une composante connexe Xode X (ouce qui revient au méme,
UpdeU = (X \ S)%), soit X son stabilisateur dans I (il est remplacé par un conjugué,
quand on change Uy). Alors & opere sur le schéma Uy, donc opere extérieurement sur

71 (considéré comme groupe extérieure). Or sur celui-ci il y a une T'(K)-structure 2
lacets, avec comme ensemble d’indices I = Sy(K) C S(K) ~ So(K) As T [vide si
et seulement si S # @] et Popération de X sur 7 est compatible avec cette structure a
lacet, et le caractere cyclotomique x : I' — Z" (plutdt, x|s). Ainsi 'opération de ¥ sur
7 implique son action sur ¥, d’ott S(K) =~ Sy(K) Ax T en tant que o-ensemble - on

récupere donc le K'-schéma étale S. Mais mieux, on récupere tout le diagramme
HD*S — [HUO —)]Hﬁ — He

et opération de ¥ dessus d’ot1 le diagramme des topos classifiant - ot si on préfere, le

diagramme

HD* —>HU—>H6



(avec les notations du début de ces notes, qui deviendraient ici
Hp«r = Uypr — e r)

plus bien sur K'...

Les homomorphismes (X', S") AN (X,8) [S" D fYS), f dominant] se
décrivent simplement (viale choix d’un 76 au dessus d’un X par des homomorphismes
extérieures (= 71 (X)) — 7(= m(X0)), compatibles avec les actions de ' (C X))
etde ¥, et avec les structures a lacets anabéliennes (ce qui s’exprime a 'aide d’une appli-
cation7 : (I' € S)) — I = 5 compatible avec >, et un systéme d’entiers naturels
(dir)irer).

Il faut cependant compléter, pour I = &, i.e. S = &, la définition de la structure 2

lacets, par la donnée d’un isomorphisme
kT = HY (7, Z)

[NB. en caractéristique p > 0, on doit se borner aux composantes (-adiques avec £ # p]
ie.

Z = H(n,T)
compatible avec 'action de 3 — et il faut exiger, dans I'interprétation “galoisienne” de
f:(X',5) = (X,5),quand S = 5" = & que ’homomorphisme 7 — 7’ induit un
diagramme commutatif

Z —5 s H(x,T)

dl lf*

Z — H2(x',T)
oud € N est le degré (défini de fagon unique par cette condition, comme I'ordre de
Coker f*). Quand S = &, mais S’ # &, il devraity avoir encore une compatibilité pour
les données kummériennes (de natures différentes sur 7', ot il y a bel et bien “des lacets”,
et sur 7, ou elle est purement cohomologique). La question équivaut sans doute a celle
de décrire une structure kummérienne “cohomologique” sur le groupe 7', déduit d’un
7’ A lacets (avec I’ # &) en divisant par les dits lacets™*. La question est la méme, semble-

t-il dans le cadre topologique, ou le cadre arithmétique, il me faudra revenir dessus. 11

BNB I’ =S, N f~1(So)
3*Paradigme du passage de (X, S) 2 X : “bouchage de trous”...

62



faudrait que pour tout homomorphisme 7’ — 7 de groupes a lacets, ’homomorphisme
7' — 7 correspondant respecte aussi (pour un degré convenable) la structure a lacets.

Quand on s’intéresse aux systémes anabéliens (X, S) définis directement sur I, avec
X connexe disons, ceci s’exprime par un groupe extérieur & T-lacets, muni d’une action
(non de I' mais des) noyaux de groupes profinis définis par I'. Si on considere les “I'-
automorphismes” d’un tel objet (formés d’un vy € I et d’un automorphisme extérieur f
de 7 respectant la structure a lacets, f et y étant compatible dans un sens évident...), on
trouve un groupe (profini 22?) (“discret” 2?) G et un homomorphisme G' — I (2 image
un sous-groupe ouvertde I', et a noyau G le sou-groupe des automorphismes extérieures
alacets de ™ qui commutent al’action extérieure du “ noyau” (lequel G est conjecturelle-
ment par la “conjecture bordélique”, isomorphe au groupe fini Autz(K, S ... ).

El’l termes de cette suite exacte
1—-Gy—>G—=T

la “restriction de (X, S') au corps K s’exprime donc (on I'espére, de fagon pleinement

tidele, si la conjecture bordélique est valable) par un scindage I' — G'de G — T'...
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§ 13 bis. — RETOUR SUR LA NOTION DE GROUPE A LACETS

Soit 7 un groupe, ([L;]);es une famille de classes de conjugaison de sous-groupes de 7.
On dit que cela définit une “structure a lacets” sur 7 (de type (¢, v))sidg € N, Vi € [
un L; € [L;], un générateur [; € L;, des éléments xq, Yo € 7 (i < o < g) enfin un

ordre iy, ..., 1, sur I (v = card(])) tels que (posant [, = [;, pour simplifier)

(21, 1] (@2, 9] - . - [xg,yg]ll o, =1

soit une présentation du groupe 7. On n’exclut pas a priorile cas g = 0, nile cas v = 0,
i.e. I vide.

On déduit de ceci :

a) Siv # 0, mestlibre (2 29 + v — 1 générateurs) — donc libre non abélien sauf si
g=0,v <2

b) *Siv = 0, le seul cas ot 7w abélien est celui ot g < 1. [donc 7 ~ 7, est abélien

sietseulementsig = 0,7 < 3oug=1,v =0]
En tout cas’®, on a une suite exacte canonique de Z-modules libres de types finis

0= Tp— [[Li = 7ap = Fiap = 0
il

oupour I # @, m # & Ty est ~ Z(défini comme Ker 7), et ot les projections

T. — L;

3Dire que m = 0 'si et seulement si v = 0 ou 1, et qu’en dehors de ces cas les L; sont ~ Z
36NB. Saufsim =0



sont des isomorphismes. Dans le cas I # &, on appelle T’ le Z-module des orientations
de 7 (muni de la famille des (L;)) — on définit, si [ = @, (v = 0) mais g # 0 (donc
m# 1)
T, = H*mZ) ©!
———
Z—module libre de rang 1

[on établira plus loin une relation entre les deux définition de 77 ]. Ainsi mgy, est libre de
rang 2g + v — 1siv # 0,2gsiv = 0 (donc g est uniquement déterminé par 7 et
v = card ).

Notons que [si v # 0, et] sauf les cas “abéliens” g = 0, v = 1,2, les classes de
conjugaison des L; (i € I) sont distinctes, donc la structure 2 lacets de 7 peut se décrire
comme la donnée d’un ensemble de v classes de conjugaison de sous-groupes de ,i. De
plus, on voit que tout ¢ € 7 qui normalise un L; le centralise®” (c’est évident en tout
cas pour v > 2, car alors L; — 7, est injectif), ce qui implique que les L; d’'une méme
classe [L;] sont canoniquement isomorphes entre eux (ce qui donne un sens intrinséque
au terme [ [ L; dans la suite exacte plus haut, et a 'isomorphisme canonique 7, — Li;...

Si** un groupe X opére sur la structure 2 lacets (7, ([L;])) il opére sur le Z-module

inversible T, d’ot1 un caractére
X:X—=Z ={£1}

inversement, si I'on a un caractere x sur X donné d’avance, on parlera d’une action de X
sur (7, ([L;])) compatible avec x.
On a des variantes profinies (ou profinies premiéres a p, si p est premier donné...) —

mais il y a des maintenant 4 signaler deux points a vérifier dans ce cas ;3
Norm,(L;) = Centr,(L;) = L; dansle cas v = 1, sinon pas de probleme.

Centr(m) = 1 (cas anabéliens) plus généralement, le centralisateur de tout sous-

groupe discret ouvert de 7 est réduit a 1...

7yoir a partle cas v = 1: normalisateur du sous-groupe engendré par [ [, Yo, dans le groupe libre

engendré par les générateurs Tq, Yo
380n suppose dorénavant qu’on est dans le cas anabélien, ou du moins on exclut g = 0, v < 2
3Ce n’est démontré pour le moment dans ancun cas anabélien profini !
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§ 14. — DIGRESSION COHOMOLOGIQUE (SUR LE
“BOUCHAGE DE TROUS”)

Soit™ X un schéma localement noethérien, régulier de dimension 1, S un sous-schéma
fermé réduit discret tel que Vs € S, dimyS = 1 (donc S défini par une partie fermée dis-
cretede X), U = X'\ S. On veut expliciter par voie galoisienne les faisceaux d’ensembles
étales constructibles sur X tels que F'|U soit localement constant. Par le tapis d’Artin sur

les ouverts du topos, ils correspondent aux triples

(FU7F57QO>

ou Fy; est un faisceau constructible localement constant sur U, Fs un faisceau (néces-

sairement localement constant) et ¢ un homomorphisme
k.
FS ? .7*2* (FU)

(o :U — Xetj: S — X sontlesinclusions). Toute condition de constructibilité
été mis 4 part, un faisceau étale F' sur X correspond a un tel triple — on se restreint ici
aux I’ tels que Fy provienne du topos fondamental Byy, () de U...(il n’y a pas lieu de
supposer Iy a fibres finies pour ce qui suit).

SoitVs € S, O, un hensélisé de QX7S, Dy = Spec O, (“disqueen s7), DI = Dy —

{s} = Spec K (K corps des fractions de O,) (“disque épointé” en s), D = gD,

407] vaudrait peut étre mieux démarrer avec le cas purement topologique d’une surface...ct faire le lien

avec les groupes discrets.



D* = csD}. On aun diagramme commutatif

en on voit (par Artin) que ce diagramme permet d’exprimer les faisceaux érales de X
comme des systemes (Fy;, Fip, ) avec Fy faisceau étale sur U, F)p faisceau étale “essen-
tiellement localement constant” sur D [NB l'inclusion S — D définit une équivalence
entre la catégorie de ces faisceaux sur D, et celle des faisceaux étales sur S] et un homo-
morphisme de faisceaux

Fp — O'*p*FU

ou encore

o*(Fp) =% p*(Fy)

Or, si on se borne aux Fy; tels que Fyr soit lui-méme essentiellement localement con-
stant, alors les données Fy;, Fp, ¢ ne font intervenir que des faisceaux essentiellement
localement constants, i.e. des topos fondamentaux (multigaloisiens) associés aux sché-

mas envisagés, donc se décrivent entierement en termes des diagrammes

BH1D*
(%) / X
B, v Bm,p

— dailleurs le cas ot ¢ est un Zsomorphisme correspond justement au cas des faisceaux
localement essentiellement constant sur X, i.e. de faisceaux sur By, x — lequel topos
fondamental apparait donc comme somme amalgamée du diagramme de topos précé-

dent, s’insérant dans le carré

B, p-

B, v B, p

N
>,
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Supposons pour simplifier U connexe, choisissons un revétement universel U de U, etun
revétement universel D de chaque D — d’oli un revétement universel D; de D; — et
des isomorphismes (= “classes de chemins”) entre py(D}) et U — donc le diagramme de

topos (*) — ou des groupoides fondamentaux — s’explicite en termes d’un diagramme

(Gal(K;/K;))

E;

Pi T4

E

(m (U, U) = Auty (D)) Gal(k(s))

—

et la donnée d’'un F' comme envisagé sur X revient a4 la donnée d’un systeme
(Eu, (Ei)icr, (¢i)ier), ot Eyy est un E-ensemble, F; un I';-ensemble (Vi € 1), et ¢;

un Ej-homomorphisme de £; dans Eys (i.e. un I';-homomorphisme
vt By = B,
oum; = Ker(o;) s’insére dans la suite exacte
lom—E—->1T,—-1 )

Le cas ou les F; — Ejy sont des isomorphismes, i.e. £; s’identifiant tous a Ey, avec ac-
tion triviale de 7; sur B, correspond au cas o1 /' est essentiellement localement constant

sur X, d’ou aussitdt
m(X) = E = m1(U)/ sous-groupe invariant engendré par les p; (7;)

Notre propos est celui d’un calcul galoisien (si possible) de la cohomologie de X pour les
F envisagés.

Soit Bx 1 le topos dont les faisceaux sont les triples (Fy7, Fip, ) comme dessus, qui
s’envoie donc dans le topos Bry, x, correspondant aux couples pour lesquels ¢ est un

iSOInOfphiSHlC, et regoit le tOpOS Xét :
X —)f B _>g B
ét X,U I X

On se pose la question
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a) Calcul “explicite”, en termes de cohomologie des groupes profinis, de la coho-
mologie du topos abracadabra Bx ;. (NB. La cohomologie de By, x n’est autre

que la cohomologie galoisienne profinie de 7 (X) = FE/... calculée plus

haut...).
b) Vérifier si pour un faisceau de torsion F' sur Bx ;7 ’homomorphisme canonique
H*(Bxu, F) - H (X, f*F)
est un isomorphisme.

NB. Jusqu’a maintenant, 'hypothése dim X = 1 n’a pas servi, ni ’hypothese
noethérienne — seulement le fait que S soit partie fermée discrete, X connexe...Pour
les calculs qui suivent, correspondants du cas ot les O, sont des jauges a corps résiduels

k(s) de caractéristique 0, on va supposer que
7 > Z (non canoniquement)

— en fait, par la théorie Kummérienne on a un systeme de systemes locaux de Tate T
(sur E), T; (sur I';), et des Ej-isomorphismes T ~ T; (i.e. un T'x sur lequel opere

E = E\...) et on aura un isomorphisme canonique Kummérien

Kj
T, —— m

On aimerait pouvoir paraphraser, sur Bx 7, la suite exacte de cohomologie bien connue
— H(X,F)— H(U,F) - H (X, F) — ...

relative a 'ouvert U du topos X, et son “complémentaire” fermé S. Or, tout comme X

s’inseére dans un diagramme de topos

Dy
Uét D ét
X ét

— S
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de méme Bx ;7 s’insere dans

BH1D*

Bm,u B, p «—— Bmys,

N
>~

[NB. Les @ finies et les hgq quelconques dans Bx iy i.e. pour les (Fy, Fp, ¢),
se calculent “termes a termes”] Je dis que B,y — Bx y s’identifie 2 un morphisme

d’induction, relatif a I'objet (noté encore U par abus de notation) de Bx ;7 défini par
Iy = faisceau final ¢y, Fp = faisceau initial @ p

(et ¢ érant alors fixé !). En effet, les objets de Bx iy au dessus de U s’identifient aux
(Fu, Fp, ) avec Fp = @p (ce que fixe ¢ !) donc ils forment une catégorie équiva-
lente a celle des [y, i.e. a B, 7. On voit que le topos résiduel (s’identifiant a la catégorie
des F' = (Fy, Fip, ¢) tels que Fy = ey faisceau final, s’identifie de méme 2 la catégorie
Bir, p des fp — le foncteur canonique “ image inverse sur By, p de I'image directe sur
B, v” n’étant autre [que] 0, p”, de sorte que’on retrouve la description typique d’Artin
d’un topos déduit par “recollement” d’un ouvert et du fermé complémentaire.

On trouve dOHC une suite exacte
— Hi(BXJ], F) — Hi(BnlU, FU> — H?J(;u D)(BX,Ua F) — ...

s’envoyant dans la suite exacte analogue relative a X, U, S¢. (On n’a toujours pas
utilisé d’hypothese spéciale sur S...).

Pour vérifier que l'on a des isomorphismes au niveau des H'(Bxy, F) —
H' (X, F), il suffit par le lemme des cinq de le prouver au niveau des H'(Byy, ¢/, F') —
H' (U, F) [i.e. vérifions que la cohomologie de U, “se calcule galoisiennement”] e au
niveau des HY. Regardons d’abord ces derniers — on a

H% (Bx,u, F') = ensemble des sections de F' [i.e. des couples d’une section de F; et
d’une de Fp se correspondant par ¢, i.e. d’un élément x de Ey; invariant par £, et des
x; € E; invariants par les I';, tels que Vi 2 = ¢;(;)] tels que X = 0= [, (Ker(E; —
Ey))
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On constate que ce foncteur se factorise par le foncteur HY relatif 2 “I'inclusion”

analogue
BH1 D — B D,D*
remplagant TT7 U

et les Hfg sur Dx 7 se calculent comme ceux dans la situation locale Bp p« — ol on

trouve le calcul habituel*!

en termes de ’homomorphisme de groupes F; — I';. Mais
dans le cas actuel, Phypothese dim, X = 1 aux points de s € .S, implique la situation du
topos localisée D, — Dy est déja entierement définie en termes des topos fondamen-
taux i.e. le topos Bp p- est équivalente 2 D¢ — or les Hfg(Xét, F) se calculent bien sur

Dy....On trouve donc

Proposition* : L homomorphisme de suites exactes de cobomologie envisagé est un iso-
morphisme, pourvu que l'on sache que I’homomorphisme H'(E, Fz) — H'(Ug, Fyy) est
un isomorphisme pour tout 1 (Fy; faiscean étale sur Uy défini par un groupe F, sur lequel

E =7 (U) opere).

Exemple : OKsi U est une courbe affine sur k algébriquement clos F' premier a car
(car OK pour ¢ = 0,1, et pour i = 2 les deux [membres] sont nuls (la cohomologie
galoisienne, car le groupe fondamental premier a p est libre...) — d’ot on déduit le cas
analogue pour U affine sur £ quelconque, puis méme si U n’est pas affine mais simple-
ment quasi-projective ?

Nous nous intéressons maintenant au cas ot X projective (connexe) sur k al-

gébriquement clos, on voit donc que :

a) Si S = @ie. X = U, lacohomologie de U (a coefficients dans des systemes

locaux) est celle de 7. Donc on a un isomorphisme canonique
H%(r,T) ~ HY(X,T) (~2Z)

(avec [un] grain de sel en caractéristique p > 0)

#lque j’ai un peu oublié!
2Corollaire : Dans ce cas la cobomologie de X a coefficients dans un Fx localement constant se calcule
également ? Non, a cause du genre 0 !!' Dans le cas de courbes projectives lisses de genre # 0 il faut un

argument spécial.
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b) Si S # @, les Hi(U, —) se décrivent et calculent par voie galoisienne, en termes

de groupes a lacets, permettant de réconstituer la situation

BH1D*

N

B, v Bn,p (= topos discret défini par S = 1)

en notant que le composant By, pr nest autre que By, (avec les notations du
numéro précédent). On trouve alors des isomorphismes canoniques (par [calculs]

locaux)
ng (BU,Xa Lz) ~ Z i.e. ng (BU,X7 Z) ~ L;@_l

(sig #0)
H2 (Bu.x,Z) — H*(X,Z) ~ H*(7, Z)

d’ol1 en mettant ensemble, des isomorphismes canoniques
L; ~ H(n,2)%7!
d’ol1 en mettant ensemble®, des isomorphismes canoniques
L; ~ H*(n,2)%7!
On constate que les composés
T, = L; — H*(m,2)%7!

ne dépendent pas du choix de 4, de sorte que le module d’orientation 7 du groupe

profini 2 lacets 7 s’identifie au dunal de H(, 2) (sig #0).

. 14 . . N f T
Considérons maintenant un homomorphisme de groupes a lacets 7" — m, I, —

I associé & un isomorphisme T ~ T et une application degré d : I; — N (NB.
i'eI'\ 1) — f(L,) = (1)).

#Mais dans tous les cas (méme si ¢ = 0, du moment qu'on n’a pas v = 0) on trouve H? (B, 7, Z) ~
T® -1 canoniquement, d’ot1 une description cohomologique des modules des orientations, commune au

Cas sans trous et avec trous...
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On voudrait en déduire un diagramme de morphismes de topos

Bmuyr — Bx v — Bmyx

! | l

By —— Bxy — Bm,x

et un homomorphisme z7ace sur la cohomologie a supports propres de U’, U (définie en

termes de cohomologie sur Bx/ 17, Bx ¢ relativement) qui induise un isomorphisme
2 > 2 =
H! (U/7 Z) — H! <U7 Z)

qui soit justement (contragrédiant de) I'isomorphisme des modules d’orientations asso-

ciéaf..
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§ 14 bis. — OU ON REVIENT SUR LES MORPHISMES MIXTES

(Correspondants, dans le cadre topologique, aucasde f : (X', S") — (X, 5)* tels que
Ponait [f(X'\S) C X\ S,ie S D f71(S), mais] (S # f~(S), ie. ilyades
points de S qui sont envoyés dans U = X \ .5).

Dans le paradigme topossique et groupoidal, (X, .S) est décrit par un diagramme de

groupoides
Hp- — Iy (et & : Th,. =~ systéme local des 7y sur I1p-+)

ou de topos

BD* — BU

et un isomorphisme £ du systeme local des 71 sur Bp-, dans les systemes localement
constant 7', qui permet de définir (le topos discret) Bp (=~ By, p+) et le topos Bx v,

s’insérant dans le diagramme de topos

Bp-«
/ XJ
By Bp (topos discret ~ Bg)
X %
Bxu

)

44X X' T-orientés



ou ¢, 1 sont des morphismes d’inductions de sous-topos, ¢ ouvert 1) fermé, complé-

mentaire I'un de I'autre, et itou pour (X, S”), décrit par un diagramme analogue

BD’*

By Bp — B

Cecidit, on veut absolument, dans une descriptionde f : (X', S") = (X, S), que celle-

BX’,U’

ci permette de retrouver non seulement By — By (ce qui sera acquis par la donnée d’un
fr o7 — m), maisaussi By ;v — Bxp. Onaura S’ = Si(= f~1(5)) II S}, donc
D" = Dj I D eten fait f induit S} N (etnon S7 — S) qui doit s’expliciter, au

niveau des topos multigaloisiens, par un morphisme
BDi(Z Bsi) — BU

i.e. la donnée d’une famille de revétements universels de U, paramétrée par S7 = 11, ou

(siun te revétement universel est choisi, U étant connexe, d’ottun m = Aut(U)) par une

famille de torseurs sous 7, ( Py ) /¢ 1;- Ceci étant posé, on pourra décrire, en termes de

BD(’)* —_— BU’

etde
BD’I* — BD/1 — BU

’homomorphisme de topos By ;v — Bx p™®

— Je passe sur le détail de la description.

Quand on se donne un groupe d’opérateurs I sur la situation (X', S") — (X, 5)
donc sur la situation groupoidale ou topossique, il faut en tenir compte dans la descrip-

tion ci-dessus.

411 semble qu’on soit en train de faire la description des morphismes de topos Bx/ ;v — Bx y qui
induisent U" — U et qui sur Di* (= D"*|y), se factorisent par D}* — Dj...
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Ainsi I, dans I7 sera stable par I, et le morphisme B p; — By doit étre stable par I'.
Ce qui signifie aussi, sans doute, qu’on a un morphisme de topos de Bp; 5 = By x dans
By,r. Choisissant pour toute orbite de I" dans /] un représentant s" € I7, et considérant
son stabilisateur Iy C T', il faut donc pour toute telle orbite i.e. tout ¢’ se donnerun I'y
objet de la catégorie des revétements universels de (U, I).

Décrivant (U, I') en termes d’une extension £ de ¥ C I par 7 (en choisissant un
revétement universel U de U ), ladonnée de Br , — Bx iy compatible avec tout revient
sauferreur ala donnée d’un torseur P a droite sous 7 (permettant de tordre le revétement
universel de référence U de U ,al’aide de P don aussi de tordre E par P), et d’un scindage
de E¥ — T'audessusde I'y...)

Un automorphisme d’un tel couple (P, Ty —— E’) correspond 2 un a € 7 qui

centralise Iy, i.e. qui soit fixé par Iy, opérant sur 7.
k2 K

s = (1), Pobjet

(P,q : T's;, — E7) est défini a isomorphisme unique prés par la classe d’isomorphie

Siles I'y; operent assez fortement sur 7 pour que I'on sache que 7
3

(classe de scindage de £ sur I'y;). Il me semble probable que ceci soit toujours le cas
dans le cas arithmeétique, ot 'y, est un sous-groupe ouvert du groupe de Galois I" (dont
I'opération extérieure est alors draconienne !).

Ceci va en direction de la conjecture qu’une classe de scindage de £’ sur I est “aussi
bonne” qu’un point rationnel de U sur K — et permet de paradigmer ce qu’un tel point

rationnel permettrait d’obtenir...
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§ 15. — RETOUR SUR LE CAS TOPOLOGIQUE

Structure des I'-orbites critiques en termes d’extensions...

Soit I un groupe fini opérant sur un groupe 2 lacets m — supposons que ceci provienne
d’une situation topologique, I opérant sur (X, S). Il y a des points a vérifier (cas an-

abélien).

a) Opération de I triviale <= I" —— Autext(m).

trivial

en d’autres termes : un automorphisme d’ordre fini de (S, X) ne peut étre isotope a
Iidentité (ou méme seulement homotope, cela revient au méme d’ailleurs) que si il est
trivial.

C’est méme connu en Géométrie Algébrique “abstraite” du moment qu’on admet
que u conserve une structure complexe — il en est justement ainsi si on admet qu’il n’y
a pas de sauvagerie...Sans doute toute action d’un groupe fini I laisse [une] structure
conforme invariante, et méme si on restreint 3 I° = ker(I' = {=£1}), laisse [une]
structure complexe invariante.

Supposons dorénavant que I opere fidelement, I" # 1, le choix d’une structure com-
plexesur Y = X /T'° en définit une sur X * stable par I'> — et une structure conforme
stable par I si on choisit celle de Y invariée par ’élément non trivial de I'/T° (s’il y en a

un)*’.

#(N. B.T'/T'° opere encore sur X /T'°, en faitsiI" # I'°ie. I'/T° ~ {+1}, X /T° est muni d’une
“structure de courbe algébrique réelle”...)
#/(cela marche chaque fois qu’on a un revétement ramifié de surface conforme).



Toutz € U' définit une classe de -conjugaison de scindages de ’extension F' de I'
par 7, comme on voit en prenant & comme point base*®.

Notons que si I' # 1 (i.e. I' n’est pas réduit a I'identité et une anti-involution).
UT est un ensemble fini — on trouve une application U — ensemble des classes de 7-
conjugaison de scindages de £ — T', i.e. ensemble des relevements de I' — Autext 7 ou
I' — Aut(7) modulo 7-conjugaison.

Question. — (SiT'° # {1}) cette application est-elle bijective ?

[Sil° = {1},['/T° ~ {£1}, alors X" est ’ensemble des points réels d’une courbe
algébrique réelle et U = XT— — — STestle complémentaire d’une partie finie dedans,
ona:

mo(X' — — — SV) — 7 — classe de scindages de E sur T

et la question analogue de bijectivité se pose, pour I'extension de &1 par 7...]

Pour l'injectivité de I'application dans le cas I'* # {1}, on peut supposer I' = I'® =~
Z/pZ, avec p premier, i.e. I" engendré par un automorphisme complexe u d’ordre p, qui
définit (si z,y € U, 2 # y) un automorphisme d’ordre p dans 7 (U, z), u, donc une
classe de m-conjugaison d’automorphisme de 7 d’ordre p, et de méme un automorphisme
w, de 71 (U, y). Il faut prouver que u,, 1, ne sont pas conjugués sur 7.

Soient U un espace topologique connexe par arcs, I" un groupe fini opérant sur U,

U un revétement universel de U, d’ot1 un groupe extension
1 p
l>m7n—F—I1—>1

opérant fidelement sur U (7 = Auty (U ~ 71(U))...). Pour tout point fixe z € U, T’
opere sur le revétement universel ponctué sur z, soir 12, en laissant fixe le point marqué

Z dans R, au-dessus de z, d’ot1 un scindage de I'extension relative

. Pz
. ix | —
1 7 7T$ 7 EZ‘ — F —> 1

x
et pour tout isomorphisme ¢ (“chemin”) : R, =~ U, induisant un isomorphisme
d’extension £, ~ F (défini de mani¢re compatible avec 'automorphisme intérieur in-

. . p

duit par un o € 7...) on trouve par transport de structure un scindage 0, ; de £ — I’

(qui, pour [ variable, est défini & automorphisme intérieur prés par un o € 7).

B(N.B. U' # @ implique que I est cyclique).
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On trouve ainsi une application (*)

classes de m — conjugaison des scindages de I’extension /¥ de I par 7
o' —— (= classes de m — conjugaison de sous-groupes I de £/

[images de sections])

L’image de cette application est donc formée des classes de conjugaison de sous-
groupes sections IV C E tels que I # @, et pour un tel I, Pensemble des z € U r
qui donnent comme image cette classe de conjugaison est 'image de U" dans U*’.

Enfin, si x est dans cette image, I'ensemble U Mdesi € U™ au-dessus de z (# D par

\ /., .~ / .
hypothése sur ) est un torseur sous 7 i.e.siZ € (U'),, etsiaw € m, alors
- ~1 ’
af e U" = acr’
(vérification triviale, comme dans toutes les assertions précédentes).

a) (*) est une bijection, et pour tout sous-groupe I' de F section de 'extension, on a

o = {1}
b) pour tout I" comme dans a), [V opérant sur U a un point fixe et un seul.
Ceci posé, prouvons le

Lemme fondamental. — Soit I un groupe fini, operant fidélement sur un espace D ~
R?, soit T° le sous-groupe de T (d’indice 1 ou 2) formé des g € T tels que gp conserve
lorientation, et supposons I'° # {1} (i.e. T n'est réduit ni au groupe unité, ni an groupe

{1, 0}, 0t 0 est une anti-involution de D). Alors
a) T admet un point fixe et un seul dans D i.c. card D = 1.
b) T'° est cyclique, et si1' # 1'°. T est un groupe diédral.

Plus précisément, il existe un homéomorphisme D =~ C tel que le groupe

d’homéomorphismes de C transformé de I" soit : soit le groupe des homothéties par

= o~ ~
®(N.B. U, étant identifié a Isomy (R, U), UL s’identifie 3 Isomy 1 (Ry, U). Les deux isomor-
phismes qui commutent  P'action de I', et 7 = (1) signifie donc que cet isomorphisme est unique

en terme de la classe de conjugaison des sections de [?])
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n(C) (sil' = I'* d’ordre n), soit le groupe diédral associé
2= E1(2) (€ € un(C),e = £1)

ou 7 est la conjugaison complexe.

Démonstration du lemme fondamental.

a) Supposons d’abord qu’on puisse trouver une structure C? sur D invariante par I’
alors un argument standard montre qu’il existe une structure conforme invariante

par I, or le théoreme fondamental de la représentation conforme montre qu’alors
oubien D ~ intérieur A du disque unité ou du demi-plan de Poincaré

ou bien D ~ C (isomorphisme conforme).

Dans le premier cas, les groupes des automorphismes conformes est

b
~ SI(2,R)" = {u € SI(2,R)/detu = £1}(u = ¢ p ) opérant par 0, 79" ot 7
c

. . _ az+b . . . ,
est la conjugaison complexe et 0, (2) = =7 en laissant stable le demi plan de Poincaré,
et tout sous-groupe compact est contenu dans un conjugué du sus-groupe compact max-
imal qui (en repassant au disque unité A) s’identifie au groupe O(2, R) des transforma-

tions du disque unité de la forme
zxtt £eU={eC/l{ =1}

e e {1}
T estla conjugaison complexe.

Tout sous-groupe fini de ce groupe est de 'un des types explicités plus haut.

On gagne, en utilisant un homéomorphisme [0, 1[— [0, +00[ pour définir un
homéomorphisme D ~ C commutant a 'action de G = O(2,R).

Danslecas D ~ C, on voit que le groupe des endomorphismes conformes de C estle
groupe des transformations az + b ou az + b, dans lequel un sous-groupe compact max-
imal est le méme groupe O(2, R) que tantdt — et tout sous-groupe compact (2 fortiori
tout sous-groupe fini) est contenu dans un conjugué de celui-ci.

On gagne encore.
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Le reste du travail consiste essentiellement 4 montrer que I’hypothese de non-
sauvagerie est toujours satisfaite, du moins pour I'°. Supposons d’abord I" = I"°.

On suppose que tout est prouvé pour les ordres < card I'.
b) I' admet un point fixe ot D" # @.

Sinon, les sous-groupes des orbites £ des x € D étant d’ordre < card I, par hypothese de
récurrence les I';, ont la structure dite dans le théoréme, donc D' = U est une surface
topologique et D — U est un revétement ramifié ; choisissons une structure conforme
sur U, il y a une unique structure conforme sur D telle que D — U soit “conforme”
(holomorphe ou antiholomorphe), celle-ci est invariante par I et, d’apres a), ' admet un

point fixe, contradiction.

c) I' n’admet pas d’autre point fixe que 0. On fait opérer I' fidelement sur D* =
D\ {0} etil faut prouver que D*!' = &.

Soitdonc € D*''. On va alors aboutir & une contradiction. Considérons le revéte-
ment universel D* de D* ponctué en , donc I opere sur D* avec point fixe Z au-dessus
dex. Icim = m(D*) ~ Z, et I y opere trivialement (car I' = I'°) donc I" X Z opere sur
D~

On peut supposer D = C,0 = 0,z = 1, D* = C*,l~)* =C, 7 = 0,[3* =D
donné par exp (2i72), et Z opérant sur C par 6,2 = z +n (n € Z).

I reste a prouver que si un groupe fini I" opere sur C en commutant a I'action de Z
sur C, eten laissant fixe le point 0, alors I opere trivialement (ce qui contredit ’hypothese
de fidélité de opération).

On est ramené au

Lemme. — Soit w un homéomorphisme d ordre fini de C commutant a z — z + let

laissant invariant origine, alors u ~ id.

On peut supposer qu’il existe un nombre premier p tel que ©? = id, i.e. que u
correspond 4 une opération de I' = Z/pZ sur C. Tous les points de Z C C sont fixe par
I'. Passanta C ~ S2, on trouve que oo est un point d’accumulation des points fixes sous
I'. Si I' n’opérait pas trivialement, ce serait décidément tres sauvage ! On doit pouvoir

terminer par la suite spectrale d’Adams...je n’entre pas dans ces dédales...
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d) Lapartie purement topologique étant ainsi supposée prouvée, on en conclut aussi,
sil' # I°,T° # {1}, comme D' est invariant sous I, comme D" est réduit 2
un point, celui-ci est invariant sous I tout entier, pas seulement I'°. D’autre part,
on en sait assez maintenant pour savoir que si I" groupe fini opere sur une surface
compacte U, les I';, (x € U) respectant l'orientation, alors U \ I' ~ V est un
surface U — V' = U \ T est un revétement ramifié, choisissons une structure
conforme sur V, on trouve par image inverse une structure conforme sur U in-
variante par I. Pour le cas U = D, on termine par a) pour le complément du

lemme fondamental.

[Mais pour bien faire, il faudrait prouver qu’il existe toujours une structure conforme
invariante si I" est un groupe fini opérant sur une surface compacte - donc U \ I' est une
surface a bord...Ici ce qui manque, c’est 'analyse de ’action d’une anti-involution d’une
surface au voisinage d’un point fixe...]**

Conséquence du lemme fondamental :

Théoreme. — Soit U une surface topologigue paracompacte O-connexe, I' un groupe
fini opérant fidelement sur U, on suppose U non compacte (1.e. U non homéomorphe a S*
ni au plan projectif reel) on suppose que de plus si U est orientable, le sous-groupe I'° de I'
des g € I gqui conservent une orientation soit # {1} [donc T n'est ni réduit 4 1, ni a 1 et
une anti-involution], et si U non orientable, que I # {1} i.e. card ' > 3.

Ceci posé considérons Uextension E de U par m = 71 (U), et lapplication
U — dasses de T — conjugaison des scindagesde E — T
on a cect :
a) Cette application est bijective

b) Pour tout sous-groupe section 1’ C Eonarn’ = {1}

507] faudrait prouver que si T est un anti-automorphisme involutif de D, alors il existe un isomorphisme
D =~ Ctel que 7 devienne z — Z (donc D7 =~ R!) ce qui doit permettre de prouver, siI' = Z/2Z opere
par anti-automorphisme sur U ([orientable U # S?]) que mo(U") — classes de m-conjugaison de sections
de E sur I est bijectif.
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¢) SiU" # @, ie. il existe un scindage, alors U est cyclique ou diédral (et dans le cas

U onvert, I'° est cycligue)**.

Corollaire. — Supposons U orientée, U conservant orientation. Soit U' L'ensemble de
x € U tels que Uy # {1} (qui est donc une partie discréte dans U). A tout x € U,
associons la classe de T-conjugaison des sous-groupes de E (sections partielles de F sur 1)
qui corvespond a cet v € UT+'.

Alors

a) les sections partielles ainsi obtenues sont maximales parmi celles gui sont # {1}.

b) Lapplication de U* vers une des classes de w-conjugaison des sections partielles # (1)

maximales est bz]'ectz’vesz.

¢) pour toutes telles sections partielles, on a 7 = {1}, i.e. les automorphismes du
revétement universel Ry, de U qui commutent a laction de Iy, sont triviaux. 11 y
a un isomorphisme unigue commutant a laction 1y, entre ce torseur et le torseur

déduit de U en tordant parle w-torseur Py, de 1" dans la classe [T']...

Prouvons a). Soit " C E section partielle sur I', déduite de x € U". Soit I D I, un
autre sous-groupe tel que I N 7w = {1} ie. I < I'. Soit Iy D T, son image dans I".
Par le théoréme précédent, il est défini par un unique y € U™, et il est clair que cet y ne
change pas si on remplace I'action de I'y sur U par 'action d’un groupe plus petit # {1}
(et la section induite) tel I';, donc [?] I'y fixe & donc (par définition de I';) I'y = T';
donc I =T".

b) Soient z, y donnant méme image [I"], [['"], donc I'; = Ty, soit I'y, etappliquant
le théoreme a I'y opérant sur U, on trouve = y. Soit d’autre part I'{ une section
partielle # 1 maximale, I'y C I, son image ; par le théoréme appliqué a I'action de I'y
surU,3x € Utelquex € Uloie I') € T'y et que [I'(] soit défini par z, mais si [I”]
est défini par x pour 'action de I';, tout entier, on aura [I'j] C [[], donc par le caractere

maximal de [I'}], on aura [[')] = [I''], ce qui prouve b). D’autre part c) est clair.

SIN.B. Les hypotheses sur U assurant que U =~ D, et celles sur I' que I" opérant sur D satisfait aux

hypotheses du lemme fondamental.
52(N.B. Cette application commute aux actions naturelles de I' !).
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Revenons maintenantau casou U = X \ S, X surface T-orientée compacte avec S
partie finie, anabélienne. Donc on a une description “pleinement fide¢le” de U par un 7
avec structure 2 lacets, et on voudrait se convaincre que 'opération extérieure d’un I sur
7, quand I" conserve orientation (pour simplifier) est également suffisante pour décrire
pleinement 'objet (M, I') dans le catégorie isotopique qui convient.

On récupere déja une description de U' en terme de action de 7, soit J(~ U")
Pensemble des classes de m-conjugaison de sections partielles (# 1) maximales de £ sur
I'. Pour tout j € J, j est un m-torseur comme classe de 7-conjugaison de sections [que
ce soit un m-torseur résulte de 77" = {1}]. En fait I'ensemble de toutes ces sections
partielles maximales (# 1) est de facon naturelle un E-ensemble (par conjugaison) sur
lequel 7 opere librement et cet E-ensemble s’identifie canoniquement a U o = U pour
la structure de E-ensemble.

Soit ' = SUULU = X\ 9,1l s'impose d’essayer de reconstituer (en terme
de 'extension F de I par le groupe a lacets 7) le groupe extérieur a lacets correspon-
dant 2 X', S’ i.e. 2 U’ et Paction extérieure de I sur celui-ci. Mais il faudrait d’abord
sassurer du caractére intrinséque de la définition de J(~ U') comme I'-ensemble, en
terme du groupe extérieur , et de I'action extérieure de I" dessus. (Ceci est assez évident
d’ailleurs : en termes justement de classes de m-conjugaison de relevements partiels de
I' — Autexty, () (vers Auty,c(7))). On aimerait cependant aussi une description in-
trinseque de Uy, en un paradigme pour application de -espace : U' — U ; on doit

donc décrire un morphisme de topos avec opération de I' dessus
14
B, — Bg

qui correspond donc 4 un foncteur “image inverse” v* (compatible avec I'action de I')

Bg Y > B
7 — ensemble Ensemble sur J

Ce n’est autre que le produit contracté sur m avec 'ensemble des sections partielles # 1
invariantes de F sur I
Revenons ‘Textension £ de I par 7 provenant d’une situation géométrique (laquelle

extension dans le cas anabélien est définie déja en terme d’une opération extérieure de I'

84



sur 7) on voit que celle-ci satisfait des conditions supplémentaires draconiennes. (Pour
les formules, on va supposer 'action de I' fidele).

Tout-sous-groupe " C E'tel que I" N m = {1} (“sections partielles”) est cyclique
(sil' = I'?) ou diédral, et 'ensemble des classes de m-conjugaison de tels sous-groupes est
fini. Tout sous-groupe section I'" # 1 est contenu dans un unique sous-groupe section
maximal. (On I’a établi tout au moins dans le cas I' = 1'°, il faudrait revenir sur le cas
général, je pense que cela reste vrai tel quel, a vérifier...)

De plus on vit apparaitre une structure supplémentaire sur le groupe E [qui dans le

cas anabélien s’identifie & un sous-groupe de Aut(7)], a savoir une application
i : {élément u d’ordre finide £} — T ® Q/Z

obtenuen notantquesiu € Festd’ordre finind’otZ/nZ — iE,onalmiNm = {1}
(7 n’a pas d’élément de torsion) donc Z/nZ — I' d’ot1 un sous-groupe I'y C T (i.e.
'image a le méme ordre n) et le relevement I'y — E définitunz € U liet Uy opérant
sur U en laissant fixe n correspond donc au voisinage de n 4 un “multiplicateur”, qui
(pour une orientation locale choisie) est une racine primitive 7™ de 1 i.e. un élémentde
Z/nZ et qui pour l'orientation changeante s’interprete intrinsequement comme élément
deT®Z/nZ C T ®QJZ%.

L’application p satisfait les conditions évidentes :

plova™) = p(u) si a€emw

p(u™) =nu(u) si neZ

J’ignore si cette application i peut se définir intrinsequement en terme de I'extension ou
siau contraire il peut exister deux extensions £, E’ de I par 7, définies par des situations
géométriques de I" opérant sur U et U’ et un isomorphisme d’extension F, E’ qui ne soit
compatible avec les fonctions /1, 1¢'. Le cas non trivial le plus simple a regarder est le cas
abélien (ot m ~ Z (card I = 2) oun ~ Z? (I = &)). Dans le premier cas 7 = Z, on
doit avoir (pour avoir une action fidele de I' = I'°),

I'° cyclique, &' ~ Z,iln’y a pas d’éléments d’ordre fini dans F sauf 1 donc la question

ne s posc pas.

>3Pour un u d’ordre fini de E, on doit avoir, siu ¢ E°, que u est d’ordre 2 exactement (...) [?].
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Lecas m ~ Z? est plus intéressant ; si 7 est un Z-module libre de rang n, on aune
suite exacte

0—-7m—=71QRzR— Xo(m) =0

etsiI" opere sur 7, la suite exacte de cohomologie donne :

(compte tenu de H(T', 7 ®z R) = 0 pour i > 0)

H2(T, ) ‘ ~ HY(T, Xo())

classes de X () torseur
classes d’extension avec opération de I' dessus compatible avec;

son action sur Xy ()

donc la donnée d’une extension E de I' par 7 revient essentiellement a celle d’un I'-
Xo(m)-torseur X (n-tore inhomogene intrinseque sur lequel I' opere - donc il opere sur
son groupe des translations Xy, donc sur 7 = 71(Xp, 0)...). S’il était vrai pourn = 1
que toute opération de I sur une surface torique (=~ S’ x S’) est isomorphe a une telle
action standard, alors le caractere intrinseéque de 'application 41 dans ce cas serait établi -
ce qui ne rendrait pas inintéressant pour autant le calcul de j1, qui prend ses valeurs dans
T ®Q/ZouiciT ~ Aix (dim 2 dans H?(7r, Z) ~ A*H?(7r,Z) = 7).

La question revient a ceci : on a une extension sczzdée d’un groupe cyclique Z/nZ de
générateur u par 7 (décrite entierement par un automorphisme ¢ de 7 tel que " = id,),
décrire en termes de ceci un élémentde 7' ® Z/Z.

Réponse : la situation géométrique standard correspond 3 X = X(), avec 0
comme point fixe sous I'. Si on renverse Iorientation il est d’ordre 1 ou 2, il n’y a pas
de probléme, sinon c’est dans ™ ®z R une rotation autour de 0 (d’ordre 2, 3, 4 ou 6) qui
se repere bien par un élément de T" ® Z/VZ (si v est ordre). C’est aussi (si on identifie
T ®Z/vZ3apu,(C*)),enposant T +— Z donnéi.e. worientéi.e. Xo(m) = X orienté)
une de deux valeurs propres de © ® C (automorphisme du vectoriel sur C de dimension
2 ®Z C)

Ceci nous montre, dans ce cas de la géométrie algébrique sur un corps algébrique-
ment clos €2, que si X = X est une courbe elliptique, © un automorphisme d’ordre

fini, on a comme description paradigmatique non sexlement m = (X, 0) (Z-module
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libre de rang 2) et action de w sur 7, mais comme structure supplémentaire 'une des

deux solutions dans {2 de ’équation caractéristique de u (a coefficients entiers)
T* +aT +b=0 (a=—Tru,b=detu)

Il est clair que cette structure supplémentaire ne peut se déduire de la seule connaissance
de P’action de w sur 7.

Mais il reste la question si ce p1(u) € pi,(€2) peut se déduire de la connaissance au
moins del’action extérieure de u surle groupe “avec un lacet” correspondant ala situation
géométrique — i.e. un automorphisme extérieur d’ordre n d’un tel groupe>*

(Ousilaencoreil fautla considérer décidément comme une donnée supplémentaire).

Mais s’il en était bien ainsi, cela impliquerait d’autre part que la construction de u
appartenant au groupe a (1) lacet(s), avec 'opération de I" dessus ne peut se faire non
plus a I'aide de la seule connaissance de I'action de I'(= Z/nZ) sur 7.

Cest cette question de “forage de trous” qu'’il faut donc en fin de compte, 4 la fin du
fin, attaquer !

Quand 2 la question de savoir si dans le cas anabélien, Papplication i1 @ E —
T ® Q/Z (- E : ensemble des éléments d’ordre fini de ) est déduisible de 'action de
I" sur 7 [si elle est fidele, E s’identifie donc 4 un sous-groupe de Autexty, (m) = A, et
on peut se demander si 1 n’est pas alors définissable sur o, £ tout entier], ou si c’est une
donné supplémentaire dont il faut disposer pour reconstruire la situation géométrique.

La question reste entiere’’

Qui il le peut grice  la considération des “sous-groupes de ramification” de E qui définissent des
structures d’extensions

n; idr

12T ——= E/(~=T)—>T;—>1

doul; ~T/n;T..
>>N.B. Cela semble bien ainsi, compte tenu que pour I' 7ésolubie (a fortiori pour I cyclique) sauf erreur,

on sait que toute action de I sur 7 se réalise géométriquement.
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§ 16. — BOUCHAGE ET FORAGE DE TROUS : PRELIMINAIRES
TOPOLOGIQUES GENERAUX

Considérons une situation®

BD* — BU

Je m’apercois qu’il me fut revenir sur les notations des divers topos associes a une telle
donnée. Mais je vais me guider sur la situation des n°...ot1 on a un schéma régulier X de
dimension 1, un sous-schéma fermé S de dimension 0, ot U = X \ S — dans ce cas
X ne peut se reconstituer 2 partir des Bp« comme By avec I = my(Bp-), il faut tenir
compte des corps résiduels k(s) (s € S) i.e. des groupes de Galois Gal(k(s)/k(s)).

Doncilyalieu de revenir a une situation de départ (qui est adaptée au cas arithmético-

géométrique) de morphismes de topos multigaloisiens

Bp-
(*) / \
By B

(attention, on écrit Bg, non Bp, qui aura un autre sens), oz 0 induit un isomorphisme sur
les Ty (et est surjectif sur les Hom).
Pour l'instant, on ne va faire aucune hypothese particuliere sur cette situation, qui

pour Byy connexe, et en termes des choix (de revétements universels D} des composantes

5¢(N.B. Une telle situation topossique (de topos multigaloisiens) décrit 2-fidélement la situation
topologique (X, S) ouU, pourvu qu’aucune composante irréductible de U ne soit ~ S?, et du fait qu’elle
reste trés proche du langage et de P'intuition topologique, elle est supérieure au point de vue “groupe a

lacets”, qui correspond plutét a Papproche calculatoire.)



connexes D de D*, d’un revétement universel UdeU , et d’isomorphismes entre les
,01(15;" ) et U s’explicite par la donné des groupes E (ou ) (= Aut((? )) et E; (ou m;
(= Aut(ﬁl’-‘ )), L'i(i € 1)), et des homomorphismes de groupes

E;
N
E I

avec les o; surjectifs (quand il y a un corps de base K pour la situation géométrique alors
dans la description toposique, posons e = Spec K et désignons par I, le topos étale e

dee,ie Brsil' = Gal(K/K), le diagramme (*) s’insére dans

Bp-

By B

/N
N A

Be

avec donnée de commutativité pour le carré envisagé... Comme au début de ces notes).

En termes de (*), on construit par “recollement” de By; et de Bg (viale foncteur de rec-
ollement o, p*) un topos mixte, qui n’est pas en général multigaloisien, noté précédem-
mentBx 1, et que je préfere maintenant noté By g [pour rappeler qu’il s’agit de faisceaux
sur X, mais n’ayant de singularités que sur S].

Il s’insere dans un diagramme de topos

Bp-

By B

ax

(__
Be

AN\
N/

avec une fleche “de commutation” aex qui n’est telle que par abus de langage — ce n’est

pas un isomorphisme mais un morphisme de foncteurs sans plus

O-*'QZ)* & p*(p*
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De la méme fagon, recollant D* et S via o, (i.e. remplagant By par Bp- dans la
construction précédente de Bx 5), on trouve un topos, pas multigaloisien en général,
noté Bp g. Dans le modele géométrique avec un X, S comme dessus, Bx correspond
aux faisceaux sur X qui sont essentiellement localement constants sur U (et sur .S, ou
ils n’ont pas de mérite) i.e. sur U provenant de 'image inverse par U U — By d’un
faisceau sur By ;7 et de méme Bp g correspond aux faisceaux sur D = II; Spec(O; =
hensélisé¢ de O ) qui sont localement constants sur D* = D\ S (et sur S, sans mérite

') mais avec ’hypothese de dimension faite on a en fait
BD,S ~ Dg

(D; n’a que 2 points, D} = {n;}...).
Ainsi Bp g (~ D¢ quand on part de X, S) s’inseére dans un triangle de morphisme
de

Bp-
AN

Bp- B

V

ou ap, comme x ci-dessus, n’est qu’un vulgaire homomorphisme (pas isomorphisme

¥D
Bp,s

)

en général)”’.
Quand on parle du morphisme canonique de Bp dans Bp s c’estde ¢ p (etnon po)
quoOil s’agit — dans le cas géométrique on a Bp- ~ D, et ¢p correspond a I'inclusion

de schémas

D*>D\S—D

etp : Bs = Bp g alinclusion de schémas S — D alors que 0 ni 1)po ne correspon-

dent en général a des morphismes de schémas.

57(N.B. dans le cas géométrique, les trois topos de ce diagramme sont des topos étales (D}, De, Se) et

les fleches ¢ p et ¥p correspondent 4 des morphismes de topos, mais non o).
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On obtient ainsi un diagramme de topos

By

e

Bpe ———— Bpys

)

By

e

By ———— Bxs

(Attention le triangle n’est pas essentiellement commutatif mais on a une pseudo-

commutativité...)

ot les trois topos soulignés B;;, Bg, et B . sont multigaloisiens, et Bp g et Bx g sont

composites (obtenus par recollement de deux topos multigaloisiens).

Sauf erreur les deux carrés sont [non seulement essentiellement commutatifs, mais

aussi] 2-cartésiens (dans la 2-catégorie des topos).

Passant aux Byy, ? des topos envisagés (correspondant aux objets localement con-
stants sur ce topos) on trouve un topos Bx = B, g, ; comme somme amalgamée de

topos dans le diagramme

Bp-
By Bg
\ ~ /
Bx
(ce carré est bel et bien essentiellement commutatif) et de méme (en remplcant By par

Bp+)un Bp, qui est cependant (par Bg — Bp) isomorphe (plutdt équivalent) a Bg. Le
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diagramme (**) devient alors

B, — > Bp

(5 % %)

By ——— Bx

ou cette fois-ci le triangle supérieur est bien essentiellement surjectif (c’est bien comme ¢a
que 'on a défini o, dans le cas géométrique !) et on a un morphisme de (**) dans (***), qui
par les fleches qui sont par essence des identités [a] savoir Bp ¢ — BpetBx ¢ — Bx, ont
une nette tendance a étre “acyclique” ou 2 induire des isomorphismes sur la cohomologie
(il faudrait vérifier ce point). Enfin, dans le cas géométrique, on a un diagramme analogue

de morphismes de topos étales

Se
D, = Dq

(% * )

Sét

e

U ¢ X

(triangle supérieur pas essentiellement commutatif)

ou toutes les fleches sauf D}, — S sont induites par des morphismes de topos,
le (****) s’insere dans le diagramme homologue (**), en induisant des isomorphismes de
topos pour D*, D, S'et, pour Ug — By et X¢e — X, induisant des morphismes qui ont
moins tendance a étre acyclique, mais qui le sont quand méme dans des cas importants,

rappelés dans une section antérieure...
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***)

Les constructions de (**) et (***) en termes du diagramme de départ

B+

YN

By B

sont purement formelles, et indépendantes de toutes hypotheses. La construction d’un
B x multigaloisien, comme somme amalgamée, peut étre interprété comme la traduction

(au niveau des groupoides fondamentaux) d’une opération de “bouchage de trous”.

Dans le contexte calculatoire (avec choix de U , (71', o1 ([72) ~ U ) avec

E;
V x
m Fz

posant X = imagede U pari! (i : By — By x), By est décrit en termes de ce U
comme le classifiant B, x, ot mx = 71 (X, X) se calcule comme quotient de 7 par le

sous-groupe invariant engendré par les p;(L;), ou L; = kero; D E;.

Si on se donne une sommande directe B D; dans Bp« (correspondant a une partie
de Iy de I = m(Bp-)) on trouve de méme une somme amalgamée de By et de Bg,,
sous Bp: notée Byus, quise visualise comme un bouchage partiel de trous, interprété au
niveau des groupoides fondamentaux. Dans le cas géométrique, si on pose I = I I I3,

ie. S = Sy II Sy, on peut interpréter ce topos comme B, r,, o0 U = X \ 5.

Bien stir, on a un homomorphisme de diagrammes cartésiens de topos relatifs a
By Bs,

celui relatif 2 Bp+ s’envoyant dans By, et Bg.
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Buus, > Buus

et d’autre part on a un composé
B D — BU — BU1
qui avec Bp, — Bg,, donne un diagramme de topos

VRN

B, Bs,

du méme type qu’au début, qu’on peut utiliser pour construire encore une somme amal-
gamée. Etil est évident que celle-ci est canoniquement équivalente 3 Bx, la somme amal-
gamée correspondant a cette situation du départ...

Toutes ces opérations sont essentiellement triviales et sans mystere, et indépendantes
de toutes hypotheses spéciales du type “groupe a lacets”. Un intérét particulier s’attache
au cas ol Bg est un topos discret : e s’identifie By ot I = my(Bp-+) de sorte qu’on part

simplement d’un morphisme de topos multigaloisiens
Bp- — By

mais ot de plus on a un groupe I' (discret, disons ou profini dans le contexte arithmé-
tique) qui opére sur Bp-«, By ; le morphisme précédent commutant a Paction de I'.

Notons que la donnée d’une action de I" sur un topos B permet de construire un
topos (B, I'), et un morphisme (B,I") — Br (topos classifiant de I') Z.e. un I'-torseur
dans (B, I') et B s’identifie au topos induit par X = (B /I') sur ce I torseur.
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Inversement, la donnée d’un topos X et d’un I'-torseur U dans X et d’un isomor-
phisme de B avec le topos induit X /U (identifié¢ 2 U, ou 2 B) permet de récupérer des
opérations de I" sur B, via les opérations sur U. Donc la donnée d’une opération de I sur
un topos B revient a celle de la donnée de B comme revétement galoisien de groupe I'
d’un autre topos (essentiellement unique, noté alors (B, I')...). Ainsi, faire opérer I sur
Bp+ — By, c’est la méme chose que d’insérer cette fleche dans un diagramme commu-

tatif
Bps — By

! !

Bpr ——— Byr

ot les fleches verticales sont I'-galoisiennes, et le carré est 2-cartésien, ou encore (indépen-
damment de la donné préalable de Bp-, Byy) c’est se donner un triangle essentiellement

commutatif de morphismes de topos

Bpr Byr

~No

Br

Si I" opere sur un topos multigaloisien, on veut que (B, I") soit aussi multigaloisien, et
la situation d’un topos multigaloisien By et d’une opération de I' dessus revient a celle
d’un topos multigaloisien By r et d’'un morphisme Byyr — Br.

Donc la donnée d’une situation Bp+ — By de topos multigaloisiens et d’une opéra-

tion de I" dessus revient exactement 4 celle d’homomorphismes de topos multigaloisiens
BD*,F — BU,F — BF

By est 0-connexe si et seulement si card 7 (B ) /I = 1, i.e. By non vide est I'-transitif
sur mo(By). Notons que la situation envisagée au début, avec (X, S) sur un corps K,
d’ot Bp« — By — Br (I' = Gal(K/K)), peut étre interprétée comme déduite de
la situation “géométrique” (F, ?) sur K, BETE — By, en tenant compte des opéra-
tions de I' dessus. Il se trouve que pour beaucoup de questions, c’est cette interprétation
“géométrique” (au sens strict, i.e. /K algébriquement clos) avec opérations d’un groupe
de Galois I, qui est la plus commode.

Si on regarde une opération de I' sur un topos (Bp- disons), il opere sur le topos

discret By (I = mo(Bp+)), et Bp« — By est compatible aux actions de I'.
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Mais le topos B(; 1) est aussi celui des I'-ensembles au dessus de I (sur lequel I" opere)
un topos induit dans Br. Ses composantes connexes correspondent aux orbites de I' sur
I. SiT est transitif sur I non vide (ou si on regarde u#ne telle orbite...), choisissant i € I,

le topos en question s’identifie 2 Br, ot I'; est le stabilisateur de ¢ dans I'.

N.B. Si on donne une opération de I' sur un topos discret B(= B;), quand on
Pinterpréte en tant que morphisme d’un topos multigaloisien B' = (B, I') — Br, estcar-
actérisé par le fait que le morphisme du groupoide qui la décrit soit znjectif sur les fleches,
i.e. en termes d’un syst¢me d’homomorphismes de groupe I'; — I'i € J(~ I\ T'),
par la condition que ces homomorphismes soient injectifs. I" est donc I se reconstitue

comme la somme directe des ' \ T';...]

Ainsi un diagramme Bp- — By avec action de I' équivaut a la donnée d’un dia-

gramme

BD*,F — BU,F — Br

et celui-ci se complete (en utilisant 'action de I sur 7o (B p+ ) — B étant lui-méme déduit

de Bp-r — Br comme I'image inverse du torseur universel) en
BD*,F — B[’F — BF

i.e. il s’agit de la factorisation canonique d’un homomorphisme de groupoides en ho-
momorphisme bijectif (pour les objets) épimorphique (pour les Hom) suivi d’un homo-
morphisme épimorphique (sur les Hom).

On trouve ainsi un carré essentiellement commutatif

Bp-r

BUF/ \Bzr
.,
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qui correspond au diagramme de groupoides au début des notes (§7)

IIp-
HU 1—-[D
1L,
JaiPimpression d’avoir a peu pres compris le mécanisme des actions des groupes sur
des topos multigaloisiens, et comment ’opération de passage d’un topos B avec opération
p & p passag
<« : » ¢ » 4 .
de I' au topos “quotient” (B,I') = “B /I"”, commute aux opérations du type passage

de Bp« — By aunBx g, viaun By (“Bouchage des trous”). Le temps semble donc miir
U 8 g P

enfin pour s’expliquer avec 'opération inverse hypothétique de “forage des trous”.
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§ 17. — COMPLEMENTS SUR LES OPERATIONS DE GROUPES
FINIS SUR LES SURFACES
(COMPLEMENT AU §15)

Théoreme. — Soit U surface paracompacte connexe telle que m (U) # (1), ie. U % S?,
R2 On dit que U est “anabélienne”si m = 71 (U) non abélien (auguel cas Centre(m) =
DetsiU # C* S' x S'. Soit T un groupe fini opérant sur U°*, on a les conditions

équivalentes :

a) (casanabelien) opere trivialement ou (cas abélien) structure de groupe topologique

surU (donc U ~ S* de S x S') de fagon que T opére par transiations,
b) Vg €T, gy est isotope a lidentite,
b)) Ng € I, gy est homotope a identite,
¢) Lopération extérienre de U sur wi(U) est triviale,

d) (cas anabelien) lextension E de I par 7 est isomorphe a une extension produit, ou

(cas abélien) elle est centrale

Démonstration. a) = b) = b’) = c¢) trivial.

¥N. B. : Il est prudent de supposer que I" opére en conservant orientation de U (supposée orientable)
sinon on a des ennuis par exemple avec 2 +—+ Z ! de C* — C* (Cela doit étre le sel contre-exemple dans
le cas o I ne conserve pas I'orientation...) En tout cas un contre-exemple doit étre tel que (si I" fidele)

I' ==~ {+£1}, opere par anti-involutions...Il faudrait tirer au clair le cas de la situation générale...



c¢) = d). Dans [le] cas anabélien, cela provient du fait que Centre(7) = 1 une exten-

sionde I par 7 est définie déja par I'action extérieure, comme image inverse de ’'extension
1 — 7 — Autm — Autextm — 1.

Dans le cas abélien c’est trivial.

d) = a) est la partie pas évidente. OPS que I" opere fidelement.

Cas anabélien : Sion avait I = 1, pour un scindage de I'extension de I" par 7, on
doit avoir par le théoreme du n° 15 7' = 1,orle scindage canonique de 7 X I" sur I'

I' — 7, absurde.

donne 7
Cas abélien. U ~ C* (plus intrinsequement U est un torseur sous Uy = 7 @7 C/)
oulU ~ S' x S* (plus intrinséquement U est un torseur sous Uy ~ S* x S*).
Je dis qu’une action de I" sur U est (3 homéomorphisme pres) défini par une action
de ' sur le torseur®” ; la classe d’isomorphisme d’un tel torseur s’identifie par ailleurs par

la suite exacte de cohomologie associée  la suite exacte

e}

0 > T > T ®z C > Uy

(oum ®zR)

a une classe d’extension de I par 7.
Mais dire que I'action de I" sur 7 est triviale, signifie que action de I sur le torseur

U sous Uj se fait par translations.

Corollaire-Scholie. — Le cas “abélien” n’est pas tout a fait démontré faute d avoir
établi la classification topologique des opérations d’un groupe fini sur C* on sur S' x S'.
Cependant, si dans le cas abélien on suppose d’avance que UY = & alors il est encore vrai
que lopération triviale de I sur w équivaut a la trivialité de laction de T sur U. Car on
est ramené au cas on I opére fideélement et a prouver dans ce cas que si l'opération de 1" sur

T est triviale on a I = 1. Et on fait comme plus haut dans le cas anabelien.

59pals prouvé !
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§ 18. — FORAGE DE TROUS ; APPLICATION AUX ACTIONS
EXTERIEURES DE GROUPES FINIS

Soit 7’ un groupe a lacets de type (g, v + 1) non abélien (i.e. sig = Oonav > 2).

Si T son module des orientations et I’ (card I’ = v + 1) ’ensemble de ses classes de
conjugaison de sous-groupes de lacets.

Fixons nousun i € I’ et soit L, C 7’ dans la classe .

Quand on se donne seulement un groupe extérieur A lacets [1'] (ce qui équivaut a
la donnée de Bp, — By), la donnée d’un @ € I’ équivaut 2 celle d’une composante
connexe de Bpy, et celle d’'une réalisation du groupe extérieur (i.e. d’un couple d’un
groupe 7’ et d’un isomorphisme extérieur 7' — [7']) équivaut 2 isomorphisme pres 2
celle d’un objet de 7, By (revétement universel U’ de U’ pour 7/ = Aut(U")).

Enfin la donnée d’un couple (7', L) (L} dans la classe de conjugaison) équivaut (2
isomorphisme unique pres) a la donnée d’un objet 5;* dans m; B p/~ €n prenant 'image
U’ de D'* dans 7 By et 7 = Aut(U'), L'i = S(Aut(D}*)) dans Aut(T).

Quand on se donne un objet U/ de m1 By, ot une réalisation 7' = Aut(U). (On
va laisser tomber provisoirement les primer) alors la donnée d’un L; C 7 dans la classe ¢
équivaut a la donnée d’un couple (51, A) d’un D; € Obm, B p, et d’un isomorphisme
de pg(ﬁi) — U avec Up.

Quand la situation topossique est réalisée & partir d’un situation topologique (X, 5)
etqu’on définit Uy aPaide d’un pointdebasea € U, alorslafagon standard de définirun
L; C © = Aut(Uy) = m1(U, a) est de choisir une petite rondelle A; autour de s; € X,

un point b; sur le bord et une classe d’homotopie de chemin dans U — (A — {s;}) = V;



de a vers b; et de prendre le groupe L; engendré par I'un quelconque des deux lacets

correspondants autour de s; (qui donnent des lacets opposés dans 7).

On voit que I’on trouve ainsi une application surjective de Isomy, v, (a, b;) ~ ¢
(a,b;) sur ensemble des L; C 7 dans la classe ¢, application compatible avec I'action
naturelle de 7 opérant sur Isom,, 7 (a, b;) de la fagon évidente par composition et sur

'ensemble des L; par automorphisme intérieur

Ici le lien avec la description “abstraite” topossique s’établit ainsi : le choix d’un b;
peut servir de point de base pour définir un revétement universel de A; \ {s;} ~ D7,
d’ol1 un objet py (5} (b;)) etles L; C m correspondant (d’apres la description abstraite)
aux isomorphismes de Uy=U (a;) avec D} (b;) modulo composition avec un automor-
phisme de D} (b;) provenant d’un automorphisme de D} (b;) mais les isomorphismes

Ul(a;) =~ pi(D;(b;)) correspondent justement aux classes de chemins de a vers b;.
(On revient aux notations 7', ’,...)

Considérons un objet de 7y B ., i.e. un couple (7', L}). Soit 7 le groupe quotient
de 7' par le sous-groupe invariant de 7" engendré par L. Je dis qu’a isomorphisme prés
(isomorphisme effectif de groupes, par seulement exterienr !) il ne depend pas du choix de
[objet 15;* dans T B p- En effet W(ﬁ: ) dépend fonctoriellement de 152‘ et tout revient
a voir que ce foncteur est constant, i.e., que 'opération de Aut(l~);‘ ) ~ T ~ L;sur
T = ﬁ(ﬁz‘ ) est triviale. Or soitw € L;, 'automorphisme de 7 qu’il défini est défini
par 'automorphisme intérieur int(u), pas passage au quotient donc (comme u devient

1 dans 7) il est trivial.

On trouve ainsi un foncteur : “bouchage du trou 7”

Groupes extérieurs  lacets 7/ (réalisés)
roupes (réalisés
de type (¢, v + 1) munis d’une | —— group
, alacets de type (g, v)
classe de lacets i € I(n')

(7', 1) = > B, i)
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qui s’exprime par un homomorphisme de groupes

Autext(7', 1)
(= ensemble des automorphismes extérieures Autm
/ ;o
de 7’ respectant la structure a lacets) (oun = B(n',1))

et fixant la classe de lacets 7

D’un point de vue géométrique ce fait (existence d’un foncteur) ne fait qu’exprimer le
fait qu’aprés “bouchage du trou” i onaun U = U’ U{s; } muni d’un point s;, que 'on
peut utiliser comme point de base canonique pour calculer 71 (U). On peut dire aussi
que le choix de 7 permet de construire la somme amalgamée partielle (bouchage partiel
de trous) By.

D

B.,

U

B
By

B
et B;, — By~ fournit un point géométrique dans By« qui permet de décrire un objet

canonique de 7; By« (revétement universel relatif 4 ce point) d’ot1 canoniquement un

groupe 7, qui bien stir est un groupe a lacets de type (g, v — 1).

Théoreme. — Supposons g, v tel que non seulement les groupes 7' de type (g, v), mais
aussi le groupe T (de type (g, v — 1)) soient anabélien, i.e. 2g + v > 4. Alors le foncteur
précédent (', 1) — T est une équivalence de catégorie. En d’antres termes (comme 1l s agit
de groupoides 0-connexes)

Autext(n’,i) — Aut(n)
est un isomorphisme.

Notons pour ceci que 'on a une suite exacte
1 —m— Autm — Autextm — 1
(car centre m = 1 par hypothese anabélienne sur 7) or on va définir une suite exacte

1 — 7 — Autext(n',7) — Autextm — 1
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etun homomorphisme d’extension de celle-ci dans la précédente (qui sera nécessairement

un isomorphisme). O.P.S.T" = Z, on considére les groupes A lacets standard 7, , 11, 7y 0.
g7 + g7

Posons
Autext(r,, ) 155
(induisant 'identité sur = (groupe de Teichmiiller
I(my, etsur T(my,)) d’indice (g, 7))

N.B. Le revétement universel universel de M, ,, est contractile par Teichmiiller.

On sait que (pour 29 + v > 3) T}, est le groupe fondamental du topos modulaire
complexe My, des courbes complexes (projectives non singulieres connexes de genre g,
avec un syst¢tme de v point s; . . . s, distincts données). Or le topos modulaire My, 44

bl « : \ 7 z7.»
n’est autre que la “courbe complexe universelle de genre g a v tous numérotés” sur M ,,
[car se donner une courbe U’ de genre g avec v + 1 trous 21 . . . £,41 plus un point de

U] d’ot1 une suite exacte d’homotopie

T (Myy) —— m(M) —— m(Myp41) —— m(My,) —— mo(U)

0 ——r=mny, —— T35, —— T — 1

d’ol1 une structure d’extension

[e]e)

[e]e}
l=my, =T, =T, =1

qui est (a passage a un sous-groupe d’indice 21 ! pres) la structure d’extension annoncée.
Les vérification de compatibilités sont laissées...

On a donc un foncteur quasi-inverse (défini a4 isomorphisme unique pres)

1 4 groupes extérieurs 2 lacets de type (¢, + 1)
groupes 2 lacets de type

_ avec une “classe de lacets” distinguée
g, v 29+v>3

(couples (7,7 € I(n")))

Au niveau topossique, quand on a un systtme Bp« — By de type (g, 7v) (29 + v > 3)
etun “point” de By i.e. un U € Ob 71 By, alors on peut de fagon canonique trouver un

Bp: (T-groupoide connexe, ot " est le module d’orientation) et un systeme

Bp- I1Bp: — By
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de type g, v + 1 de fagon que (Bp«, By, U) s’en déduise par 'opération de “bouchage
du trou D;”.

Ces constructions sont si fonctorielles qu’elles commutent aux actions de groupe I'.
Si un groupe I" opére sur un groupe a lacet 7 de type (g, V) (pas seulement extérieure-
ment), alors on en déduit une opération extérienre de I' sur un ' alacets de type (g, v+1)
qui fixe une classe de lacets privilégiée i € I.

Mais alors, dans I’extension correspondante
l—-7 —-FE =T =1,

choisissons un L, C 7’ est soit £} le normalisateur dans L; de E’, on trouve
1= L(~T)—>E —-T =1

(ceci marche sans hypothese de finitude sur I', le cas universel étant celui ou I" est le
groupe de Teichmiiller de 7’ fixant i ; i.e. Autexty, (7,7) — Auty, ().

J dit que si I' opére fidelement surm, i.e. si son opération extérieure sur 7’ est fidele,
et I' est fini alors I est nécessairement cyclique (cas I' = 1) ou diédral (I" = I'°) et
queside plus I' = I'® alors E; >~ Zi.e. 3! isomorphisme T' — Eltel que T’ iy E!
s'identifie 2 n idy (de sorte qu’on trouve I' = B! /nE] ~ T ®z Z/nZsin =cardI"...)

Changeant de notations, ceci revient au

Théoreme®. — Soit I un groupe fini opérant fidélement sur un groupe extérienr a
lacet T de type (g, v + 1) (v > 0), en laissant fixé un i € I(m). Alors I est cyclique (si
I' =1°) ou diédral (si1' = I'°) et dans Uextension correspondante E de T par m, si E; est
le normalisatenr d’un L; dans E [de sorte que l'on a une suite exacte 1 — L; — E; —
I' = 1/ image inverse B de I'° est ~ Z.

Doncsin = cardI'® = [EY : L;|x — x™ est un isomorphisme EY ~ L, qui compte
tenu de Kk; donne un isomorphisme E; ~ T, dont le composé avec T BN E?

est nidy de sorte que l'on a un isomorphisme canonique
I~ FE’/L; ~T/nT

(évidemment indépendant du choix de L;...).

1y a équivalence si dans le théoréme on suppose (g, /) anabélien sinon le théoréme est un peu plus

général.
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Démonstration. Considérons 'extension £° de I'® par L; ~ T' (isomorphe non
canoniquement a Z), comme I opere trivialement sur 7" (sans torsion) cette extension

(par la suite exacte de cohomologie associée a
0T —=>T®,Q—=T®,Q/Z—0)

est canoniquement isomorphe a 'extension définie par un homomorphisme I —
T, = T/nT, comme image de 'extension 0 — T 2T 5T, = 0deT, par
T. Je dis que cet homomorphisme est un isomorphisme (d’ots résulteront les autres as-
sertions), ou ce qui revient au méme puisque I'® et 7}, sont tous deux d’ordre n, qu’il est
injectif. Remplacant I'° par le noyau de I'° — Z/nZ, OPS que ’lhomomorphisme en
question est nul et il faut prouver que cela implique que action de I'° est triviale (ce qui,
puisque par hypothese 'action de I" est fidele, implique I = {1}, OK). Donc on est

ramené au

Lemme fondamental. — Tout automorphisme direct extérienr u d’ordre fini n d’un
groupe a lacets T, qui fixe une classe de lacets i et est tel gue Uextension de Z/n'Z par L; € i

définie par u soit triviale est trivial.

L’hypothese signifie que u se remonte en un automorphisme ug de ™ qui normalise
L;, et qui soit aussi d’ordre n (ou d’ordre fini, cela revient au méme compte tenu que 7’

est sans élément d’ordre fini) alors ug est trivial ; i.e. cela équivaut au corollaire :

Corollaire®. — Tout automorphisme direct dordre fini d’un groupe a lacet ™ qui

normalise un sous-groupe a lacet L; (i.e. qui centralise L;) est réduit a lidentite.

Pour le démontrer on est ramené aussitdt au cas ol u est tel que uf) = 1 avec p
premier, i.e. g correspond a une opération au sens strict (pas seulement extérieure) de
Z/pZsur 7. Mais (que I'on puisse ou non trouver un tel p) considérons le cas ot1 'on sait
que l'opération extérienre de I' = Z/n’Z (n = ordre de u) sur 7 se réalise géométrique-
ment par une opération (fidele) de I' sur U de type (9, v + 1) U = X \ S, S ~ [, X
compacte de genre g, le point s; de S correspondant 4 un point fixe de I" opérant sur U.

On exprime ’hypothese de 'opération [...?] de I' sur 7, centralisant un L;, en disant que

®IN.B. Dans le lemme ou son corollaire,lecas g = 0,41 = louv+1 = 2esttrivial, lecasv+1 = 3
((g,v) = (0,2) abélien !) n’est pas trivial par contre, nilecasg = 1,v + 1 = 1 (ie. (g,v) = (1,0)

abélien). Pourtant le résultat doit étre valable aussi dans ce cas.

105



I'opération extérieure donne une extension de I' par L; = T triviale. Mais on sait par
ailleurs dans le cas géométrique (et opération fidele) qu’elle 7 est pas triviale !

Il suffirait donc pour prouver le lemme fondamental de savoir que toute action
extérieure (fidele) d’un groupe cyclique sur un groupe a lacets de type (g, v + 1) est
réalisable, et il suffit méme de le savoir pour un groupe cyclique d’ordre premier. Or
sauf erreur, ce résultat est connu (méme pour les groupes résolubles) (comme théoreme
d’existence de point fixe d’un tel groupe opérant sur 'espace de Teichmiiller...) de sorte
que le lemme fondamental semble démontré. J’ai seulement un doute s’il est démontré
dans le cas général d’un (g, ), ou seulement pour g > 2, v = 0. Mais s’il en est bien
ainsi, je pense que (pour g > 2 tout au moins) on n’en tire par dévissage pour le cas v
quelconque et le cas g = 0, 1 demanderait aussi un traitement a part. Je reviendrai la-
dessus par la suite et préfere pour I'instant admettre le “lemme fondamental”, et examiner
des conséquences et corollaires de celui-ci.

Pour une action extérieure fidele d’un I fini sur un groupe a lacets anabélien m, cor-

respondant a une extension £ de I par 7 on a donc établi®.

a) Que les scindages partiels de celle-ci ne peuvent se faire que sur des sous-groupes
I de T tels que IVo soit cyclique et T dihédral si I # T"°.

b) Pour toute classe de m-conjugaison de tels scindages partiels, on a un isomor-
phisme canonique correspondant [V o~ T, (= T'/nT) oun = card T". Ce sont
1a des résultats que I'on avait précédemment obtenus pour le cas d’un opération

réalisable.

Il n’y avait pas lieu d’ailleurs de se borner au cas anabélien, du moment que 'on suppose
m # 0) (cas essentiellement vide !) ce qui inclut les cas abéliens g = 0, v = 2etg = 1,
v = 0 pour lesquels un traitement direct est possible, et a déja été donné essentiellement,
ces cas la ot 'on part d’une extension (pas d’une extension “extérieure” i.e. ici d’une
action tout court de " sur m ~ Z ou Z?) étant toujours réalisables. (N.B. Dans ce cas,
I’hypothese d’une action fidele est remplacée par celle que 'extension n’est une extension
produit sous aucun sous-groupe IV C I'T" #£ 1...).

I reste cependant d’autres résultats [de ?] cas réalisable qu’il faudrait examiner dans

le cas général :

©2je. on a établi Pexistence d’une application canonique de I'ensemble des éléments d’ordre fini de

Auty,c (1) dans T' ® Q/T, satisfaisant les conditions examinées précédemment.
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[O.P.S.T' = I'° donc I engendré par un automorphisme direct v ou I' engendré par

un anti-isomorphisme d’ordre 2].

c) Sil est un sous-groupe fini de Aut(m) i.e. un groupe fini opérant fidélement sur

matonml = {1}?

d) SiI” et I' sont des sous-groupes finis de F (extension du groupe fini I' par 7
correspondant a une opération extérieure fidele, respectant 'orientation) tels que
[" NI = {1}, alors I et I sont-ils contenus dans le 7-conjugué d’un sous

groupe fini [ de E'?

[1e tout sous-groupc section = 1 est contenu dans un unique sous-groupe sec-

tion maximal modulo conjugaison].

N.B. Deviendrait faux en se plagant dans le groupe Auty, () [...2].

e) Pour tout sous-groupe I'" de I' ’ensemble des classes de m-conjugaison de reléve-

ments de [ sur F est-il fini ?

[OPST” =T cyclique (et I' = I'°) ou dihédral sinon].

Dansle casc), OPS T cyclique d’ordre premier et ¢’est OK s’il est acquis qu’une opération
extérieure d’un tel groupe sur un 7, , est réalisable. De méme e) est établi si ’'on admet
que les opérations extérieures de groupes cycliques sur un m ~ 7, ,, sont réalisables.

Démontrons d). Nous identifions I et I 4 des sous-groupes de I, et posons I'g =
["NI". Soit E' le sous-groupe de F formé des g € F tel que int(g)[y soit m-conjugué
de I'y et dont I'image dans I centralise I'y.

OnaFE' O met F estdonc I'image inverse d’un sous-groupe de I"del’ qui centralise
[y et qui contient I et I (car E' contient le centralisateur de 'y dans E, donc I et ).
Quitte 2 remplacer I par I, E par E', OPS E = E',T' =T"ie. que 'y C Centrede I'
et que I'g < F invariant modulo 7-conjugaison par I.

On va construire une section de E sur I tout entier, ainsi. Soit [ C F le central-
isateur de I’y dans £, ona I N 7w = (1) (car cela signifie 7' = (1)) donc I — Dest
injectif, je dis qu’il est surjectif. Eneffet, soity € I', g € F au-dessusde I, par hypothese
da € 7 tel que int(g)y = int(a) L.
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ie. OPSint(g)'y = Iy, i.e. g normalise [y, mais comme 'y est central dans I cela
signifie que g centralise I'g i.e. g € I. AinsiI' ~ T est un sous-groupe fini de Aut(7)
contenant [ et I c.q.fid..

N.B. Si on n’avait pas au début supposé I fini il serait vrai encore que I'" et I en-
gendre un sous-groupe I' C Aut(r) tel que I' N7 = (1) mais cela nous fait une belle

jambe.
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§ 19. — TOUR DE TEICHMULLER

Soit g € N et X, une surface compacte connexe orientable de genre g. Soit (ag;)ien

une suite de points distincts de X ;. On pose pour v € N

(1) Sgv=1a4i0<i<v—1} (v=cardS,,)

(2) Uj =X,\S,;, NB.onaay, € Uy,.

Onadonc S,9 = DetU o = X,.

Les Sy, forment une suite strictement croissante de parties finies de X, et les Uy ,,
une partie strictement décroissante d’ouverts de X ;. On prendra par la suite U, , comme
surface orientable type, de type (g, v/).

(3) Soit A, = Aut(X,) le groupe des automorphismes de X, muni de la topologie

de la convergence uniforme de u et de son inverse. On pose

(4) Ag = {u € Aglu(Sy.) =S4}
on a un isomorphisme canonique (de restriction)®’
(5) A, — Aut(U,,)

on a aussi un morphisme canonique surjectif

(6) Ay, — Aut(S,,) ~ 6,

63N.B. C’est sans doute un isomorphisme topologique quand A4, ,, est muni de la topologie induite par

Ay et Aut(Uy,,,) dela topologie habituelle de la convergence compacte de u et de son inverse.



dont le noyau est noté A, ,

(7) A;’V = {u e Aylu(ay,;) =a,;Vi € {0,..., v —1}}
d’ot1 la suite exacte :

(8) 1= A, — Ay, — 6v—1

Soit Ay, la composante neutre du groupe A, , on adonc:

) A2, (= A2,) C AL,

Posons

(10) Lyp = Agu/A;, = m0(Ay,) groupe de Teichmiiller de type g, v)
On pose aussi 'y = g o(=T", )

(11) = Al A2,

la suite exacte (8) donne donc une suite exacte.

(12) 1T, >y, —6,—1

On a des homéomorphismes canoniques :

(13) A,/ A, =~ ouvert Sym"”(X,)* du produit symétrique (Sym” (X)) formé des
parties finies de card v(= ¥, (X,)).

(14) Ag/A!g,u =~ ouvert (X)* des v-uples de points distincts = Mon(/,, X3) (ou
I,=10,1,...,v}).

(Cet homéomorphisme respectant les actions naturelles de &, = A, /A} ).

Les A!g,l/ pour v variable forment une suite décroissante de sous-groupes de A,.

et les homomorphismes correspondants entre espaces homogenes de A, s’inserent dans

le diagramme commutatif :

AgJAL, ——— Mon(I,, X)

AgJA, ——— Mon(I,, X)
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pourv = lona A!%1 = A, 1 etisomorphisme (13) (ou au choix (14)) s’écrit
(17) Ag/Agr = X,

(homéomorphisme compatible avec les actions de A,).

D’ailleurs si a tout x € X, on associe son stabilisateur A, , dans A, on trouve une
application évidemment surjective

(18) X, — ensemble des conjugués du sous groupe A;; de Ay~
Ag/Normy,(Ag1))

qui s’identifie via (17) a 'application canonique sur les espaces homogenes
Ag/AgJ — Ag/ NOI‘IIlAg (Ag,l)

déduite de I'inclusion A, ; C Normy,(A4,,1).

On voit de suite que (18) est bijective i.e. que
(19) Ag1 = Normy, (Ag1)
Plus généralement pour tout 7 on a
(20) Ay, = Normy, (Ay,) = Normy, (A!gﬂj)
Ce qui signifie que les applications canoniques de A -ensembles homogenes :

P,(X,;) — ensemble des conjugués de A, ,
(21) S +———— stabilisateur A; g de S
(22) S — A s

sont non seulement surjectives mais méme bzjectives. Cela provient du fait que 'on

! .
retrouve S en termes de Ay g (oude A, ¢):

(23) S ={zeX,u(z) =2 Yue A g} =X
(24) = {z € X, |A, sz fini}
= {7 € X |Ag sz # X,}
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On a aussi une application canonique d’espaces homogenes sous A,

P, (Xy) — Ensemble des conjuguées de A , dans Ay(=~ A,/ Normy, (A7)

(25) S : Aj s
qui est bijective car on a la relation suivante qui renforce (23) et (24) : V.S € P, (X))

AO
(26) S ={r € X A7 s = {w}} = X*°
= {z € Xy|A; g fini}

={z € Xg‘A;’SZ' # X,}
ainsi pour tout v/
(27) Ay, = Normy,(Ag,v) = Normy, (A!g,v) = Normy, (45 )

Soi G un groupe topologique, muni d’une classe de conjugaison X de sous-groupes
; soit G dans cette classe. On dit que (G, X)) est un couple de Teichmiiller de type g, s’il
existe un isomorphisme de groupes topologiques G ~ A, transformant X en la classe
de conjugaison de A ;

Il revient au méme de dire que X avec sa topologie d’espace homogene sous G
(>~ G/G1) est une surface compacte connexe orientable de genre g, et que I'application

naturelle
(28) G — Aut(X)

est un homéomorphisme de groupes topologiques.

On voit alors que (G, X) — X de la catégorie des couples de Teichmiiller de type
g, vers la catégorie des surfaces compactes orientables de genre g est une équivalence de
catégorie. Il en résulte que pour un automorphisme u du groupe topologique G, u est
intérieur si et seulementsiu conserve la classe X i.e. sietseulementsi U(G1 ) est conjugué
de GQ.

Drailleurs le centre de G est trivial.
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On peut donner une description analogue pour la catégorie des surfaces orientées de
genre g a v trous (i.e. homéomorphismes a Uy ;) en termes d’un groupe topologique G,
(~ A,,) et d’une classe de conjugaison U, de sous-groupes H, de celui-ci (~ A,, N
A, 1) avec les conditions que (G, { H, }) soit isomorphe a (A4,,, {Ag, N Ag41})

ou encore que ’homomorphisme continu
(29) G — Aut(U,)

soit un homéomorphise de groupes topologiques. On trouve alors une équivalence entre
la catégorie des couples de Teichmiiller (G, {H,}) de type (g, V), et celle des surfaces
orientables de type (g, 7). On trouve encore que les automorphismes d’un tel G, (=~
A, ) qui fixent la classe U, (i.e. qui transforme H,, en un conjugué) sont intérieurs et
que le centre de H,, est {1}.

En fait U, peut étre interprété aussi comme espace homogene sous G, et pas seule-
ment sous G, ; plus généralement on a que G}, est transitif sur U,, et méme sur P, (U, )
pour tout ' € N*.

Revenant 4 la situation type avec Uy ,,, ou trouve :

(30) Uy ~ Ay Ag ) (avec Ag i1y = Agy N Ag i)

= A;,V/BEL(V»V-H)

_ o __ o .
(avec By (vu41) = Agpy1 N AgJ/ ={u € Agﬂj tel que u(ay,) = ag,}).
On a ainsi un diagramme d’inclusion de sous-groupes de A, ,, : (en posant B,, =
o ! o _ o __ ! o
A; ,MA, ., etenremarquantque Ay . = By, = (4, ,,,)°)

o inv. | inv.
g,v+1 B!LV T Ag,l/—i—l 3 Ag7(1,7,/+1) [ A97V+1]

Tg,v ! (G}

a i l

o inv. | inv.
¢ s ! v
Ag,l/ Fi} , Ag,u S, Agvy

ot les 2 carrés sont cartésiens et les inclusions horizontales (sauf celle entre crochets) sont

des inclusions de sous groupes invariants (invariant méme dans le groupe le plus grand

Ay, (resp. Ag 1))
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(Légalité By, = (A!gjy +1)% (qui précise inclusion triviale de By, dans (A!gﬁ, 1)°
!

par Pinclusion inverse équivalente a (A, ,

)¢ C By ) provient de I'inclusion

(A,,1)° C(A4,,)° = A dott Ay, C Agur1NAG, = By,).

g g

7 [ ] 7
On notera dorénavant Ay (,, .41y par A3, (comme A, ponctué par ag ).
Les trois inclusions verticales définissent trois espaces homogenes et les homomor-
phismes d’inclusions entre ceux-ci qui sont bijectifs

(AQJ/ 2) A!],V/Ag.],u —— A;,V/A! —— A;,V/Bgvl/

g,v+1

A . | ’ . . . o\ .
et de méme les groupes quotient S, et F;W définis par les inclusions de la premiere ligne
son isomorphes par les inclusions verticales aux quotients correspondants dans la deux-

ieme ligne. Ainsi I’extension de groupe
(12) 1T, =Ty, = 6,—0
peut se déduire indifféremment de la 1% ligne ou de la 2°™ ligne de (31) en particulier

6'/ = A;,V/Ai],y—i-l

(32) | I A;’V/BW,

! !
Fg,u = Ag,u+1/Bg,V

Ainsi le torseur canonique e groupe A? , sur Pespace homogene U, ,, et celui de groupe
| . . . / . .
A, ,1(C A ) qui lui donne naissance sont 'un et autre déduit par extension du
groupe structural d’un torseur de groupe B, ,, (dontla fibre en x € U, , est'ensemble
desu € Aj , tel queu(agy, ) = ). Le revétement galoisien associé de groupe By, / B,
est donc aussi lespace homogene A7 /A7 .1 qui est évidemment connexe et ponctué
audessusde agy, € Uy,,.
Posons pour (g,v) # (1,0) et (g,v) # (0,2).

(13) Upr = Agu/Aguia

On ale théoréme :
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Théoréme. — (NJQ,V est simplement connexe (et méme contractile si (g,v) # (0,0)) e

s’identifie donc an revétement universel de Uy, ponctué en ag,.

Corollaire. — On a un isomorphisme canonique

° def
(34) Bgvy/Bg,l/ = ﬂ-l(Ugvy; agvy) = Trg:l/

Démonstration du théoréme en termes de choses “bien connues”.

La suite exacte d’homotopie pour la fibration de A7 , sur A7 ., /A? 1 = U, est

(35)

. — 7Tz'+1<Ug,z/) e Wi(A;’y+1> E— 77-1'(14;’1,) e Wi(Ug,V) e Wi—l(AZ7y+1> R

com(Ag ) —— mi(4y,) —— m(Uy,) ———— 1

Elle montre que 71 (U,,,,) estisomorphe au conoyau de m (45 ,, ;) — m1(Aj ) dontle

noyau est un quotient de 72 (U¢,,)...

Si(g,v) # (0,0) on sait que m; (U, ) = 0Vi > 2d’ousi(g,v) # (0,0) ona
(36) mi(Ay 1) = mi(Ap )

est bijectif si ¢ > 2, injectif & image invariante si ¢ = 1 et 'on veut prouver que c’est
bijectif pour = 1.

La chose a retenir (?) est celle ci :
Théoréme (bien connu). — Conditions éqguivalentes sur le couple (g, v) € N X N:
a) 29+ v > 3 (ie. on n'est pasdansles cas: (1,0),(0,0), (0, 1), (02)).
b) m (U, ) est non abélien.
c) Ay, estsimplement connexe.
d) A; , estcontractile et (g,v) # (0, 1).
En tous cas, gue ces condition soient ou non vérifies,on ami(AS ) = 0si1 > 2, et (g,v) #

g,V
(0,0).
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(i.e. les Ay , sont des espaces classifiants de groupes discrets, avec la seule exception
de Af ) ~ Aut®S?).

Compte tenu de (36) ce théoreme équivaut aux relations :
(37) mi(Agp) =0 sig > 2,4 > 1(ie. pourg > 24, est cotractile)

mi(Ay) =0 pouri > 1(ie. A7, estcontractile)

mi(Ag,) =0 pouri > 1(ie. Ay estcontractile)

(38) mi(ATg) = 0etmi(Ag,) = 0 pouri > 2

i.e A] g Ag sontdes K(m, 1)

etelles ont comme conséquences que U, ,, est simplement connexe dans les cas anabéliens
(29 + v > 3). Pour savoir ce qu’il en est dans le cas abélien, il faut préciser la structure
topologique de A7 , dans les 4 cas “abéliens” 2g + v < 2.

Oronale

Corollaire. — Pourque U = U, soit a 7; abelien (.e. nesatisfasse pas aux conditions

équivalentes du théoreme) il faut et il suffit que U puisse :

Soit étre muni d’une structure de groupe topologique (qui sera nécessairement iso-
morphe a U x U (U = {z/|z| = 1}), (cas (1,0)) et C* (cas (0,2) ou C (cas
0, 1))

Soit d’une structure d’espace homogene sous un groupe topologique (on peut pren-
dre SO(3,R) ou GI(1, C) pour le cas de S*) par un sous groupe connexe. Dans
tous les cas le groupe topologique en question peut se décrire e la fagon suivante : on
choisit une structure complexe sur X, = U, G = U (le compactific pur de U) et
on prend la structure complexe induite sur U (i.e. on choisit une structure de courbe
algébrigue (sur C) sur U...) et on prend G = Autl U composante neutre du groupe
des automorphismes complexes de U i.e. des automorphismes complexes qui invari-

ent S, = U\U
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Ceci posé, Uinclusion G — Aut® U ~ A3 | est une équivalence d’homotopie.**®

Le corollaire nous donne :

(39)
G=UxU m(Afy) =ZxZ ie. To~K(ZxZ1)
G = C* = Gl(1,C) m(A5,) ~ Z ie. Gy~ K(Z,1)
G = Aff(1,C) mi(Ag,) ~Z ie. 01~ K(Z,1)

(Aff(1, C) homotope 2 C* par l'inclusion GI(S?) C Aff(1, C))
Ao = Aur(S?) ~ Aut(Py)

esthomotope par I'inclusion au sous groupe GP(1, C) (donc a son sous groupe compacte
maximal SO(3,R)/{=%1}) quiz'est pasun K (m, 1) et dontle 7y est >~ Z/2Z.

On va utiliser ce corollaire pour déterminer la nature de U, 4.v (comme revétement de
U,,») pour les cas “abéliens”.

Notons pour ceci que l'inclusion G < Ap , induit une inclusion G — By, o
(40) Gy =GN By, = stabilisateur de ay,, dans G

etcomme G/Go ~ A7 /By, ~ Uy, (G érant transitif sur Uy , ), on trouve que le fait
que G — A; , soit une équivalence d’homotopie équivaut a celle que Gy — By, en
soit une. Or dans tous les cas envisagés, G est déja connexe : il est réduit a 1 dans les

cas (1,0) et (0, 2) (donc dans ce cas le corollaire équivaut a la contractibilité de B, ) et

®4N.B. Le fait que si U est un espace homogene de groupe topologique par un sous groupe connexe
alors 7y est abélien provient de la suite exacte d’homotopie et du fait que le 71 d’un groupe topologique

est commutatif. Le réciproque dans le cas des surfaces topologiques est assez remarquable !
%On a un résultat plus précis : si k est le plus petit entier tel que (g, v + k) soit un couple anabélien,

alors dim G = k et G est simplement transitif sur ’ensemble des k-uples (w1, . . ., ux) de points distincts
de Uy, d’otr il résulte aussitdt que tout élément de A, ,, s’écrit de facon unique comme un produit gu
avecg € Getu € Ay, 41 ;donc Ay, esthoméomorphea Ay (,,,41) X G. Comme G est connexe on

enconclut 'y, ~T'y () ,py CTypyp,et Ay, ~Gx A

o o
gv = g, v+k et comme Ag,u+k} est 0O-connexe on e

conclut un homotopisme G — Ay ..
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c’est >~ C* dans le cas (0, 1), enfin c’est Aff(1, C) dans le cas (0, 0). Donc on trouve le

corollaire :

Corollaire. — Dans les cas abéliens 29 + v < 3 (et dans ceux-la seulement bien
sitr) By, est connexe (ie. = Aj 1) ie Ay JAG 1 — Uy, est un homéomorphisme.
Donc A° | A5, — Uy, fait du premier membre un revétement universel de U, si et

seulement si (g,v) # (0,2) et # (1,0).

Supposons donc (g, ) différent de (0, 1) et (0, 2) (moralement on travaille dans le
cas anabélien, les cas abéliens inclus (0, 1) et (0, 0) étant sans intérét pour ce qui va suivre
il me semble).

Reprenons le diagramme (31) ott dans la 1** ligne le groupe quotient By, /B,
s'identifie doncamy, = m(U,,, a,.).

On trouve donc :

Théoreme. — Supposons (g,v) # (1,0) et (0,2), le sous groupe A5 /A,
du groupe de Teichmiiller Ty, 41 = Ago41/ A;V 11 admet une suite de composition
de longuenr 3 dont les facteurs successifs sont S, F!gﬁj et g, déduite dune structure

) . ! _ ! o
dextension sur U .1 = A, 1 [AS 0

(41) 1= myy =T, 00—, —1

7 . R | 7 . .
Les opérations extérieuresde I’ , sur 7, ,, sont celles déduites par passage au quotient
! ’ 7 . .
de cellesde A, , C Aut(U,,, ) opérant extérieurement sur 7, ,,. Une autre fagon de dire

les choses est celle-ci : distinguonsdans Iy ,, .1 opérantsur S, 41 lestabilisateur du dernier

/

élément agy,, i.e. de son complémentaire ; soit A

[ ] [e]
|~ AgW/Ag’V+l le sous-groupe
d’indice v + 1 image inverse de &, dans &, par 'y .11 — G,41. Ceci posé on aun

homomorphism évident de groupes discrets, déduit de P'inclusion A7 , — Ay, 41
/
(42) | AR

et cethomomorphisme est surjectif (sans condition sur (g, )) et pour (g, ) # (1,0) et

0, 1) son noyau est canoniquement isomorphe a 7, ,, de sorte que ’on a une extension
) y q g q

(43) 1 =7y, =T 0 =Ty, —1

N.B. c’est un isomorphisme dans le cas abéliens 2g + v < 2.
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ou les opérations extérieurs correspondants de I'y ,, sur 7y, sont celles déduites par pas-
sage au quotient de celles de A, , ~ Aut(U,, ) sur m1(Uy,, a4,) = 74, Lastructure
d’extension (41) est déduite de (43) par image inverse par I'inclusion F!gﬂj — Ly
Supposons que I'on soit dans le cas anabélien 2g + v > 3. Comme pour toute
structure d’extension par un noyau de centre trivial, il y aun homomorphisme canonique

dans la structure d’extension canonique associée a 7, ,,

1 > Ty r Ly ———— Ly ——— 1
(44) u l l
1 X . » Aut(my,) — Autext(m,,) — 1

ot la fleche verticale centrale s’obtient en associanta g € 17, . la restriction a 7y, C

I, 11 de'automorphisme intérieur int(g).
Théoréme (bien connu). — Dans le cas anabélien (29 + v > 3)
Lyo AN Autexty, (7,,)
ou ce qui revient au méme par (44) :
F/g,u+1 ;> Autgm<71'g7y)

Limagedel',,, — Autext(m, ) est formé des automorphismes extérieurs qui respectent

la structure a lacets de 1, ,, (condition vide si v = 0 d ailleurs...)

Corollaire. — Dans lecasanabélien le foncteur X — (X)) dela catégorie isotopique
(les felches dans la catégorie isotopique sont les classes d’isotopie d’homéomorphisme) des
surfaces de type (g, v) vers la catégorie des groupes extérienrs a lacets de type (g, v) est une
équivalence de catégorie, ainsi que le foncteur (X, s) — m1(X, s) dela catégorie isoropique

des surfaces ponctuées de type (g, v) vers la catégorie des groupes 4 lacets de type (g, v)®".

Il reste a examiner dans quelle mesure on peut adapter ces résultats au cas “abélien”.

Rappelons que dans ce cas on a

(45) I, — Ty, si 29+ <2 (cas“abélien”)).

’N.B. En fait ceci reste vrai pour le couple (1, 0) (cf. plus bas) et méme dans le cas (0, 2) si on définit

ad-hoc la notion de groupe  lacets de type (0, 2).

SN.B. C’est méme une équivalence au niveau des catégories 0o-Zsoropigues ce qui exprime seulement le

o

: [e]
faitque Ay , et Ay

; sont contractiles.
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ie. I'y, s’identifie au sous-groupe de I'y 11 formé des éléments qui fixent a ..
(1)) Casg=1,v =0doncI'1 g ~ F’Ll =TI,
Considérons ’homomorphisme canonique

(46) Fl = FI,O — Autext(m’g) = Aut(ﬂ'ljo)

( ~ Gl(2,Z) quand on a choisi une base de mp; =~ Z?), qui correspond 2

’homomorphisme
(460%) Iy — Autmi (Ui, a10) (= Gl(2,Z))

déduits 'un et 'autre par passage au quotient 4 partir des opérations évidentes de A; =
Ay = Aut(Xy) etde Ay 1 = Aut(X7, a1). Il est immédiat que ce homomorphisme
est surjectif mais moins évident que ce soit un isomorphisme i.e. que tout homéomor-
phisme de X qui induit I'identité sur 7, soit isotope a I'identité ; c’est pourtant un ré-
sultat vrai (et connu).

Dans le cas actuel ou X s’identifie 4 espace topologique sous-jacent 4 un groupe
topologique H (ce qui est le cas dans tous les cas abéliens sauf celuide g = 0, v = 0 de

la 2-sphere), par translation on a un homomorphisme naturel
(47) H— Ay, ~ Aut, H

permettant d’identifier H 4 un sous-groupe topologique de A,, et on trove que

Iapplication

Hx Ay, p1 —— Ayy
(48)

(9, u) —— gu

est un homéomorphisme.

Ceci redonne (45) (puisque H est connexe) et le précise considérablement par
(49) Ti(Agu1) = mi(Agy) x mi(H)

Cas abéliens non sphériques i.e. un des trois cas (1, 0), (0, 1), (0, 2).
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Dans le cas “limites” (1, 0) et (0, 2) (quand (g, v/) est abélien et (g, v + 1) anabélien)
comme Ay, ~ H x Ay, contractile, on retrouve que H — A, est un homo-
topisme. Notons que dans les cas anvisagés (1, 0), (0, 2), (0, 1), si on choisit une struc-
ture complexe sur le compactifié pur XdeX =U 4,v et qu’on choisit a, ,, comme orig-
ine, il y a une structure de groupe C-algébrique unique sur X admettant a4, comme
unité et la composante neutre du groupe des automorphismes de la variété algébrique X

n’est autre justement que le groupe des translations dans les cas limites (1, 0) et (0, 2).

2) Casg =0,v =2donc H =C*, A,, ~ H x A}, ie Ags ~ C" X Af,

donc
Lo >~T03
(50) A§y +=— C*  (équivalence d’homotopie)
Ici mo o = m1(Up2) =~ Z, considérons
(51) Too 2= Aut(mys) ~ {+1} = &,
s’identifiant &
(52) T — Aut(m,) ~ {1}

Cette fis-ci ’homomorphisme (51) n'est pas bijectif, il s’identifie 2 ’homomorphisme

canonique.
(515%) Too = &,

! ! , PUREN . —

de noyau I'y ; et Iy , n’est pas réduit a 1, par exemple (si on prend Upp = C*) 2z — Z
/ . 712 | . 7 \ . .

définit un élément de I'j) , qui n’est pas égal a 1. Notons maintenant ’homomorphisme

canonique®’ (défini sans restriction sur (g, v/))
(53) T,, = {£1}

via action de Iy, sur le moule d’orientation T, = T de Uy, (qui se définit pour
(g,v) # (0,0),(0,1) et (0,2) en termes de la structure a lacets de 7, ,,). Dans le cas

actuel mettant ensemble p et x on trouve un homomorphisme

(54) g (p(9),x(9)) : Tog = Sy x {£1} ~ {£1} x {£1}

?Cet homomorphisme est toujours surjectif. Nous noterons son noyau F; v (etnonplusT' 1)
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1

qui est évidemment surjectif (si g correspond & 2 — 27" son image est (—1,1), s’il

correspond & 2 — Z, son image est (1, —1)). Je dis qu’il est bijectsf
F(LQ p—;() G x {:]:1}

ou ce qui vientau méme, que la restriction de p (51°*) aunoyau I'j  de x : Tg o +— {£1}

est un isomorphisme ou ce qui revient au méme

PR . ! .

Théoreme (bien connu !). — I’JQ = 1, ou encore pgy : U5y — &g est un isomor-
phisme (ou xb 1 : Th o — {£1})7.

[N. B. Si on veut un énoncé commun aux deux cas “abéliens limites” (1, 0) et (0, 2)

on dira que dans ce cas '}, — Aut(7) est injectif, et a comme image le groupe des

automorphismes du Z-module libre 7 de rang 2 ou 1 qui sont de déterminant égal a 1].

Ceci équivaut, modulo isomorphisme I'f, » ~ 'y 5 au
q p 0,3 0,

Corollaire. —

+
Po,3 . .
Ijs —> & estun isomorphisme et

110,3

(56) (p0,3,X0,3

———)> Gz x {1} awussi.

3) Casg =0,v = 1donc H ~ Cdonc

(57) AQJ m C x A(]’Q =CxC'x Ao’g

(avecC x C* = Aff(1, C) (qui est simplement transitif sur les couples d’éléments dis-

tincts)) en prenant sur Ay 3 une structure de groupe algébrique complexe ~ C™".
1c1 ~ TV — ! ~ 1 .
Onaicil'y, =T, =T, ~{Fl}ie.:

Corollaire. — On a par la signature un isomorphisme :

(58) To; —— {+1}

7ON.B. Ceci suggere que pour une description isotopique de la catégorie des surfaces de types (0, 2) il
faut utiliser le couple de (71 (X), T') ot T est le module d’orientation ; itou plus bas pour le cas du type

(0,1) maisalors m; = O etil suffitde T
'N. B. Comme A§ 3 est contractile cela redonne bien que l'inclusion de G = Aff(1,C) = Autc(X)°

dans A 1 est un homotopisme.
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4) Casg = 0,v = 0. Iciil n’y a pas de H, i.e. de structure de groupe topologique
sur X ~ Xy = Uy ~ S* mais prenant une structure complexe sur X (d’ou

X ~ ) on trouve un groupe G de C-automorphismes, G = GP(1, C), et

(59) G — Ay = Aoy

Prouvons a nouveau que c’est un homotopisme. Comme G est simplement transitif sur

les triples de 3 points distincts de X, on trouve encore un homéomorphisme

G x Ay, — Ay
(60)

(g,u) —— gu
d’ou
[o o Tyy o {1}
et compte tenu que la composante neutre Ag 5 de AE)’g est contractile on trouve bien
encore que (59) est un homotopisme.
Conclusion commune 2 tous les cas.
Il convient d’inclure dans la notion de “groupe a lacets” également les quatre cas

abéliens, et on le fait de la maniére suivante :

1) Type(1,0): onn’apasacompléter la définition générale qui revient 2 dire ici que

7 est un groupe abélien, Z-module libre de rang 2. Son module d’orientation T’
. 2 ,

peut se définir alors comme Hy (7, Z) ou comme A\ 7. La signature d’un auto-

morphisme de 7 est donné par son action su 7', c’est aussi son déterminant.

2) Type(0,2): m =~ Z. Iciil faut se donner en plus de 7, un Z-module inversible 7" et
la structure 4 lacets est définie par 'ensemble des deux isomorphismes 7' ~ Z. Un
automorphisme de la structure a lacets est donc défini par n’importe quel couple

(Ur, ur) d’un automorphisme de 7 et d’un de 7".

3) Types (0,1) et (0,0) qui sont ceux ot 1 = {1}. Par définition, une struc-
ture de groupe a lacets de type (g, V) est définie ici par la donné d’un “module
d’orientation” sans plus, qui est un Z-module inversible 7" ; et il faut donner de
plus le type i.e. (sous entendu g = 0)le v € {0, 1} ; les automorphismes sont

ceuxde T
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Avec ces définitions et pour g, v fixés on ale

Théoreme. — Soit (g,v) € N x N, le foncteur naturel de la catégorie isotopique des
surfaces de type (g, v) vers la catégorie des groupes extérienres & lacets de type (g, v) est une
équivalence de catégorie. (N.B. Commie fléches on prend les classes disomorphisme d’un

coté comme de lautre.)

Mais ce théoreme n’est pas stir pleinement satisfaisant dans le cas abélien par exemple.
La donnée d’un objet de la catégorie isotopique (explicité par son 7 extérieur a lacets)
dans le cas d’une action d’un groupe ne permet pas méme de récupérer 'extension de ce
groupe par le dit 7, ! Ce qui cloche, on le sent bien, est le fait que cette équivalence de
catégorie soit isotopique (i.e. tient compte des my des espaces d’homéomorphismes) mais
néglige la structure topologique interne des espaces topologiques Homeo (X, X'), en
négligeantla structure homotopique des composantes connexes qui, en tant que torseurs
sous des groupes topologiques ~ A7

g7l/’

dans le cas anabélien et dans celui la seulement que ce groupe est co-connexe. Dans le cas

sont homéomorphes a A7 . C’est justement

abélien, I'expérience prouve que la description précédente doit étre remplacée par celle

de Ladegaillerie en termes des
Bp- =By ou @p- =1y

elle devient alors (dans tous les cas sauf (0, 0)) oo-fidele (i.e. tient compte des i (Aj ) ")
Le seul cas entierement réfractaire (d’importance il faut bien dire !) est celui du type

(0,0) i.e. des surfaces homéomorphes a S* le type d’homotopie de
6=Af ~GP(1,C)=S?/ £1 (quaternions)

et en particulier ses 7; n’étant pas tous bien connus.

Il faudrait pour commencer expliciter la Gr-catégorie G, d’invariant my ~ {%1}
etm =~ m(A]) ~ {£1}, déduit de Aj en tuant les groupes d’homotopie supérieurs
m;(1 > 2) de Ay ou, sil’on préfere, du groupe des automorphismes conformes de P¢. (ex-
tension scindée de Z/2Z par GP(1, C)). La 2-catégorie 2-isotopique des surfaces homo-
morphesaP¢ estalors décrite par le 2-groupoide des 1-torseurs sous la Gr-catégorie précé-

dente”’.

72N.B. 1l n’y a pas a se donner un k ici, T" se décrit intrinsequement & partir de la structure de topos ou
de groupoide.

730n peut supposer que G n’a que deux objets correspondant 4 I'identité et 4 la conjugaison complexe
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de la sphere de Riemann C ; en fait elle est scindable et méme canoniquement scindée...
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§ 20. — DIGRESSION : DESCRIPTION 2-ISOTOPIQUE DE LA
CATEGORIE DES SPHERES TOPOLOGIQUES

Voici une fagon de trouver une description 1-isotopique (et méme 2-isotopique, il se
trouve) en utilisant un groupe revétement canonique Ay de Ay, s’insérant dans la suite

exacte

(62) 1 = 1o(C) = Ag = A — 1,
qui contient la suite exacte correspondante de sous-groupes
(63) 1 — pg — SI(2,C) = GP(1,C) — 1

ott SI(2,C) est formé des automorphismes semi-linéaires de C? (pour un R-
automorphisme p non précisé, id ou la conjugaison complexe 7), tels que
Pautomorphisme p-linéaire correspondant de A\”C? =~ C soit identité si p = id
etsoit 7 : z +— Zsip = T ie indépendamment des cas, on considere un vectoriel
unimodulaire V' sur R, d’ot1 V- sur C, avec une restriction de /\2 Ve A R, ol une
conjugaison complexe sur /\2 Ve et une base de /\2 Ve invariante par celle-ci - et on
s’intéresse aux automorphismes p-linéaires (p € Autg C de Vi qui sur /\2 Ve soient id
ou la conjugaison complexe...)

évP(l, C)”* s’identifie au groupe des automorphismes conformes de la sphere de Rie-

mann P¢ ~ P'(C?), i.e. des automorphismes de P} comme R-schéma.

74N.B. @(17 C) est aussi le grupe des automorphismes R-linéaires de la R-algebre M5 (C) (et la classi-
fication co-isotopique des 2-sphéres équivaut donc a celle des algebres simples de rang 4 sur une extension

quadratique non précisée de C...)



On choisit ici X = P, de sorte qu’on a une inclusion canonique

GP(1,C) = Ay
qui est (par ce qui précede (59)) une équivalence d’homotopie.
Sauf erreur il en résulte que la classification des extensions du groupe topologique
Ay par un groupe discret disons £ est équivalente (par le foncteur restriction, a la caté-
gorie des extensions correspondantes pour GP(1, C), ce qui permet de construire 110, a
isomorphisme unique pres).
Ceci posé la donnée d’une surface compacte orientée X de genre 0, qui équivaut a

celle d’un torseur [Isom(Pg, X )] sous Ag, définit

1°) le torseur sous {£1} qui s’en déduit par x : Ay — {£1} (qui est surjectif de

noyau Ag) et

2°) le groupoide des relevements de ce Ay-torseur en un go—torseur, qui est un
groupoide connexe (= gerbe) lié par le lien abélien £15(C) = {£1}, et sur lequel
n

par suite Tors(xt) =~ Ens; opére (c’est un 1-torseur sous la Gr-catégorie Tors(pt)).

Associant ainsi 4 tout X le couple (w, R) du p-torseur associé w (i.e. 'ensemble a 2 ¢l¢-

ments des deux orientations de X, ou ce qui revient au méme, le module des orientations

de X)), plus le pi-groupoide 2, on trouve un 2-foncteur de la 2-catégorie 2-isotopique des

2-spheres topologiques dans la catégorie des couples (w, R), et celui-ci est une équiva-
lence de 2-catégorie.

De ce point de vue on a envie de dire qu’elle est 3-fidele, mais comme la surjectivité
essentielle sur les objets est triviale, il vaut mieux 'appeler 2-fidele, et méme (comme pour
la décrire on a fait attention de respecter les 7 (en plus des () des composantes connexes
du Ag-torseur Isom(Xy, X ), qui sontdes Af-torseurs donca 7y isomorphea y = {£1},
il vaut encore mieux I'appeler 1-fidele).

Mais en fait elle est méme 2-fidele (en le sens correspondant) grice au fait que
(65) ma(AS) «—— m(GP(1,C)) +—— m(S3/ £ 1) ~ mS3 =0
Par contre elle n’est pas 3-fidele, car

(66) mi(Ag) +—— m(S?) pouri > 2
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et m(9%) =~ Z(# 0) donc m3(Af) ~ Z # 0.

On cherche une description oo-isotopique, qui tienne compte des groupes
d’homotopie de tous ordres (2 déterminer !) de A i.e. de S? (ou encore SI(2, C), ou
de GP(1, C)). Au concours !

Mais déja pour la modeste description proposée a prétention 1 ou 2-isotopique, faute
d’avoir écrit les choses avec soin je ne suis pas trop str si la description donnée est bien
correcte - je suis un peu inquiet du fait que je n’ai pas imposé de relations entre le -
torseur w, et le p-groupoide R.

Soit plus généralement un groupe topologique G (go, ou GP (1,C)) tel que G° soit

simplement connexe :

(67) m(G°) =0
Soit
(68) p = Centre(G°), I'=G/G°

On suppose p discret (donc G° s’identifie au groupe revétement universel de G°/p1 =
Hesi H = G/p).
Alors 'extension de groupes topologiques G de I' par G° définit

(69) D — Autext(G°)(— Aut(y))

et Pensemble des classes d’extensions correspondants a une opération extérieure donnée
de I sur G° est de facon naturelle un torseur sous H?(T", 11) (sil n’est vide, ce quon a
exclu par Phypothese de départ, en parlantde G...)

Cette catégorie d’extension est d’ailleurs équivalente  celle des scindages d’une cer-
taine Gr-catégorie définie par Sinh via (69) dont les 7y et 7; sont respectivement I" est
it - laquelle est donc ici scindée par la donnée de I'extension GG. Dans le cas qui nous
intéresse, I' ~ p o~ {1}, et cette extension est méme scindée, et correspond 2 une
opération d’ordre 2 de I' sur G°, dont je doute fort que ce soit un automorphisme in-
térieur.

En fait, j’ai 'impression que dans les deux cas qui nous occupent (61)(1, C)et /To)
que (69) est un isomorphisme : I' = {£1} ~ Autext(G°).

Ceci posé, la donné d’un torseur sous H = G/ définit”

7Son suppose que I opére trivialement que jie. p C Centre(G)
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1°) un torseur sous I', gricea H — I' H/H°

2°) le groupoide des relevements des relévements de ce torseur est un torseur sous G,

qui est un gi-groupoide connexe (sur lequel y opere).

Si on reprend en termes de fibrés sur un espace de base S, on trouve encore sur S
(pour tout Hg-torseur topologique) un couple (w, R) d’un I'-torseur et d’une pi-gerbe
sur S, qui sont décrits, (2 isomorphisme et a équivalence pres) par H (S, T') et H?(S, p)
respectivement’®.

On voudrait dégager des conditions sur G' et sur .S pour que I'application
(70) H'(S, H) — H*(S,T) x H*(S, u)

soit bijective.

Injectivité : sil'image d'un & € H'(S, H) dans H%(S, 1) est nulle, ¢ se reléve en un
élément € dans H(S, H = @), dont limage dans H' (S, T') est la méme que celle de €.
Donc si elle est triviale, on voit que £ provient d’un & € H2(S,G°).

Si on sait que H*(S, G°) = {1}, on gagne. Par les marteaux-pilons d’homotopie, ¢a

marche si 3n € N avec:
mi(G°) = 0sii < n(doncm(Bg) =0sii <n-+1)

(dans le cas qui nous occupe on peut prendre n = 2) et S un CW-complexe de dimen-
sion <n + 1.

Par la surjectivité notons que pour un élément dans H?(S, ), obstraction a ce qu’il
se releve en un élément £ dans H' (.S, H) est dans H?(.S, ) [par la suite exacte de coho-
mologie associéea 1 — pg — Gg — Hg — 1].

Il faut exprimer qu’une certaine gerbe liée par g, est neutre - brr ! Mais partons plutot
de Pélément w de H' (S, T'), si extension de T par H° est scindée, alors on peut trouver
un &y € H'(S, Hs) qui donne naissance 2 w.

Elle a une certaine obstruction py dans H?(.S, ), et il s’agit de corriger pg en &, de

telle fagon que 'obstruction devienne p € H?(.S, i) donnée.

7®N.B. w ne dépend pas du choix de I'extension G de H par ? ~ 71 (H®) ; par contre R en dépend (et

il faudrait voir comment).
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Utilisant py pour tordre Hg en Hg, et (via opération de Hg = Gg/pus sur Gg,

compte tenu que g C Centre Gg) pour tordre aussi G et Gy, d’ott
lu— Gy — Hg— 1

on trouve que les £ ayant méme image dans H' (s, I") que &, correspond bijectivemment
aux &’ € HY(S, HY).
Pour un tel &, soit S"(¢') € H%(S, i) Pobstruction i le relever dans H! (S, G') et
S(&") = S(&) Pobstruction i le relever dans H?(.S, Gg).
Sauf erreur on a
8'(&") = (&) — po
ie. 0(&) =0(&) =0(&) + poetonveutd(§) = pie. 0'(¢) = p — po etla question

revient encore a la surjectivité de
H'(S, H) — H(S, u)

- je ne m’en tire pas. Il faudrait consulter des gens compétents, comme Giraud ou Larry
Breen. On sent qu’il faudrait travailler avec un Gr-champ H de coefficients, d’invariants,
my = I'etm; = p, (mais pas nécessairement un champ de Picard !) et H*(S, H) ~
Classes d’applications de S dans By, qui est un espace connexe avec m1(By) =~ ['et
mo(Byu) = p.

Ici la classe de Postnikov dans H?(T", 11) est nulle. [mais peut-étre n’y a-t-il pas lieu
trop sa raccrocher a cette hypothese, correspondant a I'existence d’une extension G de
H par m1(H°) qui redonne 'extension universelle de H° par 7 (H°)].

On a un homomorphisme By — By qui induit un isomorphisme sur les 7; pour
i < 2,etpouri < n(oun > 2 estdonné) siet seulement si m;(By) = 0 pour
2 <i<n,ie m(H)=0pour2 <i<n—1(danslecas quinous intéresse H = Ay,
on peut prendre n = 3).

Ceci implique que pour tout CW-complexe S de dimension < n,ona
Hot(S, Byr) — Hot(S, By)
(Hot désignant les morphismes dans la catégorie homotopique non ponctuée) i.e.

H'(S, H) = H'(S,H)
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Mais si 'invariant de Postnikov-Sinh &£ € H?(T', i) est nul, (ainsi qu 'action de I sur
p) alors sauf erreur By s’identifie 2 un produit K (I', 1) x K (7, 2) (cette “idetification”

dépendant justement du choix des H? (71, mg) ~ H?(T', 1) !) et par suite
H'(S,H) ~ H'(S,T") x H3(S, p1)

pour tout espace .S donc pour S un CW-complexe de dimension < n

(71) H'(S, H) — H'(S,T) x H*(S, i)

Donc la classification des fibrés en spheres topologiques sur un espace topologique 5,
pour un CW-complexe S de dimension < 3, marche bel et bien.

Bien entendu, le fait qu’on soit obligé ici 4 se borner 4 .S de dim < 3 tient au fait que
nous n’avons trouvé (via H) qu’une description 2-isotopique (et non co-isotopique) de
la catégorie des 2-spheres topologiques.

Je voudrais reprendre la classification pour un CW-complexe S quelconque, en util-
isant le fait que I'inclusion

GP(1,C) — Ay

est une équivalence d’homotopie, et induit donc une bijection
H1(57 é\i)(la C)) — Hl(Sv AO)

et méme une oo-équivalence des oo-catégories des torseurs sur S de groupe GP (corre-
spondant aux fibrés en spheres conformes, en droites projectives sur une R-algebre non
précisée isomorphe a C) et de groupe Ay - correspondant aux fibrés en spheres sur S.

Le premier invariant d’un fibré de groupe GP est un torseur 77 sous (Z/2Z) g, défini
(2 isomorphisme non unique prés) par un y € H'(S,Z/2Z) i.e. un revétement de degré
2. La donnée de 7 revient a la donnée d’une systeme 7" d’entiers tordus sur S.

Ce torseur servira a tordre C (via 'opération fidele de Z/2Z sur la R-extension C),
d’ot1 un fibré localement constant en extension quadratiques de R, soit C, eton [?] S
par le faisceau C'g (ou C') des sections continues de C' (ce qui est une fagon de tordre
GP(1,C)g ou GP(1,()s = GP(1,C)) et il s’agit de décrire de fagon compréhensible
- en passant au besoin aux n-isotopiques, pour n = ... - la catégorie (dépendant du
choix de x via C) des algebres d’Azumaya de rang 4 sur C, ou encore des fibrés en droites

projectives sur C, ou des torseurs sous GP(1, C').
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Or utilisant la suite exacte
1 — pos — SI(2,Cq) — GP(1,Cg) — 1

on associe 2 un objet de la catégorie - disons un torseur sous GP(1, Cg) - la catégorie
fibrée (sur des ouverts variables de S) de ces relévements 2 SI(2, C'g), qui est une gerbe G
lide par f15. C’est cette gerbe qui est le deuxieme invariant complet - plus fin que sa classe
d’équivalence qui s’identifie 2 un & € H?(S, u2) = H2(S, {£1}) (jouant le role d’un
groupe de Brauer).

Un isomorphisme de fibrés, d’invariants (7,G) =~ (71",G’), définira un iso-
morphisme 7' ~ T (d’ott un isomorphisme C;; =~ (v d’olt un isomorphisme
GP(1,Cp) ~ GP(1,Cy)) et une équivalence de gerbes.

Il faudrait expliciter que pour deux isomorphismes f et g des torseurs, d’ott

frogr: T —=T fa:96:G —= G

etpour toute homotopie iy (0 < ¢t < 1)de fagontrouve fr = gr etunisomorphisme
h. : fa — g d’équivalence des gerbes, qui ne dépend que de la classe d’homotopie
de cette homotopie.

On trouve ainsi un 2-foncteur de la 2-catégorie des torseurs sur .S de groupe af)(l, C)
vers la 2-catégorie formée des couples (7', G) d’un systeme d’entiers tordus (< d’un
torseur sur .S de groupe Z/2Z) et d’une p5(C)-gerbe G sur S.

Ce 2-foncteur, sauf erreur, est 2-fidele sous les conditions explicitées plus haut

(dim S’ < 4) et est 3-fidele (i.e. I'application injective
H'(S, GP) — H'(S,Z/2Z) x H(S, j1»)

est surjective) si on a méme dim .S < 3.

On s’attend qu’elle soi 1-fidele des que dim S < 5, O-fidele des que dim S < 6(22...).

N.B. : I'assertion “0-fidele” signifie que si ci-dessus on a deux homotopies h, A/, de f
a g, telles que h,. = h/, alors h et A’ sont homotopes.

La condition “1-fidele” signifie 0-fidele et que tout isomorphisme de f a g est de
la forme h, (avec h bien déterminé & homotopie pres, par la condition précédente de
0-fidélité).

La condition 2-fidele signifies de plus que pour toute ¢ : T — 1", ¢ : G =@,

il existe un isomorphisme de fibrés f tel que ¢ = fr, et un isomorphisme vy — fg.
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Enfin 3-fidele signifie que de plus, pour tout couple T', G, 31", G’ provenant d’un
fibré, un isomorphisme 7" — T" et une équivalence G — G'.

Ces notions catégoriques doivent interpréter simplement que, si on regarde H =
éVP(l, C) — H - ou H est déduite de H en “tuant les groupes d’homotopie m; pour
© > 27, de sorte que « induit un isomorphisme des 7; pour ¢ < 1 (et méme pour¢ < n
simi(H) = 0pourl < i <n)d’ouB, : By — By’ (induisant un isomorphisme des
m; pour ¢ < n+ 1), alors prenant pour un espace donné .S, 'application correspondante

des espaces d’applications continues
Cont(S, By) — Cont(S, By)

celle-ci induit un isomorphisme pourles 7; (0 < i < 2).

Il semblerait que 0-fidele est une condition d’injectivité pour les 7o, 1-fidele la bijec-
tivité pou les 7o, I'injectivité pour les 7y, 2-fidele la bijectivité 7y et 75 et injectivié pour
o, 3-fidele la bijectivité pour o, 71, 7s.

Comme ;(Cont(S, B)) ~ mo(S x 5%, B), il semblerait qu’on est conduit, pour
la 0-fidelité, de faire ’hypothese draconienne que S’ x .S 2dedim < 4 pour la 1-fidelite
que S x S?*dedim < 3ie. dim S < 12, (qui impliquerait alors la 3-fidélité...)

Prenons I’analogue arithmétique d’une description (plus ou moins “fidele”) de na-
ture “profinie” des droites projectives (éventuellement tordues) définies sur un corps de
type fini K sur Q (plus généralement sur un schéma S quelconque), celle-ci forment a
priori une catégorie sans plus - un groupoide (pas nécessairement connexe) - je ne sais pas
en faire une 2-catégorie raisonnablement, pour deux isomorphismes f, g (= f o u) de
tels torseurs, définir les homotopismes de f 4 g, i.e. pour une “forme” G de GP(1)g et
une section u de G, définir les “homotopies” de u a I'identité, ou plutdt une notion qui
remplace la notion de classe d’homotopie de telles homotopies. Et serait sans doute un
relevement de u en une section du revétement simplement connexe GdeG!

Je tiens la quelque chose d’assez amusant, mais que je ne vais pas poursuivre - de
toute fagon il est clair que la “description” des droites projectives (sur un corps de type
fini disons) a laquelle on aboutit, n’a rien de fidele - par méme 0-fidele !

Ainsi tous les automorphismes de Pj; provenant de SI(2, K') seraient identifiés 2

Iidentité - c’est un peu brutal ! Mais je me rends compte que le travail conceptuel autour

77N.B. By est déduite de By en tuant les 7; pour? > 3
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du théme “Brauer” n’est pas terminé - qu’il y a & comprendre des choses pour I’étude de
la catégorie (qui devrait étre une 2-catégorie !) des Algebres d’Azumaya de degré fixé (ici
4)...
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§ 21. — LIEN AVEC LES ESPACES DE TEICHMULLER

D’abord un complément li¢ au diagramme d’inclusion (31) du n°19. Considérons

Pinclusion de sous-groupes de A, :

(72) Ay, DBy, DA, (=B,,)

o

donne en divisant par A7 |

, et dans le cas anabélien la filtration
(73) (AZ,V/A;,V+1 :)ﬁg,u - U, WV

On cherche le plus grand sous-groupe de A, qui normalise les triples (72), et qui opére
donc sur la fibration ci-dessus. Comme les normalisateurs de Ay, et A7 , ., sont respec-
tivement A, , et Ay, 11, le groupe en question doit étre contenu dans leur intersection

A.

g?”’

a lieu de faire opérer sur la fibration (73). Le sous-groupe formé des éléments de A7 ,

lequel normalise également B, , = Aj , N A7 . C’est donc ce groupe qu’il y

dontlopération sur U, , estisotope a I'identité étant justement B, ,,, donc c’est le groupe
I'= A3 ,/B,, ~T,, quicomme de juste opére a isotopie prés. On voudrait décrire le
groupe de tous les automorphismes de la fibration topologique Uy, sur U, qui sera a

priori une extension du groupe A7 , = Aut(Uy,,) par

Tgv = Wl(Ug,w ag,z/) = AutUg,u(UgyV)

Cette extension est scindé sur A; , stabilisateur du point de base a ,,, et on retrouve ainsi
Popération de Aj , sur la fibration (73). Or on a déja une extension I'; ., de I'y, par

b \ . . . . .
T4, d’olt par image inverse par A,,, — I'y, une extension (que je vais notes A, ) de



Ay parmy,

Agy =Agy X1, T

(
groupe quotient du sous-groupe AEW de

° 7
~ Ay x Aj , formé des couples

4 _
g,v+1 —

(u,v) tel que u = v mod. A7 ,

o
| parle sous-groupe 1 X Ag .,

donc on a deux (et méme trois) structures d’extension sur A, ,

(75)

A p
1 > Mg » Ag y Agy — 1
o A /
1 » Ay, > Ag > Dy —— 1
1 —— Aj, Xy, > Ay, » Iy > 1

Je voudprais faire opérer Ay, sur Uy ,,, i.e. faire opérer H = Ag’y avec opération triviale

de Aj .4, et ceci en respectant les conditions suivantes :

a)

(Compatibilité avec 7, — A, ,). Le couple (u,v) € H opére sur Uy, par un
automorphisme compatible avec I'automorphisme u de U, ,, (on dira que c’est un

u-automorphisme).

(Compatibilité avec 7y, — Ag,). Siu = 1, [doncv € A;V donc (comme
v € Ay ) u € By, ] alors Popération de (u,v) = (1,v) sur Uy, n’est autre que
celle définie par v modB; , = A7 .| quiestun élémentder,, ~ AutU,, /Uy,

ou encore celle définie par translation a droite par vl

Compatibilité avec Popération déja obtenue plus hautde A3 , sur U, gwisi(u,v) €
Hesttelqueu = v(doncu = v € A3 ) alors (u,v) = (u,u) opére via

automorphisme intérieur défini par u.

1 1., s o e B E , . o . PP
Compatibilité avec AgJ, — Ay s Popération de A g, €St continue (ce qui, joint
a a) détermine une opération de fagon unique et Pexistence a priori d’une telle

opération résulte de 7 (A; ) = 0. Or tout élément (u,v) de H s'écrit de
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maniére unique comme produit d’un élément (v, v) dans §( A3 ), par un élément
(v, 1) de A3, x 1 (le 1* groupe normalisant le 2°™)" et une opération de ce
produit semi-direct est donnée bel et bien par la donnée d’opérations des deux
groupes facteurs, satisfaisant une condition de compatibilité, qui est vérifiée ici
par transport de structure. On a bien défini une opération de H = ZE]’V sur la
tibration (73) satisfaisant aux contions c) et d) par construction méme ; il reste
a vérifier a) et b). Or pour a), il suffit de vérifier séparément pour des éléments
de H dans §(Aj ) etde A7 , X 1, ot C’est trivial par construction dans les deux
cas. Reste 2 vérifier b) et 2 expliciter 'opération d’un élément (1,v), v € B,
qu’on écrit comme (1,v) = (v,v)(v™1, 1) ot p(1,v) = p(v,v)p(v",1) or
p(v,v) estinduit par int(v) et p(v—", 1) par translation 2 guache x — v~z donc

le composé opere par x > xv~ L

On suppose maintenant que X, est muni d’une structure C'* et ’on remplace dans les
pp q g p

considérations précédentes les groupes d’homéomorphismes par des groupes de difféo-

morphismes.

(76)

. Ensemble des structures conformes sur X
Soit B, =

compatibles avec sa structure '

On voit de suite que F; est un espace topologique co-connexe, comme quotient de

espace co-connexe (et méme convexe) des structures riemaniennes par le groupe oo-

connexe des applications C'*° de X, dans R, Sur E, le groupe A, opere mais bien str

E, n’est plus un espace homogene. Notons tout de suite

(77)

Ensemble des classes d’isomorphie de surfaces
E /A, ~

conformes compactes orientables de genre g.

Si on choisit une des deux orientations de X, de sorte que F; s’identifie a 'ensemble

des structures complexes sur X, (compatible avec sa structure C*° et son orientation)

alors E,;/ A, s’identifie & I'espace des classes d’isomorphie de courbes complexes (non

singuli¢res) connexes compactes de genre g, modulo passage a la complexe conjuguée.

7*N.B. L'opération de A , x 1 se décrit le plus simplement par translation de A, sur espace ho-

g,v

mogene Uy, de A7,
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D’autre part

Ensemble des classes d’isomorphie de courbes

(78) By A} ~
C algébriques lisses connexes de genre g.

plus généralement

(79)

. Ensemble des classes d’isomorphie de surfaces compactes conformes
By /A5 ~

connexes multiponctuées de type (g, V).

Si X est orientée :

Ensemble des classes d’isomorphie de courbes algébriques
(80) Ey/Ay ~ [lisses projectives connexes de genre g|

munies d’'une multiponctuation de type (g, v/)

Ce sont lales “espaces modulaires grossiers” (“Coarse moduli” de Mumford) qu’on peut
noter M g“ et M ;V et qui sont justement trop grossiers pour les usages géométriques les
plus importants.

Beaucoup plus intéressant est le quotient
(81) Eg/A;,u = Mg,v (Mg = Mg70 = Eg/A;)
sur lequel opere le groupe
Fg7l/ = Ag7V/A;,l/

par passage au quotient de 'opération de A .
L’espace Mg,v (avec P'opération de Iy, est appelé [espace de Teichmiiller de type

g, v). Bien stir on retrouve M},  partir de M, et de Popération de Iy, dessus par

Mg,V = MQ:V/FQW

Théoreme (Teichmiiller). — L'espace de Teichmiiller M, o.v €5t homéomorphe a C* oit
1= 39— 3+vdanslecasanabélien2g+v > 3et p = 39— 3+ v+ 0 avecd =dimcG
dans le cas général G étant le groupe des automorphismes algébriques d’une Uy, complexe
(donc § = 1dans le cas “limites” (1,0) et (0,2), et plus généralement § angmente de 1
chague fois pour g fixé et (9, v — 1) abélien quand on passede v a v — 1), donc
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= ldanslecas(1,0)

p = 0danslecas (0,2), (0,1), (0,0), ze. Mg’,, est réduit a 1 point i.e. Laction de
A sur Eg = Eq est transitive et ce sont avec le cas anabeélien (0, 3) les seuls 4 cas

ot il en est ainsi.

A partis de My 3 oude My, oude Mgy = M, avec g > 1 quand v augmente la “di-
mension complexe” des My, augmente d’autant (par contre M ; SN M, o est un

homéomorphisme). On peut préciser le théoréme de Teichmdller ainsi :

Corollaire. — Dans le cas anabélien, Ay, opere librement sur Eg, de sorte que E,

devient un torseur sur My ., de groupe structural A, .

On en déduit que M, , joue le réle d espace classifiant pour Ay, et que

— N .
(83) ﬂ-i(Mg»l’> ﬂ-ifl(Ag,u)
et le fait que M, ,, soit co-connexe (contenu dans le théoréme de Teichmiiller) équivaut
a celui que A7 |, le soit ce qui est un “théoréme bien connu” rappelé au n° 19.

Je n’insiste pas ici sur Pinterprétation de points de M,, comme des classes
d’isomorphisme de courbes complexes, munies d’une “rigidification de Teichmiiller”

p g
convenable et le point de vue espaces modulaires rigidifiés, qui permet de vérifier a priori
p p g quip p
que M, est muni d’une structure de variété complexe non singuli¢re ; mais déja le fait
ue M, , soit simplement connexe (ce qu’on peut exprimer en interprétant M, ,, comme

q g, q P P P g,
revétement universel d’'un topos modulaire U, ,)) est un résultat profond qui ne semble
pas pouvoir rentrer dans le cadre de la topologie (ou de la topologie différentielle (C*°))
sans plus...

N.B. Pour prouver que les M, , sont co-connexe on est réduit facilement au cas de

g7

Mgy (sig > 2)oude M (cas elliptique ponctué) en utilisant Ap /A7 1 =~ Uy,
(qui est co-connexe) le cas g = 1 est d’ailleurs facile et bien compris...

Notons que les inclusions des sous-groupes Ay , ., — Aj,--- C Ap, = Ap,
définissent une tour d’applications continues :

(84) o= My — My, — ... M,, = M,

vV

(85) ou Mgwﬂ — ]f\\]g,y est pour (g, /) anabélien une fibration en fibre Ay, ~ 179
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[il est donc a fibre contractile et 'co-connexité de M, ,, équivaut a celle de M ,, ; ce qui
nous ramene au cas M, sig > 2de M, ; etde My3sig = 1ou0].

Dans le cas (g, ) abélien on trouve

Mg,l/+1 % Mg,z/

ce qui signifie que dans ce cas si on a deux structures complexes o, 3 sur X qui sont
congrues par u € Ay, (i.e. B = ua) elles sont mémes congrues par A7 ;. En effetsi
G estla composante neutre du groupe des automorphismes complexes de U, ,, pour 5 on
peut écrireu = gvavec g € G,v € A; . donc 8 = gua donc (comme g 18 = p)
B = uac.qfd

Donc M, 11 M, 1,0 et il est immédiat que celui-ci est isomorphe au demi plan de
Poincaré. De méme ]/\\4/370 ~ ]/\\4/170 ~ ]/\\4/070 et comme Af est simplement formé des
automorphismes de Xy = S 2 qui conservent ’orientation, on voit que deux structures
complexes sur S? sont isotopes (puisqu’elles sont isomorphes et qu’un isomorphisme
conserve 'orientation). Cela prouve que les Mo,z‘ (¢ < 3), sont réduits 2 des points !
Ainsi le théoreme de Teichmiiller est assez évident si g = 0 ou 1, c’est le cas g > 2 qui
est profond...

L’espace de Teichmiller (plus généralement tout espace 2 co-connexe sur lequel A,
opere de fagon que A7 , opere librement) va permettre d’interpréter 'extension canon-
ique I, ., de Ty, par 7y, (cas (g, v) anabélien) comme groupe fondamental mixte
d’un espace (homotope a U, ,,) sur lequel I, ,, opere.

(On était ennuyé précédemment, car I, , n’opérait pas lui méme sur Uy ,, mais seule-
ment le groupe A, , dont I'g ,, est quotient, on avait 'impression que le passage au quo-
tient par A7 , était pourtant inessentiel, car A7 , car A7, est oo-connexe et d’ailleurs on
avait trouvé une extension Zg,y del”, . par ce méme groupe co-connexe A7 , qui opére
sur le revétement universel, et un homomorphisme surjectif gg,y — Ay, denoyaum,,
compatible avec cette opération).

Orsi M = E/A; ,, Eestun A7 - torseur de base M, qu’on peut utiliser pour

g7l/,
o
g

E /A3, opérant diagonalement) sur M, de fibre Uy (Cest pour B = E le fibré uni-

tordre U, , sur lequel A? , opére continuement, on trouve donc un fibré H (~ U, , X

versel en courbes complexes de type (g, /) avec rigidification de Teichmiiller...). Comme

FEet A; ,, sont oo-connexes, M aussi, donc I'inclusion d’une fibre dans le fibré est un ho-

motopisme. Or maintenant I'y , opére sur X (de fagon compatible avec son opération
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sur M), d’oti la construction d’une extension de ', , par 11 (H) = m1(U,,,) = 74,

On a fait tout ce qu’il fallait pour prouver que c’est bien essentiellement I, ...
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§ 23. — RETOUR SUR LES SURFACES A GROUPES
D’OPERATORS

Notre point de vue sera non celui des groupes extérieurs a lacets, mais celui des topos
multigaloisiens et morphismes entre ceux-ci, plus souple, on I’a vu. Avant de faire in-
tervenir des opérations de groupes, introduisons la catégorie des surfaces U orientables
(NB pas orientées !) admissibles (i.e. de la forme X \ S, ot X est compacte, S fini

et toute composante connexe de X de genre zéro rencontre S) comme dans Ladegail-
=
U U

~

lerie (en prenant comme 2-morphismes entre homéomorphismes f, g :

les classes d’homotopie de chemins de f 4 g dans I'espace Isom(U, U’)) (qui, avec les hy-
potheses faites a comme composantes connexes des torseurs sous de produits de groupes
A; | (avec (g,v) = (0,0))) — donc ce sont des K (7, 1).

On trouve un 2-foncteur de la 2-catégorie précédente dans celle des morphismes de

topos multigaloisiens (ou, si on préfere, dans celle des morphismes de groupoides) notés
Bp- L) By,

ou pour deux objets de la 2-catégorie Bp« — By et By, — By, la catégorie des mor-
phismes de 'une dans 'autre est formée des diagrammes essentiellement commutatifs de

morphismes de topos (ou de morphismes de groupoide).

/
B,. —"— By



ot fP” et fi sont des morphismes et v : p o fp- — fi o p une donnée de commu-
tativité. Les morphismes entre un / et un g étant définis ad hoc...

Il peut étre utile de considérer les objets de la 2-catégorie comme des topos cofibrés
(ou des groupoides cofibrés) sur la catégorie “fleche” D* — U ayant deux objets D* et U
et une seule fleche non identique D* — U. En termes d’un foncteur entre groupoides,
IIp+ — Iy la catégorie cofibrée (“en groupoides”) associée 11 est définie par: Ob Il =
OblIlp- II ObIIy.

Les fleches entre deux objets de 1Ip+, ou deux objets de 11, étant celles de 11+,
resp. de IIjs et les fleches de D* € ObIl p+ dans U € Ob I1;; étant les isomorphismes
,01(5) ~ U dans IT;;.

On aun foncteur canonique IT — A; qui est “cofibrant” et pour lequel toute fleche
de IT est cocartésienne. [Quand on préfere travailler avec les topos et qu’on rapere les
morphismes p de topos par les foncteurs images inverses p* (N.B. on a une suite de trois
foncteurs adjoints p1p* p,) alors By 2B p~ est décrit par une catégorie fibrée en topos
sur A i.e. une catégorie fibrée B telle que les catégories fibres soient des topos, et le fonc-
teur de changement de base soit exact a guache et commute aux limites inductives quel-
conques.]

Soit . la 2-catégorie des surfaces admissibles, .# celle des morphismes de topos

multigaloisiens (sans condition). On a un 2-foncteur de 2-catégories

S = M

et on sait décrire I'image 2-essentielle par la condition “structure a lacets™”’

qui définit

une sous 2-catégorie pleine de .# soit .#,.. Par ailleurs on sait que le foncteur est 2-

fidele, donc induit une 2-équivalence de .2—caltégories80
S = M

Si maintenant I" est un groupe et si on considere des surfaces admissibles avec action de

I, elles définissent des topos (ou groupoides) B p«, By avec opération de I' dessus [ou des

7”N.B. On exclut par exemple Bp+ =~ “topos vide” Byy ~ “topos ponctuel” i.e. mp« = @ et 1y =~

catégorie ponctuelle.
8971 n’y a pas a se donner une structure supplémentaire dans le cas Bp- ~ “topos vide” sur By - 2

savoir un isomorphisme 7' ~ H?(M,Z) pour toute composante connexe - car on ne suppose pas que
Ion travailler avec des structures orientées ! (Dans I'analogue arithmétique il n’en sera plus de méme bien

sQr...)
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topos cofibrés sur le groupoide [I'] défini par I'] et des morphismes entre ceux-ci com-
mutant a I". On peut considérer une telle donnée comme celle d’un topos multigaloisien
(ou groupoide) cofibré sur A x [I']. Mais la donnée d’un tel morphisme de topos multi-

galoisiens avec opération de I', équivaut a celle de morphismes de topos multigaloisiens

BD*I — BU,F — BF

ceci semble un point de vue conceptuellement commode, notamment quand on fait
varier .

On peut remplacer I par un groupoide II (jouant le réle d’un groupoide fondamen-
tal) et se proposer de décrire la 2-catégorie %% des foncteurs de I dans la catégorie des
surfaces admissibles, [ou encore la 2-catégorie des “surfaces fibrées admissibles” sur le
topos multigaloisiens I° correspondant a II]. On la décrit par la 2-catégorie ZM des

diagrammes de topos multigaloisiens (ou de groupoides)
(1) Bp«nm — By — B

donc finalement on a un 2-foncteur entre deux 2-catégories : celle des représentations
de groupoides dans la catégorie des surfaces admissibles et celle des diagrammes de topos
multigaloisiens (ou de groupoides) (1).

Prenant pour toute composante connexe By, de By un revétement universel Em, et

prenant les produits fibrés, on récupere comme de juste un diagramme
Pi o
(2) Bp: — By, — B =~ topos ponctuel

etune action de m; = Autg; By, dessus; et la famille de ceux-ci pour ¢ variable permet
de récupérer la situation complete...
On dira que le diagramme (1) est “admissible”, si les p; dans (2) sont admissibles ;

d’ot1 une 2-catégorie Z .M, et un 2-foncteur
RS — B M

On regarde la sous 2-catégorie pleine obtenue en se limitant aux IT dont les groupes fon-

damentaux sont finis, d’ot1 un 2-foncteur induit

r@fy — '%f'%lac
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et on se propose d’étudier ses propriétés de fidélité.

Je conjecture que c’est une équivalence de 2-catégorie i.e. qu’il est 3-fidele.

Bien entendu on est ramené quand méme au cas de groupoides connexes I1¢ définis
par un groupe (fini s’il le faut) et on est aussi ramené par des arguments essentiellement
triviaux a regarder le cas de diagrammes Bp« — By avec By connexe.

Du c6té géométrique la situation serait donnée parun U = X \ S de type (g, v),
(g9,v) = (0,0) et une opération de I dessus. OPSU = U,, doncondonne ' — A, .

Pour la question de ¢-fidélité avec 7 < 2 OPS qu’il s’agit du méme groupe I' qui opere...

a) 0-fidélité. Soit U, U’ avec opérations de I dessus k, g : U — U’ commutanta I’
et @, 3 deux homotopies de f a g i.e. : deux chemins de f 4 g dans Isomp (U, U’).

On suppose que dans la description topossique
Bp«p ——— Bypr ———  Br
foxr||9D* fur||9ur =

Bpop ———— Bur ——— Br

Qy :B*D*ifD*%QD*CtOégiﬁgifU%gU-

A prouver que « et 3 sont homotopes. OPS g = Id, U = U, ,,,donc f € A;V, etona
deux chemins o, S de 14 f dans’espace Agyy. On suppose que les deux isomorphismes
correspondants entre identité de IIp+ et fp-p : 11 p; I IT D3, T d’une part entre
identité de 7y et fyr d’autre part sont les mémes. On veut prouver que « et 3 sont
homotopes. Bien sur 'hypothese sur v, 3 relative a 'action de I est vérifiée a fortiori
en se restreignant a un groupe plus petit, par exemple, I = 1, et en fait on voit qu’elle
est équivalente pour I et pour son sous-groupe 1. Le résultat déja connu (Ladegaillerie)
pour I' = 1, montre que ceci signifie que si deux chemins dans A" = (A} ) de1a f

sont homotopes dans A ils le sont dans AT ou encore que

m(AY) — 7 (A)  estinjectif.

Dans le cas 1 (A) = 0 (cas (g, v) anabélien) cela revient donc 2 prouver que 7 (A") =

0.
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b) 1 fidélité. Cela signifie (en plus de la 0-fidélité) que tout isomorphisme entre By
et B, provient d’un chemin de f a g. Avec la réduction précédente OPS g = id
doncona f € A¥dott f : (Bp- — By) — (Bp~ — By) (respectant I') eton a

un isomorphisme avec I'identité.

Soit A un groupe topologique, d’ot1 deux invariants :
71'0:71'0(14)7 1 :7T1(A>

le premier est un groupe (pas nécessairement commutatif) le deuxieme est un groupe
commutatif sur lequel 7y opere. On définit une Gr-catégorie A d’invariant 7o, m; et
correspondant 4 cette opération de 7 sur 71 en prenant comme catégorie sous jacente le
groupoide fondamental (naif) de A et comme foncteur de composition celuide Ax A —
A (Passociativité de A = I1; A est stricte...).

Ceci posé, tout torseur sur A définit un 1-torseur sous la Gr-catégorie A. Plus
généralement pour tout espace topologique S (ou tout topos qui est localement un es-
pace topologique) tout torseur sur S de groupe Ag définit un Ag-champ sur S qui est
un champ en Ag-torseurs. Si m(A) =0 pour ¢ > 2, alors on trouve ainsi pour tout
n € N, n > 2 une n-équivalence entre la n-catégorie des torseurs sur S de groupe Ag,
et la n-catégorie déduite de la 2-catégorie des A g-torseurs en la prolongeant de fagon dis-
crete...

Mais considérons un groupe I', et considérons la classification des Ag . -torseurs sur
le topos classifiant - i.e. celle des A-torseurs avec une opération de I' dessus (commu-
tant a Paction de A). Ces objets forment une 2-catégorie dont les composantes connexes
correspondent aux classes de conjugaison d’homomorphismes de I" dans A. Sion a un
homomorphisme I' — A, il définit une action sur le torseur trivial 14. Si u, v sont
deux homomorphismes, les isomorphismes de (14, ) avec (14, v) correspondent aux

éléments de ’ensemble :
Transp(u,v) = {g € Alv = int(g) o u}

Mais on fera une catégorie O-isotopique en remplagant par son groupoide fondamental
II; Transp(u,v).
Donc un isomorphisme de u et v est encore un point de Transp(u, v) ; maisi on a

deux tels isomorphismes f, g les isomorphismes f >~ g sont les classes de chemins dans
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Transp(u, v) de f 2 g. Ainsi la catégorie Aut(u) est équivalente 2
IT; Transp(w,v) (Transp(u,u) = A*) Aut(u) = II; Transp(u)

et la catégorie Isom(u, v) est soit vide (si u, v ne sont pas conjugués) soit un torseur sous
Aut(u).
Mais pour tout torseur P sous A sur lequel I" opere le 1-torseur I1; P sous II; A = U

est muni d’opérations de I" d’ot1 un (I', A) torseur. On trouve ainsi un foncteur de 2-

catégorie :
2-catégorie des (I', A) — torseurs 2-catégorie des 1-torseurs sous
[ou encore des homomorphismes I' — A A avec opération de I dessus

En somme, on vient de répéter sur le topos classifiant Br la construction faite plus
haut pour un espace topologique S. On aimerait encore exprimer des conditions pour
que ce 2-foncteur soient une 2-équivalence.

Pour ceci, il conviendrait d’abord d’avoir une compréhension de la classification des
classes d’équivalence d’objets de la deuxieme catégorie qui sont eux de nature purement
algébrique, en terme de la Gr-catégorie A etde I'. Quitte a se borner a des torseurs triviaux
sous A (ce qui est licite) il faudrait expliciter ce qui signifie que I" opere sur le torseur
trivial. On constate que cea signifie qu’on a un homomorphisme de Gr-catégorie de la
Gr-catégorie discrete définie par I" dans A. Donc la 2-catégorie envisagée est celle dont

les objets sont les homomorphismes de Gr-catégories
r—A

et pour deux tels morphismes u et v il faut définir (non seulement un ensemble
Hom(u, v) mais) une catégorie Hom(u, v) comme la sous-catégorie Transp(u, v) de A,
a définir ad-hoc.

Considérons pour simplifier le cas ot w1y = 0, d’ot1 A se réduita m etla catégorie des
homomorphismesI" — A i celle des homomorphismes I" — 7. Le fait que le foncteur

de 2-catégorie plus haut soit une équivalence de 2-catégorie se traduit alors pas a pas ainsi

1) 0-fidele signifie que pour touthomw : I' — A, onam (A*) = 0.
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N.B. A" et A°* ont méme composante neutre donc la condition s’écrit

m((A%)") =0

2) 1-fidele signifie que de plus, si u, v sont des homomorphismes de I' = A, et
o, f € Transp ,(u, v) ont méme image dans Tramsp7r0 (u, v) alors av, 3 sont dans

une méme composante connexe de Transp , (u, v).

Pour le voir OPS u = v et on est ramené A exprimer que I'application my(A") —

T est injective i.e. que son noyau est réduit a 1, i.e. que le sous-groupe ouvert
A" N A° = (A°)" de A" est connexe, i.e.

mo((A%)*) =0

3) 2-fidele signifie que en plus des conditions précédentes, qui assurent que pour u,
v, fixés, le foncteur Hom(u, v) — Hom(u, v) est pleinement fidele, que celui-
ci est essentiellement surjectif, i.e. que si u, v sont tels que u,v : I' — 7y sont

conjugués (si on veut égaux) alors u et v sont déja conjugués par un élément de .

Il faut le dire de fagon plus forte : Transp(u,v) — Transp(u, v) surjectif : cela

équivaut a dire que si u = v alors u et v sont conjugués par un élément de A°.

En d’autres termes : pour tout homomorphisme v : I' = my = A/A° §’il existe

un relevementde wen I — A, celui-ci est unique a conjugaison pres.

4) 3-fidele signifie qu’en plus touthomu : I' = mysereleveenu : I' = A.
En résumé, si 71 (A°) = 0 la 3-fidélité signifie que pour tout homomorphisme
u:l' = my = A/A° il existe un relévement u : I' — A, unique a conjugaison
pres, et qu’alors (A°)" est connexe et simplement connexe. Je présume que dans
le cas général o1 on ne suppose pas m1(A°) = 0 il faut remplacer la condition

7 (A") = 0 par m (A" — 71 (A°)) est un isomorphisme.

~

Trop brutal ! la condition en question disant 71 (A°") — 71 (A°)" mais il faut repren-
dre avec soin ’ensemble des conditions et les modifier ad-hoc...Cf feuille intercalaire.
(Le plus agréable serait que ce soit un homotopisme — c’est cela sans doute qui ex-

primerait qu’on a une co-équivalence...)
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Jaienvie de prouver d’abord 1), 2), 3) dansle cas A = A, ., en me limitant au besoin
au cas anabélien (sa doute le plus dur en fait ! mais moins touffu conceptuellement) et
bien stir au cas ot I est fini. Le premier travail sera bien stir celui de déterminer A°* et

sa structure topologique pour essayer de prouver que A" est contractile dans ce cas.
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[Intercalaire]

(On ne suppose plus 7(A°) = 0).

1)
2)

3)

0-fidele. m (A°T) — m1(AY) = H°(T', m1(A)) injectif.
1-fidele. 71 (A°") — 1 (A") bijectif et mo(A°Y) — HY(T', m1) injectif.

2-fidele. m (A°") — HO(T,m(A)) et mo(A°T) — HYT, 71 (A)) bijectif et
mo(A") — Ker(mo(A)') — H(I, ) (qui est déja injectif par la condition
précédente) est surjectif i.e. tout élément de mo(A) qui centralise strictement I'
provient d’un élément de A qui centralise I'. Il faut un peu plus, quand on a deux
homomorphismes w, v : I' = A qui coincident strictement dans A, on veut qu’il

soient conjugués par un élément de A°.

3-fidele. En plus des conditions précédentes, on veut que tout homomorphismes
I' — A (défini par I' — mp(A) et un scindage de la Gr-catégorie de Sinh-

Postnikov extension de I par 71 (A)) provienne d’un homomorphisme I' — A.
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§ 24. — ESSAI DE DETERMINATION DE AT,
LIEN AVEC LES RELATIONS wgf )= {1},ET

,(V,I/—F?’l—l

PROGRAMME DE TRAVAIL...

Considérons une opération (fidele si on y tient) du groupe fini I sur la surface U C
X = Ude type (g,v), U = X \ S,s0it A = Aut(U), doncI' C Aet A* = Al
est le centralisateur de I". Supposons d’abord I' = I'*. Evidemment f € A" implique
que f induit un automorphisme g de X /T" = X’ dont X est un revétement galoisien de
groupe I'. Soit S image de S dans X’ (donc S = X |S"), etsoit S' I'ensemble des points
de ramification de I' dans U, S™* son image dans U’ = X'\ S (NBU = X|U’). Ainsi
g est un automorphisme de (X”, S"), appliquant S sur lui méme, et induisant donc un
automorphisme de V' = U’ \ " = X'\ (S’ U S"). L’image inverse V = X |V est
étale sur V7, c’est méme un I'y/-torseur sur V' et 'image inverse de celui-ci par g|V” est
(via f) isomorphe a V. La donnée de f équivaut a la donnée d’un automorphisme du
I'-revétement V' de V’, induisant un isomorphisme de V' qui, prolongé a2 X', envoie S’
dans lui méme. Cela donne une interprétation de A" en termes de constructions sur X'

Considérons le groupe fondamental 7’ de V'*!, avec sa structure 2 lacets indexée par

Al . . .
S"I1 S, on a donc un homomorphisme surjective
©
7 =T

. \ . . 4 P
qui sur chacun des sous-groupes a lacets d’indice s" € S' n’est pas trivial, et un automor-

phisme g de V'’ définit un automorphisme extérieur g de 7. La condition 2 mettre dessus

$10n a choisit un point z € V et son image 2’ € V'’ comme points de base, pour expliciter 7.



est que son composé avec ( est conjugué de (, et que g applique S”* dans lui méme.

Ceci posé, g est défini par g 2 isotopie pres (si on excepte les cas (¢, /') dégénérés, &
savoir (0, V") avec/ = 0, 1, 2 qu’il faudra examiner a part...) et g étant choisi, f est défini
modulo multiplication par un élément du centre de I" mais on sait déjaque A°NI" = {1},
donc si on se borne 4 examiner des éléments f dans A’", alors f sera déterminé par g de
facon unique.

On est ainsi amené au probléme suivant :

Soit V! = X'\ (S" 11 S™) une surface admissible de type (¢', ") (X’ compacte,
et = card S’ + card S/!), muni d’un sous ensemble S de ensemble des points 2
P'infini et d’un point de base 2/, ot 7’ = m;(X’, 2’). On se donne un revétement
galoisien connexe V' de V' de groupe fini I', ponctué au dessus de ', donc défini par un
homomorphisme surjectif

T
et on suppose V' ramifié en chacun des 5" € S "e. (pour un choix du groupe a lacets
Ly correspondant 2 s’) que Ly — I" n’est pas trivial.

On consideére le compactifié pour X de V, et 'ensemble S (resp. S’) des points de

X sur S’ (resp. S"). Soit ¢ un automorphisme de V/, définissant un automorphisme

extérieur g, de 7%, on suppose que
* / ~ !
%
9 <V |V) V —iso 4

i.e. que ¢ o g, est conjugué a ¢ (ce qui exprime que g provient par passage au quo-
tient d’un automorphisme f de V, défini modulo multiplication par un élément z €
CentreI'). Soit U = VUS' = X\ S (revétement ramifié sur U’ = V/US" = X'\ 5'),
on veut exprimer que parmi les f qui remonte g, il y en a un (nécessairement unique !)
qui est isotope 2 1 dans Aut(U) — i.e. qui induise 'automorphisme extérieur trivial
de 7 (U). On aimerait prouver que se sont exactement ceux qui sont isotopes a 1 dans
Aut(V') — ouencore que pour un tel f, f est nécessairement isotope 2 1 dans Aut(V)
— ie. est dans Aut(V)° et pas seulement dans Aut(U)°.

Notons, lorsque Aut(V)° est connexe, que Aut(V")° se releve (en vertu de principes
généraux) en

Aut(V')° — Aut(V)" C Aur(U)°"

820PS que g fixe 2’ donc g est un automorphisme bien défini de 7.
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Donc la condition énoncée sur g d’isotopie a 1 est certainement suffisante. No-
tons d’ailleurs que les résultats déja obtenus impliquent que Aut(U)" N Aut(U)° =
Aut(U)°" induit /7dentité sur S* (= U avec une notation antérieure). Or soit B C
Aut(U)° N Aut(U, S') le sous-groupe des automorphismes qui fixent les s € S, de
sorte que Aut(U)°/B — Mon(S",U) et  B° = Aut(V)° — un argument connu
nous montre que B/B° ~ 7, (Mon(S", U)).

Comme Aut(U)°"' € B ie. Aut(U)°" = B' on déduitdoncde 1 — B° —
B— B/B°—1

1 — B » BY » (B/B°)Y —— H(T', B°)
L h |
Aut(V)° Aut(V)°" 1

Donc on trouve que la composante neutre de Aut(U)°"

est isomorphe a Aut(V)°
(donc est oo-connexe si V' anabélienne), et son my est inclus dans (B/B°)" =~
71 (Mon(S", U))'. On voudrait prouver que le sous-groupe des invariants sous I est
réduita {1}

H°(T', 7 (Mon(S*, U))) = 0
On aimerait que ceci soit vrai méme indépendemment d’hypothese de réalisabilité,

quand on se donne un homomorphisme de I" dans le groupe de Teichmiiller d’un V,

et qu’on fait les hypotheses adéquates...

Conjecture. — Sozt T un groupe extérieur i lacets de type (g, v), I lensemble d’indices
des classes des lacets, I un groupe fini opérant extérieurement sur . Alors il existe un groupe
extérienr a lacets ', d'ensemble I' des classes de lacets, une opération extérienre del sur ',

une partie I'* de I stable par T, un homomorphisme extérienr de “bouchage des trous de
I/ »

compatible avec laction de T, tels que :

1°) Le stabilisatenr dansT de tout élément de I'* soit non réduit 4 1.

2°) L'extensiondel parn' déduite de l'action extérieurede’ n'a pas d’éléments d ordre
fini # 1 (i.e. pour aucun élément de ' # 1, l'action extérienre sur 7' ne se réalise

par un automorphisme de @' d’ordre fini).
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De plus le U-groupe extérienr a lacets ', muni du morphisme ' — , est déterminé

a isomorphisme pres.

Commentaire. L’existence de 7/, @’ — 7 est évidente dans le cas “réalisable”.
L’unicité a isomorphisme unique prés, méme dans le cas réalisable n’est pas évidente,

ni méme prouvée. Le noyau de

Autexty, (7', m) —— Autext(7)

Autexty, (7', [ ' H

est justement le groupe m; de tantde®, et pour montrer que le foncteur des couples
(7', I'") d’un T-groupe extérieur 7' et d’une partie I de I(n') stable par I, telle que
Iextension correspondante de I' par 7’ soit “sans torsion” et que le stabilisateur de tout
i’ € I'" dans T soit non trivial, vers les I'-groupes extérieurs, soit (non seulement essen-
tiellement surjectif mais) pleinement fidele, est déja problématique. La fidélité signifie

justement que 7] = {1}, la pleine fidélité est plus forte que le fait que
Autext(7', m)" — Autext(m)"

est surjectif (dans le cas réalisable, cette surjectivité serait conséquence du fait que toute
classe ’homéomorphisme commutant a I' contient un homéomorphisme commutant
aI") — il faut ajouter a ceci que tout autre relevement de I' en une opération extérieure
sur 7’ [i.e. un
' —— Autexty, (7', )
|

Autexty, (7', 1) ]

A . Al . , ;7 7 17
ayant la méme action de 1 sur I, est conjugué du précédent par un élément du noyau
7
de Autexty, (7', I ") — Autexty,(7m) X (& n)...
On va réénoncer la conjecture précédente sous une forme un peu plus générale. In-
troduisons une notation. Sil est un groupe fini opérant extérieurement de fagon directe

sur un groupe a lacets 7 anabélien, donnant lieu 4 une extension £ de 7 par I, on va

83 Plutdt une extension de &/ par ce Ty
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désigner par @ = @(7,I') (“points fixés”) 'ensemble des classes de m-conjugaison des
sections partielles # {1} maximales de I'extension. (Le caractére intrinseque de (7, I'),
indépendemment des choix particuliers de F a été déja noté). Il est clair que ® estun I'-
ensemble, on sait aussi qu’il est fini.

Soit maintenant (7', I") un I'-groupe extérieur a lacets avec I" opérant de fagon di-
recte (I = T'*) et fidele (pour simplifier), fixons-nous une partie I de I’ = I(7'),
stable par I, telle Vi’ € [ " onait I'y # {1}, et considérons le groupe extérieur quo-
tient, défini par bouchage de I " soit ™ — il est clair que I' opére encore dessus.

On veut d’abord définir une bijection

/|

(%) O(m,I) +— o(n', ) I I
en supposant (7, I') également anabélien pour étre plus sur !

a) Application I’ — ®(m,T).

Soit Ly C 7' declasse i’ € I', Z; son centralisateur dans I'extension £’ de I par
7’ de sorte L;s est une extension de I'; par L. Le passage au quotient £/ — E
définit une section partielle I'y < E, contenue dans une unique section partielle
)

maximale (sans doute déja maximale elle méme...**). On trouve ainsi une applica-

tion I' — ®(m,I"), évidemment compatible avec les actions de I'.

b) Application ®(7’,I') — &(7,I)

Toute section partielle # 1 de £’ sur I en définit évidemment une de E sur I" en

passant au quotient ; on a comme ci dessus qu’une section maximale donne une

section maximale, en se ramenant au cas I’ cyclique.85

c) Bijectivité de (*)

, . . . 7 7 1 P A PUREY
Elle n’est pas prouvée (sauf si la situation de départ est réalisable, ou si I * réduit a

un seul élément mais alors I est cyclique et la situation est réalisable...)

Ceci admis on a défini un foncteur

(7', T, I") = (m,D, 1"

$40ui car pour le voir on peut supposer I cyclique et donc la situation est réalisable...! (?)
$5Pas clair, car ’hypothese que les T'; # 0, risque de ne pas étre réalisée.
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allant de la catégorie des I'-groupes extérieurs a lacets 7’ munis d’une partie / "deI' =
I(7") stable par I, telle que s € I' = I'y # {1}, dans la catégorie des I'-groupes
extérieures a lacets, munis d’une partie / "de®(m,I). La conjecture est que le foncteur
(lui méme un peu conjectural, sauf si on se réduit aux situations de départ réalisables,
d’our situations d’arrivée également réalisables) est une équivalence de catégories i.e. 1°)
pleinement fidele et 2°) essentiellement surjectif.

Le point 2°) est clair, quand on se borne de part et d’autre a des situations réalisables.
Mais méme dans ce cas, le point i) n’est pas prouvé. Je pense que si I” est réduit & un
élément, alors les propriétés du foncteur “forage d’un trou” permettront de I’établir aisé-
ment. On voit aussi que pour I’établir, on est ramené a établir la bijectivité de (*), et le
théoreme d’équivalence dans le cas otr I est transitif sur / "

Pour résumer, le programme d’attaque du probléme de réalisabilité d’un I'-groupe

extérieur a lacets serait le suivant :
I) Etablir la bijectivité de (*) dans le cas général.

II) Etablir la pleine fidélité du foncteur précédent (en se ramenant au besoin au cas

ol I'" est une orbite (singuliere) de I dans I’ = I (7).

III) Danslecasou ®(m,I') = @ i.e. Pextension E n’a pas d’élément d’ordre fini # 1,
prouver que £, muni de 'ensemble des E'-classes de conjugaison des centralisa-

teurs des L; (i € I(m)) dans E, est un groupe  lacets.

D’ailleurs, pour disposer des propriétés préliminaires indispensables des ensembles
(7, I'), il faudrait commencer par réaliser ce programme pour les groupes cycliques
(opérants de fagon directe), et procéder dans ce cas par dévissage.

Si le théoreme de classification complet (comme équivalence des 2-catégories — des
opérations topologiques et des opérations isotopiques —) était vrai, les points I, IT, IIT de
ce programme devrait I’étre aussi, et ce serait donc un bon programme d’approche. Les
points I et I devraient étre encore valables, des que le 2-foncteur entre 2-catégories serait
2-fidele (pas nécessairement 3-fidele), du moins pour les situations réalisables. On dirait

alors qu’une action extérieure de I est admissible, si

Autext(n', T, I'") =5 Aut(w, T, I
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et si de plus toute autre action de I' sur 7', induisant la méme action sur 7 et la méme
application I — ® (7, T'), est conjugué de I’action originelle.

Ceci posé, la condition nécessaire et suffisante de réalisabilité d’une action extérieure
fidele de I' sur 7 serait alors que cette action se remonte (par “forage de trous” pour
I'" = ®(7,T")) en une action admissible de T sur un (7, I'""), (par définition méme
le relévement serait alors unique) et que de plus 'extension correspondante £’ de I par

7' soit un groupe 2 lacets.
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§ 25. — GROUPES DE TEICHMULLER SPECIAUX

. ’ N !
Revenons aux notations du n°19, on va définir un sous-groupe SA, , de A'g y
SA,, ={u € A, | uinduise I'identité sur un voisinage de S, , }

i.e. ensemble des automorphismes de U, ,, qui induisent I'identité dans le complémen-
taire d’un compact.

Contrairement aux autre sous-groupes de A, considérés jusqu’a présent, celui-ci
n’est pas un sous-groupe fermé. N.B. Dans le cas ol on travaille avec des surfaces com-
pactes a bord au lieu de surfaces compactes (sans bord) “trouées”, il y aurait lieu de pren-
dre le groupe des automorphismes qui induisent I'identité sur le bord.

SA,,, estunsous-groupe invariantde A, ,,, le quotient A, ,, /S A, , étantisomorphe
au groupe des germes d’automorphismes de X au voisinage de Sy ., ou encore le groupe
des germes a I'infini d’automorphismes de Uy, ([?] les complémentaires de compacts...)

On aura évidemment, puisque SA,, C A,
(544,)° C Ay,

Posons
SA,, =SA,,/SA

971/

on aura un homomorphisme canonique

! I+
SAW — I‘W



qu’on va interpréter de fagon algébrique, en termes de Iinterprétation de I, , comme le
groupe des automophismes extérieures du groupe a lacets 7, ,,, induisant I'identité sur
Sgp = 1(Tg.).

Pour tout? € Sy, choisissons un L; de classe i dans 7, , - ce qui revient a se donner
un “point” de Bp: (> un revétement universel b\} ) et un isomorphisme entre son image
dans By—y,, avec le “point” s = s, , de référence, qui servait a définir 7, , comme
AutBU ~ 7 (BU, S).

Ceci dit, si u est un automorphisme de m = 7, , le fait qu’il respecte (strictement, en
induisant I'identité sur Sy , ) la structure  lacets, s’exprime par existence d’une famille

d’¢éléments g; € T, tels que
u(l) = ing; (1) (i € 1,1 € Liya = x(n)

-lesquels g; sont déterminés par u modulo multiplication 4 droite par des \; € L;. Sion

ade méme v, (h;),alors: pour! € L;ona(sia = x(u), 5 = x(v))

(wo)(1) = v(u(l)) = v(int(g; "))v(1") = int(v(g; )i ") (1°%) = int(hsu(gi) =)

donc vu est compatible avec le systeme des h;v(g;). Posons

(0, (ha))(u, (9:)) = (vu, hiv(g:))

On trouve alors une structure de groupe sur 'ensemble SE' des (u, (g;)), sous-groupes
du produit semi-direct de E' = Autexty, (7, id sur I) par 7/, sur lequel E' opére de

fagon évidente. L’homomorphisme naturel
SE'— FE'

L; ~ T! ot T estle

module des orientations. D’ot1 une structure d’extension ot F opere sur T7 via son

est surjectif, et son noyau est essentiellement isomorphe 3 [ [, .,

action sur 1’
1T 5 SE' S E' > 1

Et je voudrais interpréter cette extension comme I'image inverse d’une extension canon-
ique de I par T (canonique en tous cas, une fois choisi les 5} )-

Pour ceci, notons que si % est une auto-équivalence de la situation Bp« — By, in-
duisant I'identité sur /, on peut considérer les @ au dessus de 1, A savoir les systemes

(@, 7;), ot pour tout i € 1,7; : b\} — u(f)}) [déterminé mod élément de 7.
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Le groupe des classes d’isomorphie d’automorphismes de (Bp+« — By, (5})), ou si
on préfere, des classes d’isomorphie d’automorphismes de (B — Bp« — By) induisant

. . . i . |
Iidentité sur /, est donc une extension de I'" par T!, soit ST".

On va définir un homomorphisme de suites exactes

1 s T! > SF' s B s 1
1 s T sy ST s T 1

. . . . 1 .
qui prouve que SE ' est bien I'image de 'extension ST par T!. Pour ceci, on note que

E' est le groupe des classes d’isomorphie d’auto-équivalences de

Bp-

|

By «—— pt.s
et SE' celui des classes ’isomorphie d’auto-équivalences de

Bps «— B;

X

By +— pt.s

(x est un isomorphisme de commutation)

qui s’envoie e fagon naturelle dans celui des classes d’isomorphie d’auto-équivalences des
diagrammes B; — Bp» — By.
g

En fait, dans tout ceci il n’y avait aucunement lieu de se borner aux automorphismes

de 7 (extérieurs ou totaux) induisant I'identité sur I. On trouve de toutes fagons des
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extensions SFE de E par T! ST'del par 17, et un homomorphisme d’extension

1 1
T —— T

de fagon que I'on peut considérer S E comme extension de I par 77 x 7
1=-T'x7—SE—-T—1

et Pextension E resp. ST se déduit en divisant par T! resp. par .

Revenant maintenant au cas type U, , = X, ,,\ S, ., on prends des notations

Eg,zz = AUtlac (ﬂ-g,l/) (2 Fg,l/+1 si (gv V) # (07 0)7 <O7 1) ie. 7Tg,u 7& O)

et

ST, = S Autexty,(m,,) (extensiondeTl,, par T")

et
SEgrl/ (2 SF;W-ﬁ-l/FQW)?
(ot ST, désigne le sous-groupe de STy, 1 [?] des éléments qui fixent le dernier
élément s,,...)
On désigne par S F;,V et S E;J, les sous-groupes des précédents ST’y ,, SE,, qui
induisent I'identité sur [ = S, .

Et revenons enfin aux relations avec S A, ,,, on va définir
I+
SAy, — ST,

en notant que siunu € Ay, induit I'identité sur un voisinage de .S, ,, alors uq (D}) =
T+ 40 (14 ! . . s .
Dy et on pourra définir un élément de ST, , en prenant comme T'; les identités. Le fait

ue ’lhomomorphisme obtenu soit trivial sur (S A, ,)° est sans doute trivial, d’ot1
q p 9, >

SA,,/(SA,,)° — SF};V
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Dire que c’est surjectif signifie que tout automorphisme dans Ai;;, (i.e. tout automor-
phisme de U, ,, induisant I'identité sur S, ,, et respectant I'orientation) est isotope (par
une isotopie, si on veut, qui reste I'identité dans 'extérieur d’un petit voisinage de Sy )
4 un automorphisme qui soit I'identité sur un voisinage, c’est facile. L’injectivité [est]

peut-étre plus délicate, elle revient essentiellement 4 déterminer le noyau de

SA;./(SA;.)° =T le. SAg, NAY,/(SA;.)°

!
g,

comme TI == TSQ’V . On peut sans doute se ramener au contexte des surfaces compactes

abord (notons par un ' les groupes topologiques correspondants), on a

sV

1— SAY, — A — H Aut™(C;) = 1

i€Sg.

ott Aut™ (C;) homotope au groupe circulaire standard U tordu par 7', et le + indique
les automorphismes conservant 'orientation et les C; sont les composantes connexes du

bord. On en conclut la suite exacte d’homotopie

[T, ma(Aue (1) = 0

7T1(A;:V) T]
7T1(SA;V) _—> 7T1(A/g',—iz;> E— Hz 7r1(Aut+(C',»))

/

Wo(SA;I) — (A —— [T, mo(Aut™ (C;))

v

(a calculer) I

[et Wi(SA/g‘TV) ~ (AP )sii > 2]ie.

g,V
0 — m(SAS,) = m(Ap,) =TT — mo(A)T) = T)h — 1

WZ(SA/;’FV) ;> 7TZ‘(A;O’V) Vi 2 2

. ;. . / .
On a un homomorphisme évidente (par “recollement de disques”) A, — A, in-

duisant SA) , — SA,,, et ce sont la sirement des équivalences d’homotopie donc la
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suite exacte précédente doit pouvoir s’interpréter comme suite exacte

0= m(SAg,)° = m(4y,) = Th = m(SA,,) = T, — 1

Ti(SAgvy)O —N—> Wi(Ag’l,)o \V/Z Z 2

Dans le cas anabélien, on trouve bien, puisque m; (A; ) = 0, une structure d’extension

1 — T — m(SAg,) = T, — 1

et de plus
mi((SA,,)°) =0 pour i>2

Dans le cas abélien, on doit expliciter
A T
mi(Ay,) —

et on va distinguer les deux cas abéliens (sous-entendant que 'on ait / # &'!) -ona
toujours g = 0, v = 1 ou 2.
En tous cas, introduisant une structure analytique complexe et le groupe G, com-

posante neutre du groupe des automorphismes complexes, on a
~ °
G— Ay,

a) Casg = 0, v = 2G ~ C* on voit que si la structure a lacets de 7 est
définie par les deux isomorphismes k; : T — 7 (i € I = {sp,, S01}) alors
71 (G) — T7 ’identifie, 2 T — T dont les composantes sont ces deux x; (qui
sont symétriques, donc c’est un homomorphisme injectif dont I'image estle noyau
de application somme T — T, donc ici le noyau de m(S4,,,) — T'.f, (dont

m0(SA,,)) lui méme) est isomorphe, non 2 7, mais a son quotient 7.

Quanta (SA; )% tous ses ; (i > 1) sont nuls - il est encore co-connexe.

b) Casg = 0,v = 1. Alors G ~ Aff(1,C), m(G) ~ T et (G) — T1 = Test
un isomorphisme. Ici, le noyau de ’lhomomorphisme 7 (SA4,,) — F!;;/ est nul

i.e. Wo(SAg’l,) = 0.

Dans ce cas encore, on trouve que 7;(SA; ) = 0 pour tout i > 1. On trouve donc
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Théoreme. — Supposons v > 0. Si (7, v) est anabélien, alors mo(S A, ) est canon-

. . \ I+ o
iquement isomorphe a ST\, Dans tous les cas (S Ay,,,)° est 0o-connexe.

Nous allons expliciter une relation de compatibilité pour ST relatif a un 7 a lacets,
enfixantun¢ € I = I(m), d’oli un stabilisateur I'; C I" dont I'image inverse (ST');
dans ST est donc une extension de I'; par T".

Utilisant la projection N T, on trouve une extension de I'; par T', qu’on va
décrire d’une autre fagon.

L’extension ST est définie intrinséquement par la donnée de [ réalisation (7);c; du
groupe extérieur 7 par des groupes, avec dans chaque m; un L; C m; de la classe ¢ (c’est
cela, la donnée d’un systeme de (5} ).

Pour un automorphisme extérieur a lacets u € I' de 7, pour tout ¢ il est possible
de le réaliser pour u; € Auty,(7;), avec u;(L;) C L; - cet u; est déterminé modulo
multiplication  droite par un int(x;(a)), o @ € T

Si on regarde la sous-extension obtenue par restriction a I';, on note que la projection
7! P4 T est stable par I';, donc on en déduit une extension de I'; par T', qui n’est autre
que le groupe des automorphismes a lacets de 7; qui normalisent L; - qui est bien une
extension de I'; par L; (son intersection avec m; C Auty,(7;) étant réduite 3 L;).

Ceci nous montre que I'extension de I" par T! a une nette tendance i ne pas étre
triviale, car il en est ainsi (pour ¢ € I fixé) de I'extension de I'; par 7" a qui elle donne
naissance. Si par exemple on a un sous-groupe fini G C F;“, Pextension induite n’est
jamais triviale si G # 1, on 'a vu. En ait, G doit étre cyclique et son image inverse dans

Iextension en question est isomorphe a 7'...
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§ 25 bis. — CAS DES DEUX GROUPES. RETOUR SUR LES
NOTATIONS

On se place d’abord pour fixer les idées dans le cas topologique et discret, mais la mo-
tivation est le cas d’un courbe algébrique U sur un corps de type fini K, oionaala
fois le groupe Grc = Auty (U)* et T' = Gal(K/ K) qui opérant extérieurement sur le
1 (Uﬁ) .

Dans ce cas, G et I' commutent, mais on peut regarder plus généralement le cas du
groupe (plus gros que Gx) Gz = Autg(U), sur lequel I' opére (de facon pas nécessaire-
ment triviale - cette opération décrit un groupe algébrique étale fini sur K).

Supposons donc qu’on ait une surface U (orientable, U = X \ S, X compacte
connexe, S finie) sur laquelle opere deux groupes G, I', Paction de I" normalisant celle
de G - donc on a un groupe G = I'G' (produit semi-direct, pour une certaine action de
I" sur ) qui opere sur U. On suppose G fini, mais pas nécessairement I fini.

On suppose choisi un revétement universel UdeU , d’ot1 un groupe a lacets 7 =

Aut(U), sur lequel G opere extérieurement, d’ot1 'extension
(1) l>m—>F—-G—1

Si l'action de G sur U est fidele, alors G < Autext(m), et I'extension précédente est

I'image inverse de 'extension de Teichmiiller de 7

1 - 7 — Aut,(7) — Autexty, (7) — 1

86Cas anabélien donc G fini.



On aura a regarder d’autres revétements universels que U , etleurs isomorphismes avec U.
Quand U=U (P) est le revétement universel basé en un certain P € U, alors pour les
revétements universels U (()) basés en un point, les U-isomorphismes U(P) = U(Q)
correspondent donc aux classes de chemins de P a ().

Soit ) € U tel que son sous-groupe d’isotropie G dans G soit tel que Gg # 1.

(Donc Gg est cyclique). Choisissant une classe de chemins de P a (), on trouve une

opération de G sur U (P) ie. un relevement G %9, E dans Pextension (1) - le
changement de classe de chemins de A en \’ donnera un relévement 7¢; , qui sera con-
jugué de 7 par un unique élément de 7 = (U, P) (Punicité provient de 792 = 1),
savoir celui qui fait passer d’un chemin a l'autre.

Considérons le stabilisateur I'g de () dans I, qui opére bien sur U (Q) tout comme
G (en fait c’est G quiopered’our : Gg — F...), donc via A on a aussi un relevement
1t : g — E, quialaméme propriété de normaliser r¢,, (avec opération de I'g dessus,
qui est celle provenant de 'opération de I" sur G)*. Pour simplifier, supposons quand
méme que I opere trivialement sur G'i.e. G = I' X G, alors o (I'g) C FEest contenu

dans le centralisatenr der (ouder(G)) et comme 7"(%@) = 1, donc ’homomorphisme
Centr(r(Gg)) = G

est injectif™, le relévement en question 7 o est uniquement déterminé par la condition
précédente.

En ait, 'image de Centr r(G) dans G contient Gy, et on [] de méme le relévement
Go TG—Q> E. La chose intéressante, c’est que le choix d’un relevement du (petit) groupe
Go, impose déja le choix d’un relévement du (grand) groupe I', ou Gg.

Je dis que I'image dans G du centralisateur (et méme du normalisateur) de (G ) est
G¢ lui méme (a priori il le contient).

Revenant i U (@) lui-méme, cela signifie que si g € G est tel qu'il existe un auto-
morphisme g de U (Q) qui reléve g, en normalisant I'action de G, alors g € Gg et g est
le relevement évident). En effet, si g normalise I'action de G, il invarie 'ensemble des

points fixes de G dans UQ), qui est réduit au point Q.

87N. B. Comme I’ensemble des points () est fini, et que G opere dessus, 'orbite de ) sous G est finie,

i.e. Gg est d’indice fini dans G et de méme I'g sous I'.
% N. B. Indépendamment de toute hypothese que I centralise G, le normalisateur de 7(G) dans T,

égal 3 son centralisateur, est réduit 2 1, donc Norm(r(Gq)) — G est injectif.
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L’ensemble U' des points Q € U tels que Gg # (1) est stable par I'action de G, et
s’identifie (avec cette action) a 'ensemble des relévements maximaux modulo 7 de sous-
groupes (cycliques) # 1 de G™.

Quand on connait, pour un relevement partiel » d'un G dans E, i.e. le relevement
correspondant de G, alors de méme pour les conjugués de r par n’importe quel élément
g (non seulement de 7y mais méme de £), par simple conjugaison. Donc les cas a déter-
miner correspondent pratiquement aux orbites de G dans U'.

On peut s’intéresser a décrire G — I en tant que sous-groupes de Autexty,.(7) = I"
donnant lieu a 'extension £’ de I par 7 (donc 2 C E'). Mais pour tout relévement r
d’un G, considérons Centrg/ (1), on aencore Centrgr N = (1) i.e. on trouve une sec-
tion au dessus de I'image de ce centralisateur dans IV, soit I"(()). Cette image ne dépend
que de @ i.e. dela classe de m-conjugaison de r ou de r(Gg), et est remplacée par un
G-conjugué quand @ est remplacé par un G-conjugué. Ceci dit, l'intersection " des
I"(Q), pourQ € U ' estun sous-groupe de I qui contient intersection G 7 des Go, et
le centralisateur de GG dans I"'f contient de méme Pintersection I'* des ', qui est un sous-
groupe invariant d’indice fini de I'. Et on peut alors se proposer de voir s’il est posssible
de caractériser au moins le sous-groupe fini ' de I' comme Centrpvs (G), et de récupérer
peut étre I comme le normalisateur de I'¥ dans Centrg ().

Je m’intéresse plus particulierement a la variante profini de ceci, dans le cas ou U =
]P’(ll\ 0,1, 00, G = &3,I" = groupe de Galois sur Q de la clture algébrique Q de Q dans
Cetp = exp(2in/6).

Je n’ai pas vérifier que I' — Autexty, (7) soit injectif, cela m’empéche de faire des
calculs dans Auty, (7), fussent-ils heuristiques pour le moment.

Je bute sur des ennuis de notations - trop de groupes sont désignés par la lettre I"
(avec éventuellement des primes, indices, exposants...) Il y a trois types de groupes qui

interviennent dans mes réflexions :

a) Les groupes de Teichmiiller et ses variantes, qui jouent le réle de groupes “uni-
versels” opérant (éventuellement modulo isotopie) sur des surfaces, ou sur des

groupes extérieurs a lacets. Ces groupes ont tendance 2 étre infinis.

b) Des groupes (le plus souvent finis) opérant sur des surfaces topologiques, ou sur

des courbes algébriques (sans, dans ce cas 1, bouger le corps de base).
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c) Des groupes de Galois profinis (donc infinis), surtout de corps de type fini sur Q,

opérant “arithmétiquement” sur des surfaces et leurs 71 -géométriques®.

Cest a cause des analogies profondes entre les cas b) et c), et leurs relations étroites
avec le cas a), que j'avais été induit 4 adopter des notations communes, mais qui a la
longue finissent par aboutir a des collisions. Il y a donc lieu de revoir les notations. Je
vais réserver la lettre G et variantes pour des actions géométriques (cas b)) de groupes, le
plus souvent finis, la lettre I et variantes pour des groupes de Galois, la lettre G pour des
groupes mixtes.

Quant aux groupes “universels” de type Teichmiiller, comme ceux notés I'y,
précédemment, je vais plutdt les noter T, T, , (initiale de “Teichmiiller”, alors que T',
G sont Iinitiale de Galois).

Le groupe de Galois sur Q de la cléture Q de Q dans C mérite une lettre spéciale, je
le noterai I'. Le quotient Normg (‘/I\g,u) / (‘/I\g,u): qui s’apparente plus & un groupe de
Galois qu'a un group de Teichmiiller, seranoté I'y , (lettre grasse!). Danslecas (g, v) =
(0,3) qui m’occupe plus particulierement, I'g 3™ s’identifie au centralisateur de G =
S5 = T 3 dans ‘,2:073 ilest contenu dans fg’g, et peut-étre égal. On aun homomorphisme
canonique I' — Iy 3 (plus généralement I' — I ) dont j’ignore pour l'instant il
est injectif, et encore plus s’il est surjectif. Les réflexions qui précedent suggerent des

conditions sur I'image, qui sont surtout intéressantes si on admet les relations
S =moo = (1)

On a désigné par £, , 'extension canonique de ¥, ,, par 7, , (qui pour (g, /) anabélien
s’identifie a T'gﬂj +1)- L’opération extérieure d’un groupe G, I, G définit aussi une exten-
sion par 7 (ou par 7), qu’on a également désigné par la lettre £ (initiale d’extension) - il
y a a nouveau collisions de notations.

Je vais prendre la lettre & (qui fait penser a ‘T) pour ces extensions dans les cas uni-
versels a la Teichmiiller, (en écrivant S, ,, au lieu de Flg,u 11> puisque optique est dif-
férente...), et en gardant la lettre £ dans le cas précédent. Donc E a tendance a étre une

sous-extension d’un S.

$9Les cas b) et c) se mélangent parfois (dans un groupe G extension d’un groupe de Galois I par un

groupe fini G) dans le cas de la Géométrie Algébrique.
T est ici produit semi-direct de &3 = T+ par T'.
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Admettant que I' — T’ 3 est injectif, on aurait donc

l —— g3 —— Gy —— Ty xTos —— 1

1 —— 7o > So3 » O3 xZ/2 —— 1

1 ~
N. B. On note égﬂj le normalisateur de @;V dans égﬂy, extension de I'y ,, par é;’y.
Siy € I'y3, pour qu’il soit dans I'image de I il faut qu’il admette un relevement u
qui commute a p, et un relevement qui commute a 0 (ce qui, des quey € ‘/3\0,3, implique
déja que v dans ‘/3\073 commute a TSFB = &3, i.e. qulils est dans I'y 3). Il se pourrait que
tout élément de Iy 3 ait déja cette propriété, donc que cette condition ne pose pas de

restriction sur 'image de I' dans I 3.
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§ 26. — GROUPES DE TEICHMULLER PROFINIS
(DISCRETIFICATION ET PREDISCRETIFICATION)

Soit 7 un groupe profinialacets de type g, v, T'le Z-module inversible de ses orientations.

On suppose qu’on est dans le cas anabélien, et on admettra qu’alors
(1) Centre(m) = {1},

plus généralement que le centralisateur dans 7 de tout sous-groupe ouvert de 7 est réduit

a{1}. On aura donc encore une suite exacte canonique de groupes profinis
(2) 1 - 7 — Auty(7) — Autext, (7) — 1.

On posera aussi

~
~

(3) Autexty, () = E(7),

et on Pappellera le groupe de Teichmiiller étendn de m. On posera aussi é(ﬂ') =

Auty, (), de sorte qu'on peut écrire (2) comme
(2)) 1= 71— S(r) = %(r) = 1.

Appelons “base” de 7 un ensemble d’éléments de 7 : (x;, ¥i)1<i<g> (I;)1<j<0» les [j en-

gendrant les différents groupes a lacets, satisfaisant

(4) l,,l,,_l e ll[l‘g, yg] Ce [5517 yl] = ]_,



et tels que ceci soit une relation génératrice. Si on choisit dans 7, , une base (discrete)

(définition correspondante)’, d’ott une base de 7, : on aura une bijection évidente
(5) Isomy,(7rg,,, ™) — Bases(m).

L’ensemble des bases de 7 est un ensemble homogene sous S(m) = Auty (7). Silabase
correspond 4 un isomorphisme u : 7,, — , le groupe 7y engendré par les x;, y;, I,
n’estautre que u(7y,, ). Les sous-groupes de 7 qui peuvent s’obtenir ainsi sont appelés les
discrétifications de . Celles-ci formentun enAsernble homogene sous S () = Auty (),

canoniquement isomorphe au quotient du &, -ensemble 4 droite Isomy, (7., 7) par

Sy
(6) Isomy, (7, 7) /S, — Discrée(m).

Les automorphismes (profinis a lacets) de 7 fixant une discrétification 7 s’identifient

aux automorphismes du groupe discret a lacets 7 :
(7) Auty, (7, 79) =~ Auty, (7).

La bijection (5) met sur 'ensemble des bases de 7 une structure de bitorseur sous &(7),
S,.., et la topologie correspondante en fait un ensemble profini. L’ensemble des dis-
crétifications de 7, qui est un quotient de 'ensemble précédent, hérite d’une topologie
quotient, qui n’est autre que la topologie quotient du deuxi¢eme membre de (6). Cet
espace n’est pas séparé (S, ,, est toujours infini), car le groupe &,, C &, , n’est pas
ermé. On désigne par Discrét (7) Pespace topologique séparé associé, s’identifiant a
f On désigne par Discrét(m) Pespace topologique sép identifiant

Isomy,(7g,, m) /Sy, ot &, désigne 'adhérence de S, dans S, ,. On a d’ailleurs
un homomorphisme évident &, ,, — &, dontI'image est &, ,,, nous admettrons qu’il

est injectif et identifierons G4, 4 &, .. Ainsi
(8) Discrét’ (7) ~ Isomy (g, 7)/Sgu-

Un élément de Discrét'(7) s’appelle une classe de discrétifications de 7 (ou prédiscréti-
fication de ). Si 7 est une discrétification, on désigne sa classe par 8. Lensemble des

classes de discrétifications de 7 est un espace homogene sous S(7), le stabilisateur de

91ou encore on définit g, comme le groupe discret de générateurs les x;, y;, [; et de relation de défi-

nition (4)
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8 s'identifiant 3 Padhérence de &(mg) = Auty, (7o) dans &(), ou encore 2 S().

Celle-ci contient toujours 7.
(9) Auty, (7, 7)) ~ S ().

Pour toute [pré?]discrétification Wg, le sous-groupe de & () des automorphismes a lacets

qui fixent 7] est noté & (73). C’est donc 'image inverse d’un sous-groupe de (), noté

T (78).”> On a donc une inclusion de structures d’extensions :

1 > T > S(rh) —— T(xl) —— 1
(10) 1 1
1 > y &(1) —— Z(n) —— 1.

(On montre par voie arithmético-géométrique que I'inclusion T — T n’est jamais un

isomorphisme). On trouve ainsi une application
(11) Discrét'(m) — sous-groupes fermés de T(7),

[ = E(mp)]

évidemment compatible 4 I'action de &(7) (transport de structure) — opérant a droite
via T(m) et ses automorphismes intérieurs sur lui-méme.

On trouve ainsi une classe de conjugaison bien déterminée de sous-groupes fermés
de T(m), qu’on appelle ses sous-groupes de Teichmiiller “géomérrigues”. 1l se pourrait
d’ailleurs que ¥, ,, soit son propre normalisateur dans ¥, ,, ce qui équivaut a ’assertion

g7 g?
que (11) est bijective : la donnée d’une classe de discrétifications de 7 serait équivalente

3 celle diun sous-groupe de Teichmiiller géométrique dans son groupe de Teichmiiller

étendu .7

>NB. L’ensemble des classes de discrétification de 7 se décrit en termes de groupes extérienrs défi-
nis par T comme Isomexty,(7g ., m) divisé par ¥y, 5 on a d’ailleurs une application de degré 2
Isomext(7ty ., m) /TS, — Isomext(7y,,,m)/%y,,, ce qui permet pour toute classe de discrétification

de définir ses deux orientations et de parler des classes de discrétification orzentées.
Best completement déconnant et ultra-faux ; un moment d’égarement ! Cela apparait clairement par
la suite...La question judicieuse (avec laquelle j’ai dt sur le coup confondre) C’est si T est znvariant dans

T, i.e. sile normalisateur est T tout entier.
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Notons qu’on a des homomorphismes canoniques

Xy 7+

>

(12)

W

(13) — 6]

(ou I = I(m) est 'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes 2 lacets de ),

induisant sur ‘i(ﬂg) des homomorphismes correspondants — d’ot1 la définition des sous-
Al A A~

groupes T, ‘{r, T ' et de méme pour . Notons que y ne prend sur ¥ que les valeurs

+1.

Le sous-groupe T+ des automorphismes extérieurs du groupe a lacets profinis 7, fix-
ant une classe de discrétifications 7Tg et de multiplicateur +1, joue un réle tres partic-
ulier. A 'opposé de ce qu’on peut conjecturer sur ¥ (dont @*Aest un sous-groupe ouvert
d’indice 2), on supposerait plutét que T+ est invariant dans ¥ [voir note en bas de page
précédente]. En tout état de cause, les sous-groupes ainsi définis dans T via classes de
discrétification de 7 (peut-étre n’y en a-t-il qu’un seul et unique!) s’appelleront les sous-
groupes de Teichmiiller géométriques szricts. Le choix d’un tel sous-groupe de ¥ est, en
tout état de cause, un élément de structure nettement plus faible que celui d’une classe de
discrétification, et méme que celui d’un sous-groupe de Teichmiiller géométrique (pas
strict). Pour préciser les relations entre ces deux notions, rappelons d’abord que TH=%
se déduit de ¥ comme noyau de x| : T — {#£1}. D’autre part (pour un sous-groupe

de Teichmiller géométrique strict choisi §+), considérons
(14) Ny =N = Norm, (2)

oY = T ([N est] peut-étre toujours égal 2 T tout entier), évidemment (si £ provient

d’un %)
(15) =%t CcTC N

Le groupe profini N/ associé 2 X se note I'y; (si X est unique, on note I';), et les T
donnant naissance au méme > correspondent a une classe de conjugaison d’éléments

d’ordre 2 de I's;. Il est clair en tous cas qu’on a une application injective

{ensemble des sous-groupes de Teichmiiller géométriques T dans < tels que =3}
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1

(16) {ensemble des éléments d’ordre 2 dans I's; }

et que son image est stable par conjugaison. Montrons que deux éléments de I'image sont
conjugués dans I's;. En effet, soient i’, TS Y tels que ¥ = T+ = T Il existe g e T
tel que ¥ = Int(g)%, et on aura alors '+ = Int(g)¥+,ic. g € N, OK.

Les éléments d’ordre 2 ainsi obtenus dans I's; s’appellent les involutions canonigues.
On en donnera une interprétation conjecturale remarquable plus bas. L’ensemble T /N
s’identifie a 'ensemble des sous-groupes de Teichmiiller géométriques stricts (une fois

choisi I’élément “origine” 32). Plus intrinsequement, on aura :

~
~

{Ensemble des sous-groupes de Teichmiiller géométriques stricts de T ()}

"
(17) Isomy,(7g,, m) /Ny
ou on pose, comme de juste,

(18) Ny =Norm; (37,

(peut-étre égal a i'g,l, tout entier !).

Considérons maintenant le topos modulaire sur Q des courbes algébriques de type
(g,v), noté Mg, q ou simplement M, ,,. Sinous choisissons un revétement universel
]\f/[\gj , (d’ot1 un revétement universel de Spec Q, i.e. une cléture algébrique Q de Q), on
peut préciser le 71 (Mg,,q) comme le groupe des My, o-automorphismes de ce revéte-
ment et appeler le groupe de Teichmiiller arithmétique de type (g, v) (relatif au choix

de M, q)- On aura donc une suite exacte

(19) 1= m(M,,5) = m(M,g,) = Gal(Q/Q) — 1,

(ot Q et les points base sont explicités comme il a été dit). Notons que par la théorie
transcendante de Teichmiiller on a un isomorphisme (défini modulo I"opération induite

par 7y (M,,,) sur m (M, ,5) ) :

(20) 7-[-1(]\49,%(72) = i_(—]"_71/
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\ A+ . 7 . —+
(ou T, estle compactifié profinide X ).
Considérons d’autre part le schéma Uy, sur M, ,, courbe de type (g,v) “uni-
verselle”. On a dong, en choisissant un revétement universel Uy ,, de celle-ci au-dessus

du revétement universel choisi M, ,, de M, ,,, un diagramme commutatif :

1 > T > m(Uyy) —— m(My,) —— 1
(21 — 22) Nl l l
1 > T >é(7r)—>%(7r)—>1

etde méme pour U, , 5 — M, o

(21/) l—>7m— 7T1(U97V7Q) — 7T1(Mg7,/7§) — 1.

On a bien stir un isomorphisme de groupes a lacets
(23) T Mgy

dont on voudrait déterminer I'indétermination de fagon précise.
Notons M, ,, ¢ le topos modulaire de Teichmiiller complexe, défini a 'aide de la sur-
face C°° U, ; il est muni du revétement universel canonique M, , ¢ (§21; My, c ~

E,/A? ) de groupe d’automorphismes T, justement — Uy, ¢ étant lui aussi muni

o
gv+1

naissance aux suites exactes des groupes discrets (dans le contexte topologique général)

d’un revétement universel au-dessus du précédent, (U, ,c = E,/A ). Ceci donne

1 > Tgw > &7, r TS, > 1
o l
1 > Ty > Auty,(m,,) — Autexty,(my,) — 1

(la premiére suite s’envoyant dans la seconde par un isomorphisme de structures
d’extensions [avec les identifications] &), = m(Uyuc) et Tf, = m1(My,,c)) qui
par passage aux complétés profinis donne la suite exacte analogue pour les multiplicités

algébriques sur C.

1 > Mg » S F » T, > 1

N l

gy — Auty(7,,) — Autexty, (7,,) — 1.
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Cette situation provient d’ailleurs canonlquement d’une situation analogue sur Q0 =
cloture algébrique de Q dans C, le choix de U, e 4.v,c définissantun U iy d’otiun M vy
Pour définir un isomorphisme entre cette suite (25) et la suite exacte (21°) (munie canon-

iquement de deux homomorphismes dans (22)) il faut

1) choisir un isomorphisme Q ~ Qg — I'indétermination est dans Gal(Q/Q) ; ceci
permet d’identifier Q et Q, ;

2) Choisir un isomorphisme (sur Q = Q,) de (U,,)o (construit par voie tran-
scendant sur C et descendu 3 Q) avec (7;:@ — Pindétermination est dans
m (M, g%Q). En résumé, on a une classe d’isomorphismes de (21) et (25), définie
modulo automorphismes intérieurs dans le groupe profini 71 (U, ). Une fois
choisi I'isomorphisme Q ~ Q,, les isomorphismes correspondants transforment
la classe de discrétifications orientée standard de 7, ,, en exactement une classe de

discrétifications orientée de 7.

Changeant le choix de Iisomorphisme en son complexe conjugué, on trouve la quasi-
discrétification orientée opposée.

On voit d’autre part que 'image de m (M, 5) C m(M,,) dans T(7) nlest

autre que le T correspondant a une quelconque des classes de quasi-rigidification dis-
cretes choisies — le sous-groupe ne dépend pas du choix de cette classe — ce qui ne

fait qu’exprimer que 'image de 71 (M, , 5) dans T(7), considérée comme sous-groupe

de I'image du groupe plus grand 71 (M, ), y est invariante — ce qui résulte du fait

que 71 (M, ,5) est invariant dans 7 (Mg,,q). Ainsi 7 est muni canoniquement (non

d’une quasi-rigidification discrete orientée, ce qui dépend du choix d’un isomorphisme
Q ~ Q,, i.e. d’'un plongement Q <+ C), mais du moins d’un groupe de Teichmiiller
géométrique strict X C (), a savoir P'image de 7, (M, , ) (isomorphe a [22]) Ceci
posé, on a un homomorphisme canonique d’extensions de groupes

1 —— m(M,,q) — m(M,,) — Gal(Q/Q) —— 1

® Cr

1 y Y > Ny, > T's; > 1,

ou Ny, = Norm & )(E) et I's; est le groupe des automorphismes extérieurs “arithmé-
s

tiques” de 7 (muni de X).
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Pour le choix d’un isomorphisme Q ~ Q,, i.e. d’un plongement Q — C,'image de
la conjugaison complexe de Gal(Q,/Q) n’est autre que I’élément d’ordre 2 de I's; associé
au sous-groupe de Teichmiiller géométrique, associé 4 la quasi-discrétification (orientée,
mais peu importe) canonique sur 7 (définie par Q ~ Q).

La conjecture naturelle ici, c’est que

(27) Gal(Q/Q) — I'y

du groupe de Galois vers les automorphismes extérieurs arithmétiques de (7, £) soit un
isomorphisme. On peut la compléter par la conjecture, encore plus hardie, que de plus
¥ est invariant dans () (& X, , invariant dans T, ), ce qui signifierait donc que

N5, = T, ou encore que”™*

(28) m(M,,) = S(1) = Autextu(7)

et Gal(Q/Q) s’identifierait au quotient “arithmétique” du groupe des automorphismes
extérieurs a lacets de 7.

Soit maintenant U une courbe algébrique de type g, v sur Q. Elle est définie par un
point de M , & sur Spec Q, et comme fibre de U, ,, en ce point. Choisissons un revéte-
ment universel de U, d’ott un groupe m(U), canoniquement isomorphe au groupe 7
ci-dessus, une fois choisi un isomorphisme entre (/];; et le revétement universel de U, ,,
déduit de U, ce qui donne une indétermination dans m (U, , 5) ~ S*. Ainsi, une fois
choisi un isomorphisme Q ~ Q,, on trouve sur 71 (U) une quasi-discrétification ori-
entée [voir ®] (évidente d’ailleurs a définir directement, par voie transcendante), changée
en son opposée par changement de I'isomorphisme Q ~ Q, par conjugaison complexe.
D’autre part, le sous-groupe Tt de T(n), correspondant a cette quasi-discrétification
(orientée, peu nous chaut) ne dépend pas du choix de 'isomorphisme en question Q ~
Qo’ il est canoniquement associé¢ a 7 en tant que groupe fondamental d’un U sur un
corps algébriquement clos (N.B. on pourrait prendre un corps algébriquement clos de
caractéristique zéro quelconque, pas la peine que ce soit sur Q, cf. plus bas).

Sila conjecture sur I' est vérifiée, il en résulterait que la donnée d’un groupe profini a

lacets 7 de type (g, v/), muni d’un groupe de Teichmiiller géométrique strict ¥ C ()

(ce qui peut-étre n’est pas une structure supplémentaire du tout — X serait uniquement

94conjccturall!
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déterminé par 7 !) équivaudrait 4 la donnée d’une extension algébriquement close Q
de Q (dont le groupe de Galois serait NS(E) /% = T'y)etle I'p-torseur Isom(Q, Q)
sidentifierait & I'ensemble (C Isom(7,,,,m)/%; ) des quasi-rigidifications orientées
donnant naissance a 7...) et d’'un revétement universel de U, , 5 ou simplement d’un
A . I _ 95 L Py . A~ 0
revétement universel Uy , de Uy, = Uy,,q.”” La donnée d’un isomorphisme Q ~ Q,
revient donc 2 celle d’une quasi-rigidification orientée sur 7 compatible avec > (con-
dition peut-étre automatiquement satisfaite...). Ceci dit, la donnée d’une courbe al-
7 . 7’ . ~ b} A .
gébrique de type g, v sur un corps algébriquement clos Q, et d’un revétement universel
de celle-ci reviendrait 4 la donnée d’une donnée précédente (a savoir un revétement uni-
versel d’un My ,,, plus un point de M, , & sur Q définissant un revétement universel) ™,

et cette derniere donnée s’identifierait a un germe de scindage dans I'extension

1— wl(MWQ) — m(M,,) = m(Q) — 1.

L’interprétation profinie (en termes des groupes extérienrs  lacets ) est alors un (7, X)),

et un germe de scindage de

1—>E—>N2—>FE—>1

Si on veut une courbe sur une sous-extension finie {’ de Q/Q, correspondant a un sous-
groupe d’indice fini I” C Iy, il s’agira d’un scindage partiel I" — N.

Mais sirement, si cette description des courbes algébriques anabéliennes est pleine-
ment fidele, elle n’est pas 2-fidele, i.e. il faut des conditions sur ce scindage, qu’il faudra
examiner par la suite.

La description d’une courbe algébrique de type g, v sur un corps fixé, de type fini
sur Q, K quelconque, muni d’une extension algébriquement close K (donc I' =
Gal(K/K) — Ty = Gal(Q/Q), ot Q est la cléture algébrique de Q dans K), en
termes de I' <— I, serait la suivante : donnée diun groupe extérieur a lacets 7 de type
g, v, d’un sous-groupe de Teichmiiller > dans @(ﬂ), d’un isomorphisme Q = corps
défini par cette situation (ayant comme groupe de Galois NV, /¥, de sorte qu’on trouve
un isomorphisme I’y ~ Ny /¥), enfin d’un relévement de I' — T’y (qui décrit une ac-

tion arithmétiquement extérieure de I" sur (7, £)) en une action extérieur I' — N de

95i on se donne seulement T comme groupe extérieur, avec X, ce qui revient 4 la donnée d’un revéte-

ment universel de My ,,.

%NB. Si on renonce a choisir U, ceci revient 2 travailler avec les groupes a lacets extérienrs.
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I sur (7, X) avec des conditions qu’il faudra essayer de dégager (nécessaires et suffisantes
conjecturalement) sur ce relévement.

Notons que tout plongement K < C définit canoniquement sur le groupe
extérieur 7 = m;(Ug) une quasi-discrétification orientée, remplacée par 'opposée
quand on remplace le plongement par le complexe conjugué. Je dis que ces quasi-
discrétifications définissent toutes > comme groupe des automorphismes et que la quasi-
discrétification définie par K — C ne dépend que de sa restriction en Q — C —
de fagon plus précise, c’est celle qu’on définit directement a I'aide de Q — C, ie.
de Q ~ Q. Mais il y a lieu d’examiner aussi la fagon d’obtenir des discrétifications.
Ainsi, si un U est défini sur 60, [’est] un 7 extérieur de type (g, ), muni d’une quasi-

discrétification orientée 7T8+, et d’un germe de scindage de

1Y =Ny =Ty —1,

ou X = Autext, (T, 7T8+), qui fait opérer extérieurement le noyau du groupe défini par
I's: sur T, les points rationnels sur Q, correspondant aux classes de 7-conjugaison des
germes de relevement de cette opération extérieure en une vraie opération. Supposons
donc donné un tel point, i.e. on a un sous-groupe ouvert I' C I'y; qui opere bel et bien
sur 7, Popération définie mod automorphismes intérieurs (lui-méme unique car 7° =
{1}!) Dans cette situation, il faudrait définir dans 7 ~ 71 (Up, P) une discrétification
orientée Ty C T, et pas seulement une quasi-discrétification orientée ! (Bien str, elle doit
étre dans la classe qu’on s’est donnée d’avance de discrétifications orientées, qu’on avait
justement notée 7T8+. Ony reviendra — ainsi qu’a la situation analogue sur un corps de
base K de type quelconque...)

Je rétere au début du § suivant (§ 27) pour le changement de terminologie, la “quasi-
discrétification” devenant une “prédiscrétification”. Mais il y a lieu d’introduire aussi
une notion plus fine, correspondant au cas d’un 7 (profini) d’une variété algébrique
X définie sur un corps algébriquement clos K, quand on plonge K dans C : il y aune
discrétification mod automorphismes intérieurs — on l’apReHera une prediscretification

stricte. Dans le cas d’un 7 4 lacets, espace homogene sous T(7) de celles-ci s’identifie
Isomye (g, )/ (7 Tgu) = Isomextie (T, T) /Ty,

et cette action également ne dépend que du groupe profini a lacets extérieur défini par
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Tg.» €t équivaut A celle d’une “base extérieure” de ™ mod action de ¥, ,, i.e. d’un iso-

morphisme de 7 avec le 77, , “type”, mod action de ¥ ,,. L’application
Bases extérieures de m — Prédiscrétifications de ()

fait donc du membre de gauche un torseur relatif a droite sur celui de droite, de

groupe T ,,.

Une prédiscrétification de (7, £) correspond 2 un choix d’un isomorphisme de la
cloture algébrique QW’E) = Qassocié a (, ), avec Q,. Quand on se donne (7, )
comme correspondant a une courbe algébrique sur Q, i.e. qu’on se donne un germe de
relevement de 'y, dans Ny, C ‘i(ﬂ), i.e. un germe d’actions extérieures de I'y; sur ,
toute prédiscrétification doit donner naissance a une discrétification stricte et méme a

une discrétification quand on remonte un germe d’action (“admissible”) de I's; sur ...
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§ 27. — CHANGEMENT DE TYPE (g, v/) :
a) BOUCHAGE DE TROUS

Je vais changer de terminologie, en appelant prédiscrétification ce que javais appelé (un
peu péjorativement !) quasi-discrétification. En effet, on prévoit qu'une prédiscréti-
fication — compatible avec X — qui revient moralement au plongement (modulo la
conjugaison complexe) dans C de la cloture algébrique Q de Q canoniquement asso-
cié 2 (m,2(C %(m))), donne naissance, dés que Paction extérieure arithmétique de
I's; = N5 /X sur 7 est relevée en un germe d’action sur 7,  une vraie discrétification de
7. Itou pour les prédiscrétifications orientées. Le groupe Ny, /3 mérite aussi un nom —
je vais I'appeler le groupe de Teichmiiller arithmétique associé a (7, %), et ses éléments
seront appelés les automorphismes arithmétiquement extérieurs de 7 — déduits d’un
automorphisme extérieur (normalisant J) en négligeant les automorphismes extérieurs
“géométriques” (i.e. justement ceux dans 3J) — comme les automorphismes extérieurs
ordinaires étaient décrits en négligeant les automorphismes intérieurs de 7. On fera at-

tention que le caractere “multiplicateur”
X %(ﬂ') —Z
est trivial sur X, par construction de ¥, et passe a I's; :
Xz - I's — 2*

Bien stir, ce caractere s’appelera encore “multiplicateur”, ou “caractere cyclotomique”.

Sinotre conjecture fondamentale est vraie, ce caractére identifie (I'y;),, 2 Z*. Par contre,

“moralement, ¥ = T, mais il n’y apasde <!



si I = I(m), ’homomorphisme canonique
% — 6 I
n’est pas trivial sur 3J, mais induit un homorphisme surjectif :
¥ =6 I,
d’oti un sous-groupe X' tel que”
DN F

On voit de suite que tout ¥ € T qui normalise ¥ normalise 2! = X NT', d’ot1 3! est aussi
invariant dans Ns,. Soit NV, é = MNsNT, onaun diagramme cartésien de sous-groupes
de¥:
N L N
— 1

PZ FE

S %
donnant un homomorphisme injectif./\//El s NN x N/E (i NN = &,
N/E =Tyget3/ — N/N' ~ &), dont on voit de suite qu’il est bijectif

N/E TS NN x NS ~ & x Ty,

et on a par suite aussi

NS NS =Ty,

ie. le groupe I'y; des automorphismes arithmétiquement extérieurs de (7, X) peut se
décrire aussi via les automorphismes extérieurs induisant 'identité sur /.

Danslecas (g,) = (0,3),0ona ¥ = {1},donc ¥ — &;. N estle normalisateur
de &5 dans f, N' =5 T's est son centralisateur, et N s’identifie au produit direct des
deux.

Soit maintenant I’ C I,/ = card(!’), et considérons le groupe extérieur 7’ déduit

de 7 par “bouchage de trous” en I \ I’, d’ott un homomorphisme

T — .

1 |
B moralement, &' ~ T+
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Considérons les bases de 7 pour lesquelles, les ' premiers [; soient dans des groupes
a lacets Ly (i' € I') — on les appelle adaptées a4 I'; elles forment un torseur C
Isomj,(7,,,, ) sous le sous-groupe ég;(y,,/) de ég,l, = Aut (7, ), formé des u €
égﬂ, dont I'image dans &; invarie 'ensemble des v/ premiers éléments (ou encore

’ensemble complémentaire des v — v/’ derniers).

Pour une telle base, on trouve une base correspondante de 7. La donnée de (7, I')
équivaut 2 celle d’un torseur sous &,(;,,), celle d’un 7' 4 la donnée d’un torseur sous

S, et le passage de 7 2 7’ est décrit par le changement de groupe d’opérateurs”™

Cet homomorphisme envoie ég;(y,,/) dans ég,l,/, et méme S,,(,,,1) dans S/, aussi 7
dans 7'. Il S’ensuit que toute prédiscrétification de 7 en définit une de 7', de méme pour
les prédiscrétifications strictes, discrétifications, basAes extérieures “adaptéesa I’ 7. Enfin,
si on a une “préarithmétisation” de 7, i.e. un X C f(ﬂ), en déduit-on une préarithméti-
sation de 7' — i.e. (par exemple) si deux prédiscrétifications de 7 sont compatibles i.e.
ont le méme groupe X C ‘i(ﬂ) d’automorphismes extérieurs, en est-il de méme de leurs

images ?

Pour y voir plus clair, on va écrire sous forme de diagramme les ensembles re-
marquables associés a , et ceci de deux fagons, I'une sans utiliser de structure par-
ticuliere sur I = I(m), Pautre en utilisant un ordre total, ce qui permet, dans le
torseur Isomy (7., 7) sous &, ,,, de définir le sous-torseur sous é;,y qu’on peut noter

Isom,, (7., 7).

PD’ow1 aussi : toute base, toute discrétification, discrétification orientée de 7 en définit une de 7/, itou
pour les classes de 7, 7’ conjugaison i.e. pour les prédiscrétifications (éventuellement orientées) strictes, et
aussi pour les adhérences des classes i.e. pour les prédiscrétifications et prédiscrétifications orientées. Il n’y

a que le cas des arithmétisations qui demande une analyse plus fine.
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Bases de (7) =~ Isomy, (7., )

!

[Bases de' () ~ Tsom}_(,,, )]

% ﬁ'g’y

discrétifications orientées () Bases extérieures de 7
=~ Isomy,(7y,, 7)/ 6, ~ Isomy (T, T)/Tgu
~ Isomj, (74, 7) /., ~ Isomexty,(7y,, )

\ Tg,/
discrétifications orientées strictes ()
=~ Isomy,(7y,, m) /&, Doty
=~ Tsomexty,(7g,,7) /T, ,
~ Uon I+ -
~ Tsomy, (7g,, m)/ &, Dotty,

~ Isomexty,, (fT g,vs 77) / ‘3:!;;,

|

prédiscrétifications orientées (1)
>~ Isomy, (7., W)/ézy
o~ Isomexty, (7g ., W)/CZ;V
~ Isomfac(frg,l,, )/ é!gfl,

~ TIsomext;, (7., 7)/ élgﬁ/

lerg,v

préarithmétisations de 7
~ Isomy(7y ., m)/ M, >
~ Isomextlac(ﬁg,w 7")/'/\[9:'/
~ Isomj, (g, ™)/ M,,

~ Isomext;, (7., W)//\/;W

N.B. On pose

Fg7,/ — Ng7y/Zg7V - ;7V/ZEQ,V
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\ z ! =! . o .z
(ouX,, = TF,, %, = T,,). On peut aussi le décrire comme le groupe I's; associé
a un groupe extérieur profini a lacets 7 muni d’une prédiscrétification orientée o (sans
plus). Sion a deux tels couples (7, @), (7', @), dott I'y et 'y (X = Autexty, (7, @),

¥’ = Autexty, (1, @), on trouve en effet un isomorphisme canonique :

en prenant n’importe quel isomorphisme extérieur a lacets u de 7 avec 7’ transformant
aen ¢ etisomorphisme associé I's; — I'sy ne dépend évidemment pas du choix de u.

Ceci posé, les couples (7, ) d’un groupe profini a lacets de type (g, v/), muni d’une
préarithmétisation, avec comme morphismes les isomorphismes arithmétiquement ex-
térieurs (relatifs 3 X et X'...), forment un groupoide connexe 11, ,,, ayant un objet “orig-
ine” défini a isomorphisme unique prés comme étant (7, X4 ,,), ollau choix n’importe
quel (7, X,) provenant d’un (7, &) (o une prédiscrétification orientée de 7), et dont le
groupe des automorphismes est justement I .

On constate qu’a Pexception des deux espaces homogenes (sous S(7), mais pas

nécessairement sous é(ﬂ', I'), voire sous é'(ﬂ)) Bases(7) et Bases ext(m), les quatre

~

. \ | . .
autres sont en fait des €spaces hOIIlOgCIlCS sous 6', et s’exprlment comme quotlents

o 1/~ 1 [N X! !
du &, ,-torseur Isom' (7, ,,, ), par les quatre sous-groupes &, ,, &, , 7., &, ,» M, ,

. , . . . | X ‘ .
(ce dernier défini comme image inverse de ./\fg' , dans &, ,, tout comme M, est défini
comme image inverse de ./\fg’l,). On trouve d’autre part, si I’ = {ig,...,%,,_1}, un ho-

. | 20 | |
momorphisme S,, — 6'9 envoyant &, dans G'Q en envoyant 7, ,, dans g/,

/ /
71/, 7V’
!

g,V

A ~ | A | " ]
donc 7y, dans 7,1, &, , dans &, et le sous-groupe &, 71, , de &, dans le sous-

S ! ! . ! ! .
groupe &, 7y, de &, . Enfin, comme ¥ , s’envoie dans X, ., N, , s’envoie dans

!

o> je dis que ce n’est autre que N, ;’y,. Changeant de

. ! T
le normalisateur de X/ , dans ¥

notation, ceci revient au'”’

Lemme. — N3 = Norm%!(E!)(: Norm%(z!) Ng.

Ao . | ! A 1. . 2 | . .
Evidemment on a Vg, C Norm%(Z') N %" ; inversement soit ¢ € T qui normalise

32, montrons qu’il normalise 3, i.e. qu’il est € A (donc € N = ' N (3:')

Cest pas clair. J’ai pourtant envie de prouver la

100pzls prouvé
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Conjecture. — Lapplication canonique
Prédiscrétt (mr) — Prédiscrét™ (')

est bijective. Pour que deux prédiscrétifications orientées o, [ de T aient méme groupe
d’antomorphismes extérienrs X, = X, il faut qu’il en soit ainsi pour lewrs images X et

Y, te. que Xoy = X, de sorte que la bijection précédente induit une bijection
Préarithmétisation () — Préarithmétisation (7).

Enfin, les bz'jecz‘z'om préc{dente‘s sont compatz'lzla avec Z:/oomomorpbz'sme des groupes
dopératenrs S(m, I') — (7', a fortiori avec ) = TH(n'), ce qui implique qu’elle
induit (pour une préarithmétisation Y C X () donnée de , donnant ¥ C X(x') dans
7 avee X' — X") un homomorphisme N, — Ny, et homomorphisme correspondant

I‘E e Nz':/zl — FE/ — NX']//Z/'
est un isomorphisme.

Pour s’en convaincre il suffit de regarder le cas ot I’ = {i} (etsi on note 7 = 7,

I’ réduit au dernier élément de I). On a alors un homomorphisme

~
~

T(r,i) = &(x)

(les automorphismes extérienrs alacets de  fixant ¢ définissent des automorphismes bien
déterminés de ' — pas seulement extérieurs, i.e. S(m,i) — S(x') est trivial sur 7, et
passe donc au quotient en (7, 1) — &(m,1)).

Jadmets, en analogie avec le cas discret, que cet homomorphisme est un zsomor-

phisme, de sorte qu’on a une suite exacte'!
1 -7 = %(m,i) = S(m,i) =1

ou encore

1= g1 — Tg;(,,ﬂ,_l) —+6g1— 1

qui contient la suite exacte

1= mgp1 — Sg;(w,_l) -+ 65,1 — 1

01 rappelons qu’on suppose 7 anabélien, i.e. 29 + v > 3
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comme sous-suite exacte. Il est commode de travailler plutdt avec

I+
g,v—1

! !

s A T+ =+
1 Tgp—1 ‘Zg,u 69,1/—1

! !

~ ~
~ ~

~ 1 !
1l —— g1 — ‘Z'g’y _ 6'97,/71 — 1.

1l — myy g — T, —— 6 —1

P

~

— 1

L’application Prédiscrét” () — Prédiscrét™ (') s’identifie alors 2 ‘i";,l, / ‘3;71,, on lit sur
le diagramme que c’est ~ (/‘\5!911,_1 / él;:,_l, d’ou la bijectivité sur les ensembles de prédis-
crétifications orientées.

Dans le groupe ‘i'i]’l, = ¥, on a un sous-groupe invariant 7, ,_; = 7', et un sous-
groupe X (= ‘i';ry) entre 7’ et T, donnant un sous-groupe X’ ~~ é’;;,fl dans T = T /7'
(~ S, -1

T est 'image inverse du normalisateur A/’ de 3’ dans ¥, de sorte que N'/3 ~ N/ /¥,

ce qui prouve ce qu’on voulait.

), et on sait bien qu’alors T/ ~ ¥’ /¥, et que le normalisateur V de 3 dans

Corollaire. — On a des isomorphismes canonigues:
Ly, —TLg,1— ...

de sorte quesi g > 2, on a canoniquement Uy, ~ Ty o; d'autrepartT'y, ~T'11 (g =1,
v>1)T, ~Tys (v >3).""

~
~

NB. Le “fait” admis est loin d’étre évident — méme que Ty.(,,—1) — T4, 1 soit
surjectif ou que T, —1) — S,4,,—1 soit injectif, est loin d’étre évident, et est peut-étre
tout a fait faux ! Le fait admis revient 2 un énoncé d’existence d’un foncteur en sens

inverse “forage de trous” qui en tout état de cause reste incompris.

1920n voit aussi que ¥ invariant dans T équivaut 2 X’ invariant dans ¥'.
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§ 28. — CHANGEMENT DE TYPE (g, v) (SUITE) :
b) PASSAGE A UN REVETEMENT FINI

Soit 7 un groupe profini a lacets de type (g, ), anabélien comme toujours, 7’ un sous-
groupe d’indice fini. On sait (ou on vérifie, par passage au cas discret) que muni des traces
sous 7 des sous-groupes 4 lacets de 7, 7’ est un groupe a lacets. Ses sous-groupes a lacets

sont aussi les sous-groupes L' tels que
a) L' = Centr (L") N7’
b) L = Centr,(L’) est un sous-groupe a lacets dans 7.

On pose d(L') = [L : L'], et on a ainsi une fonctiond : I' = I(7n') — N*, et une
application I’ 25 T, telles que Vi € I, onait:

(1) > di)=n (otn=[r:7)).

iler’
#au dessus de

On aura la formule de Hurwitz

(2) 29/ =2 = (29— 2) + S (d(i") — 1),

el

ot1 la somme  droite est égale & (n card(]) — card(I’)), i.e.

(3) 2¢' — 2+ card(I') = n(2g — 2 + card(])).



(NB. 2g — 2 + card(]) est 'opposé de la caractéristique d’Euler-Poincaré a supports
compacts de la courbe dont 7 est le groupe fondamental...).""

De fagon évidente, toute discrétification de 7 en définit une de 7’ — et il en est de
méme pour les discrétifications orientées, modulo un peu de cohomologie, ce qui revient
a dire, dans le cas discret par exemple, que T' ~ H{(U,Z) — H}(U',Z) ~ T’ peut
s’écrire sous la forme nf~1, ol § est un isomorphisme bien déterminé (I'isomorphisme
trace) T" —» T.

Il n’est pas clair pour moi a premiere vue si ’application
Discrét(m) — Discrée(n)

est surjective, ou injective. L’injectivité pour tout 77" d’indice fini dans 7 signifierait que
deux discrétifications 7, 7, de 7 qui sont commensurables, i.e. telles que 7y N 7 soit
d’indice fini dans 7y et dans 7, sont égales.

Supposons que 7’ soit un sous-groupe invariant dans 7, et posons G = 7/7’.

Conjecture. — L application Discrét(m) — Discrét(n’) est injective, et son image est
jforme’e des discrétifications wyy C 7' telles que G — Autexty, (') ~ Autexty, (7)) ~
S (7)) se factorise par T (mh) = Autexty(h) (et en fait, méme par T(w))*t ). En d autres
termes, Vg € m, 3h € 7' tel gue Int(hg)(m(,) C m, i.e. w'my = , ont T est le normal-

sateur de ) dans .

La condition pour qu’un 7, soit dans I'image est évidemment nécessaire. Montrons
qu’elle est suffisante, et que le 7y donnant naissance a 7(, par my N 7’ est unique. On
a une action extérieure de G' sur 7, qui définit I'action extérieure sur 7(, >~ 7, or 7 se
récupére canoniquement  partir de cette derniere (car Centre(7’) = 1), et on voit que
c’est le complété profini de I'extension 7 de G par (), définie par ’action extérieure de
G sur m. On a donc bien une discrétification généralisée 7y de 7, au sens de la seule
structure de groupe profini, et elle induit 7(, — mais il faut voir qu’elle est compatible
avec lastructure a lacets de 7m. Mais celle-ci s’explicite, a partir de la structure 2 lacets de 7/,
en prenant les sous-groupes a lacets L’ de 7', et leurs centralisateurs dans 7. Faisant itou

pour my D m(, on devrait trouver une structure a lacets sur 7, donnant lieu aux mémes

1%3NB. Dire qu’on est dans le cas anabélien signifie que —EP; [i.e. l'opposé de la caractéristique d’Euler-
Poincaré a support compact] est > 1, et cette relation est donc conservée par passage a un revétement.

L’entier —EP) mesure par sa positivité stricte le degré d’anabélianité en quelque sorte.
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d;. J’ai Pimpression que ¢a ne doit pas étre trés vache a prouver — ce serait comme si on
savait déja que toute extension “sans torsion” d’un groupe fini par un groupe a lacets est

de fagon canonique un groupe 2 lacets...

Corollaire. — En tout cas, l'application
Discrét(m) — Discrét(n)

est injective.

N.B. Elle ne doit pas toujours étre bijective, car il doit y avoir une action extérieure
d’un G sur un 7}, ie. un homomorphisme G — %(7), qui ne se factorise pas
par (7)), et qui pourtant est aussi bonne du point de vue groupe profini que celles
provenant d’un 7 et d’un sous-groupe invariant 7’. En fait, partons d’une telleAsitua-
tion discréte my D my, ot G = mo/my et G — Autexty, (my) = T(mg) C T(7),
et conjuguons G par un élément v de T(mh), de facon a trouver G — T(7}) qui ne se
factorise pas par T(7}). On trouve une extension 7" de G par 7}, isomorphe a 7y (en
tant quextension de G par 7)), donc la structure 2 lacets de 7} en définit une sur 7* (de
facon a étre induite par cette derniere), mais pourtant la discrétification choisie 7y de 7
n’est pas induite par une de 7. Pour faire la construction, il suffit de trouver un élément
v € ‘ﬁf(ﬁf)) tel que Int(y) - G ¢ Ti.e. tel que G ne stabilise pas v~ (7() C 7f. Un tel
7y existe toujours...

Bien str, il n’y a pas de raison, pour deux discrétifications 7o, 71 de 7, que si 7o, Ty
sont m-conjugués (i.e. définissent la méme prédiscrétification stricte de 7), il en soit de
méme pour 7, et 4 pour I'action intérieure de 7’ (il faudrait que 7y, 71 soient conjugués
par 7', et pas seulement par 7). Par contre, je présume que si 7, 71 sont “adhérents” 'un
al’autre dans espace des discrétifications de 7, i.e. s’ils définissent une méme prédiscréti-

fication, il en est de méme pour 7y, 77, et que 'application
(4) Prédiscrét(m) — Prédiscrét(m’)

qu’on obtient ainsi, est encore bijective, et qu’elle passe a son tour au quotient, pour

définir une application bijective

(5) Préarith(m) — Préarith(r’),
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et que si X, X' se correspondent par cette derniére, on a un isomorphisme canonique
(6) I's — FEI,

compatible avec les actions de ces groupes sur I'ensemble P, des prédiscrétifications de
7 compatibles 2 ¥, et 'ensemble Py des prédiscrétifications de 7’ compatibles a ¥/ (qui
sont respectivement des torseurs a gauche sous I‘gi I'sy). En méme temps, on trouvera
donc que > est unique pour , i.e. invariant dans @(ﬂ), si et seulement si X’ est unique
dans 7/, i.e. invariant dans ¥ (7').

En tout cas, la conjecture fondamentale qui interprete les I'y, comme I'y =
Gal (Q,/Q) aurait au moins comme conséquence que I'application Discrét® (7) —

Discré™ (1) passe au quotient de deux fagons, pour donner un diagramme commutatif :

Discrétt (m) ————— Discrét™ (')

| |

P = Prédiscrét” (1) —— P’ = Prédiscrét” (1)

| |

A = Arithm(r) —— A’ = Arithm(7’)

et que le carré inférieur est cartésien (sans préjuger de injectivité ou de la bijectivité
de I'application A — A’). Donc il faudrait que si 7, m; sont deux discrétifications
orientées de 7, qui définissent la méme prédiscrétification (orientée), alors il en soit
de méme pour leurs traces sur 7', 7, et 7}, relativement 3 7’. Mais déja si my et m
sont m-conjugués (i.e. définissent la méme discrétification orientée, stricte), ce n’est pas
tellement clair — mais si, car on aura 1 = 7'mg donc si 1, = int(u) 7o, écrivant
u = u'ug avec ' € ', uy € my, onauram = int(u')int(ug)me = int(w')m, donc
7 = int(u')7(, donc 7, et ] sont conjugués. Tichons de procéder de méme dans le
cas général d'un u € &(mo)" tel que m = u(mg), en écrivant si possible u = u'ug,
avec v’ € S(mo, ), etug € S(m)T, olt on définit &(mp, 7))t comme le groupe
des automorphismes discrets de 7 qui stabilisent ), et & (o, )™ est son compact-
ifié profini. On aurait alors m; = u/(ug(m)) = -u/(m), ol -u’ désigne I'image de
' dans €(m}). En tous cas, il n’y a aucun probleme si 7’ est un sous-groupe carac-
téristique de , car alors on a un homomorphisme discret S(my) — &(m), définis-
sant ’homomorphisme &(7g) — &(#}). Comme les sous-groupes ouverts carac-

téristiques de 7 sont cofinaux, on est ramené (pour les questions de factorisabilité de
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D(m) = D(n') en P(m) — P(n') et A(m) — A(n’) et de bijectivité des applications
P(m) — P(n') et A(m) — A(7")) au cas ot 7’ est un sous-groupe caractéristique. On
a alors factorisabilité de D(m) — D(7’) en P(7) — P(n'). Montrons que cette ap-
plication est injective...Cela signifie (a) que I'image inverse dans S(#g) de é(ﬁ'(’)ﬁ est
S(#o)*, la surjectivité signifie (b) que tout élément de S(m)) est congru mod & ()"
aun élément de 'image de égwo). La factorisabilité en A(m) — A(n) signifie que (c)
par ’application précédente &(mp) < &()), (NB. il est immédiat que Cest injectif)
envoie M (m) = Normé(ﬂo)(éﬂm)) dans M (), 'injectivité de A(m) — A(n’)
que (d) 'on a méme que M (7) est exactement I'image inverse de M (7'), la surjectivité
de A(m) — A(n") que (e) tout élément de S(m}) est congru mod M () 2 un élé-
ment de &(mg) (cest plus faible que (b)) — et ces conditions réunies impliquent que

’homomorphisme canonique

~

M (m0)/&(mo) = Ty = Ty = M (mg) /S (p)

est un isomorphisme — il suffit méme pour ceci d’avoir (c) (pour pouvoir définir cette
application) et (a) (pour son injectivité), et (b) et le renforcement (d) de (c) (pour sa
surjectivité). Donc on voit que tout est suspendu aux propriétés des homomorphismes

d’inclusions de groupes :

(7) TO 1 |

a charge de prouver (a) et (b) (qui ne concernent que le carré composé) et (c).

Peut-étre les propriétés (a), (b) et (c) sont-elles tout a fait fausses — pourtant (a) (qui
correspond a I'injectivité de P(m) — P(7’)) semble assez plausible. La propriété (b)
(qui exprimerait la surjectivité de P(m) — P(7)) est beaucoup plus problématique,
voir fausse. L’ennui, c’est que le groupe G(Wo) peut étre “beaucoup plus petit” que
6(7‘[’0) on s’en rend compte en passant au quotient par le sous-groupe 7, = 7’ (con-
tenu dans le plus petit des groupes de (7), et invariant dans le plus grand), on trouve
sur la deuxiéme ligne les groupes T+ (mf)), N (7)) et (), sur la premiére des exten-

sions des groupes correspondants pour o (S (), N (7o) et T (o)) par le groupe fini
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G = my/m, >~ 7/7’, notées par des”, de sorte que 'on a:

G s TH(m) —— N(m) —— %(wo)

TH(m)) > N(mh) —— ()

qui montre que les groupes de la premiere ligne normalisent le sous-groupe G C TH(mh)

(NB en faitona G C TF (7)), et my se reconstitue A partir de 7, et de ce sous-groupe

de 7y) — on doit pouvoir montrer sans trop de mal que dans (8), Tt (7o) et %(71‘0) sont
justement les normalisateurs de G dans T (mh) et dans T (1)) (ce qui impliquerait bien
(a), d’ailleurs) — mais je ne vois aucune raison plausible que (b) soit vrai — ce qui signi-
fierait, essentiellczment, qu’il n’y a pas plus de “transcendance arithmétique” définie par
le (“tres gros™) T (7)) (mod T (7)) ), que celle définie par le (“bien plus petit”) groupe

~

T(mo) = Normg (m0) (G)...D’ailleurs ces conditions (a), (b) ne sont pas impératives pour
que la conjecture fondamentale reliant les 7, ,, 2 I'g soit cohérente — par contre il faudrait
absolument avoir (c) pour pouvoir au moins définir A(7) — A(7’) et (si X, ¥’ se cor-
respondent) I';, — T'yy, dans le cas 7’ caractéristique dans 7 (et dans tous les cas si on
admet de plus (a), qui semble assez plausible, et donne les 7njectivités qu’il faut). Mais on
se demande bien pourquoi un élément de ‘if(w(’)) simplement parce qu’il est dans le nor-
malisateur R de G dans € (1)), donc aussi R, et qu'il normalise RNE* (), devrait nor-
maliser aussi T (7)) lui-méme ! Il est vrai qu’on a fait des hypotheses draconiennes au
départ (partant d’un sous-groupe caractéristique 7\, de my) qui doivent bien se refléter par
des propriétés particuli¢res de G C T (7). Peut-étre finalement I’astuce de se ramener
a des sous-groupes caractéristiques pour examiner la situation n’est-elle pas si astucieuse.
Pour y voir plus clair, on pourrait déja essayer de comprendre le cas ot (sans suppose 7’
caractéristique), on suppose 7’ d’indice 2 dans 7, donc invariant et G ~ Z/2Z, ou bien
on prend le noyau de ’homomorphisme canonique ™ — (qp)2 (> (Z/2Z)* siv = 0,
~ (Z/2Z)?*~""'siv > 1), en prenant par exemple 7 = 7; 3 — situation de la courbe
de Fermat 22 + y? + 22 = 0 (revétement octaédral de IF%\ {0,1,00}...)

Mais admettons provisoirement les hypotheses d’injectivité (relativement anodines),

plusla condition (c), pas anodine du tout — d’otr si X et X' se correspondent, un homo-
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morphisme injectif
(9) FE — FE’ ,

etvoyons ce qu’on pourrait en tirer, en admettant méme, provisoirement (pour voir) que
(9) estun isomorphisme, c’est-a-dire toute la force de la conjecture principale I'y ~ T’y .

Soit 7 un groupe profini 2 lacets de type (g, v), 7’ de type (¢, v/'). Appelons “corre-
spondance” entre 7 et 7’ un couple formé d’un B profini 2 lacets et ’homomorphismes
i lacets B 5 7, B — 7 qui sont donc chacune composée d’un morphisme
“bouchage de trous”, et d’un isomorphisme avec un sous-groupe d’indice fini. Soient
D,, D, C D = I(r") les sous-ensembles de D qui correspondent aux “trous bouchés
par p” resp. par g, on suppose s’il le faut que D, N D, = & (sinon on pourrait factoriser
par un méme quotient 7 de 7). En d’autres termes, si Ep, bq sont les complémen-
taires de D, D, dans D (de sorte quona D, \ I = I(r), D, \ I' = I(x’)), ona
D,UpD, = D.

On va supposer maintenant 7 muni d'un ¥ € A(7), 7’ muni d’'un ¥’ € A(7’), on
appellera “correspondance arithmétique” entre 7 et 77’ un quadruplet (B, p, ¢, X) ol
(*B, p, q) sont comme dessus, et Xog € A(*B), tel que 'onait Xgg = p*(X) = ¢*(X). Si
P, Psy, Ps,, sont respectivement les torseurs sous I's;, I'sy, I'sy» qu’on sait, on a deux

diagrammes d’isomorphismes de torseurs :

Ps,,

I's.
PP 'X? V %
I's

P Py Ty

d’ol par composition un isomorphisme
(Pg,T'y) = (Pgr, Tsy).

On appelle “isomorphisme arithmétiquement extérieur” de (7, ) avec (7’, ¥'), tout
isomorphisme de torseurs qu'on peut obtenir de cette fagon. Deux correspondances
sont dites équivalentes du point de vue arithmétiquement extérieur, si elles définissent le
méme isomorphisme arithmétiquement extérieur. La composition est définie par com-
position des actions sur ( Py, I's;) — on voit que ¢a provient d’une correspondance. On

trouve donc un groupoide, dont on vérifie sans peine qu’il est connexe. '** Je dis que

1040 I'appellera le groupoide des courbes arithmétiques extérieures.
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les automorphismes de (7, 3) “sont” les automorphismes de (P, I's;) définis par des
éléments de I's;. Clest facile...

Dans ce groupoide, il y a un systéme transitif d’isomorphismes entre les (7, X, ),
ol g est un groupe discret a lacets) plus généralement entre les (7, 3, ), ot v € P(m)
est un prédiscrétification de m — définissons donc un isomorphisme arithmétiquement
extérieur de 7, ,,, 7 ...Le groupe de ces automorphismes est noté I'y. Le groupoide des
courbes virtuelles arithmétiques extérieures s’identifie donc a la catégorie des torseurs
sous I'y. Une prédiscrétification (on pourrait aussi I'appeler une rigidification arithmé-
tiquement extérieure) n’est pas autre chose qu’un isomorphisme arithmétiquement ex-

térieur entre cet élément de référence, et 7.
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§ 29. — CRITIQUE DE L’ APPROCHE PRECEDENTE

L’approche des paragraphes précédents semble finalement tres brutale. J’ai méme des
doutes si la conjecture sur les propriétés du foncteur “bouchage de trous” est vraie telle
quelle. Il est vrai que pour un groupe profini a lacets 7, si on fixe i € I(7), on a un
homomorphisme canonique

~

o L,
(1) T(7.(-72) = g(ﬂ-)z — 6(7{- )7

(ou T(7); estle stabilisateur de ¢ dans T (7)), mais il est problématique si ¢’est un isomor-
phisme — et méme si c’est injectif, ou si c’est surjectif. Mais, choisissant une discrétifi-

cation 1y C m, d’ol itou 7, pour 7/, ’homomorphisme précédent induit bel et bien un

isomorphisme

(2) T(mo)s ~ S(mp)
d’ou

(3) T(mo) — &(mp)

A

et par suite, la suite exacte 1 — 7, = &(m) — T(n;) — 1 donne:
(4) 1 — 7y — %(mo) = F(my) — 1
et par suite on trouve un homomorphisme injectif

~
~

A K (mo) > T(mo)s = T(n)



(ou 7}, = 7’) donc un homomorphisme
(5) Qm T — E(T);

dontle composé avec (1) est 'injection canonique 7" < &(7’). Remplagant la discréti-
fication 7y par une autre, 7y, on trouve a priori un autre homomorphisme ., : 7 —
T (7);. On peut supposer que T = u(7), w € T(mp); et par transport de structure on

trouve

. . . 1
imy = fu(m) = Int(u) 0 iry 0 U,

ol U, est 'automorphisme de 7’ défini par u via (1). Dire que i, est indépendant du
choix de la discrétification 7o, revient aussi a dire que son image dans ‘i(ﬁ), est un sous-
groupe invariant — et alors action de ¥ (1r); sur le sous-groupe invariant i, (7) = i(r)
via automorphismes intérieurs, n’est autre que celle définie par (1). Dans ce cas, on

trouve par passagc au quotient un homomorphisme

~

(6) T(r),/7 — T

dont I'injectivité resp. surjectivité équivaudrait a celle de (1). Mais il n’est pas évident du
tout qu’il en soit toujours ainsi.

§’il n’en était pas ainsi, il s'imposerait de regarder le sous-groupe de T(7); formé
des vy € T(m); qui normalisent le sous-groupe i, (7’), et tels que 'action induite sur
iy (') correspond a celle donnée par action (1) de () sur 7'. Ce sous-groupe Hy,
(qui contient ¥ (g ):) dépend donc a priori de la discrétification choisie. Remplagant m
par (7o) (ot u € ¥(r);)le remplace par Int(u) - H — donc H tout au moins ne change
pas, si on fait varier my dans une classe de prédiscrétifications.

On peut faire des choix plus symétriques, en considérant pour tout i € I le quotient

correspondant 7} de 7, d’otl, pour une discrétification donnée 7y, des homomorphismes

A~
~

iryi s T — E(1); C X(),

et on définit H,, C ¥(r) comme le sous-groupe des ¥ € () qui “permutent les iy, ;

entre eux” dans un sens évident. On a donc

(7) Hﬂo N T(W)z = Hryi



et

~

(8) H > %(m).

~
~

Le point que j’ai en vue, c’est que le sous-groupe de T (7y) image de 71 (M, ), doit non
seulement normaliser ¥ (o), mais de plus étre contenu dans un H. C’est la une condi-
tion que j’ai rencontrée par labande, ala faveur de ’hypothese (peut-étre bien hitive) que
(1) estun isornorphisrng, qui impliquait (facilement) que 'on avait H = @(7?0) touten-
tier. Il est possible que % (7g) soit un groupe 2 tel point démesuré et pathologique, qu’il
ne pourra jamais étre question de dire des choses raisonnables (et vraies) sur le groupe
tout entier, (tel que la bijectivité de (1) par exemple) et qu’on soit obligé de travailler avec
des sous-groupes plus petits, qui restent proches du discret (avec quand-méme des as-
pects supplémentaires “arithmétiques”, dtau I'y = Gal(Q,/Q) !). En fait, il y a (pour
I = I(m) # @, ie. v # 0) dans le groupe T (7o) une structure simpliciale d’extensions
successives, qui va étre respectée par I'action extérieure du groupe de Galois, et dont il
faudrait tenir compte. Elle fait partie de la “structure a1’'00” dans le 1 des multiplicités
modulaires M ,,, qui méme pour v = 0 est sans doute non triviale, et il est possible qu’il
taille en tenir compte, pour arriver a mettre le doigt sur I'q.

Sans essayer de donner d’emblée une description a priori de I'q “dans les Tyu”s on
va procéder de fagon plus inductive, en partant de la présence de I'q (pour des raisons
arithmético-géométriques), et en essayant de dégager des propriétés de cette présence
peut-étre assez fortes pour finir par donner une caractérisation purement algébrique.
Rappelons que, via le choix de Uy, (différentiable), on avait pu construire, par voie

— U — P =
transcendante, un M, c etun Uy, c = My, c, dotiun M, o, et un Uy, o, dol

un 7T1(U97V’Q), avec une filtration en trois crans, dont les facteurs sont respectivement

canoniquement isornorphes a
(9) fgur Trgw)", Tq = Gal(Qy/Q).

Ce groupe s’envoie (on présume injectivement) dans & (7 induisant un isomor-
group p ] gv)>

phisme entre son sous-groupe 71 (U, 9,’/7(720) et &(m,,) ; désignons son image par M, ,.
Donc c’est un sous-groupe fermé

~

(10) Sy, C M, CS,,
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et &, , estnormal dans M, ,, (mais pas &, !), La donnée d’un tel M, équivauta celle
dun Ny,

(11) Ty CNGL C %y

avec ‘i;l, normal dans NV ,,. On pose'”:

(12) F97V = '/\[971//(’{;1/ = MQ:V/G_(;V'
On a un homomorphisme surjectif

(13) FQ — I‘Q,V

dont on présume qu’il est bijectif — i.e. que les Iy, sont canoniquement isomorphes
entre ux.

Soit maintenant 7y un groupe discret a lacets de type g, v, alors on définit des sous-

groupes M, Ny

(14) S(my) C My, C S(mp)

(15) T(mo) C Ny = M(mo) /70 C S(mo)

(eton pose 'y, = My, /& (7)), en utilisant un isomorphisme 7y — 7., et en procé-

dant par transport de structure — le résultat n’en dépend pas. Plus généralement, partons
d’un couple (7, o) d’un groupe 7 profini, muni d’une prédiscrétification o, qu’on peut
donc interpréter comme une classe d’isomorphismes 7,,, — , définie modulo com-

position a droite par un u € &, ,. Alors par transport de structure on en déduit des

groupes M, N,
(16) &, c M, c &(r)
(17) £, C Ny = M./ C S(n)

avec & ()" normal dans M., i.e. T () normal dans NV,. On pose

(18) T, =M,/& ~N, /%t

105Dans I, ., onaun élément canonique d’ordre 2 7y ,, correspondant aux éléments de Ty, \ T;V =

B
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On a un élément canonique

(19) Ta €T, T2=1, 74 # 1.

07

Soit maintenant 7 un groupe profini a lacets de type (g, ). On appelle arithmétisation

de 7 la donnée d’un élément de

(20) A(r) = Isomye (7, )/ My, = Isomexty (7, 7) /Ny,
Soit P(7) Pensemble des prédiscrétifications orientées de 7:

(21) P(7) = Isomy (g, 7)/6,, = Isomexty (7, ) /T, ,;
alors 'y ,, opere librement 4 droite sur P(7), et

(22) A(r) = P(m)/Ty,

— P(m) est un torseur relatif sur A(), de groupe I ,. Pour a € A(w), soit M, le
sous-groupe de S(7) des automorphismes de (7, a), il opére sur le I'  -torseur P, des
discrétifications orientées de 7 sur a. Pour € P,, soit S, C &(7) ; alors & ne

dépend pas de o (on le notera &,) ;1% Cest aussi le noyau de Popération de M, sur P,.

Ona
(23) Src M, c &(n)

d’ol1 encore

(24) T C N, € S(n)

en posant

(25) N, = M, /7, 5 =&} /x.
On pose

(26) Lo = M,/&] =~ N,/%].

1% mais attention, S, dépend de o, i.e.7, € I', dépend de ar.
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Alors T', s’identifie au commutant de I'g , opérant sur P, i.e. a 'y, “tordu” par le

torseur F,. Le choix d'un av € P, revient donc au choix d’un tel isomorphisme
(27) | P

qui est changé par automorphisme intérieur si on change ...

On a la catégorie des groupes a lacets extérieurs arithmétisés de type g, v — Clest
un groupoide connexe, avec une origine fixée (7, a4.,) (a4, arithmétisation “canon-
ique”), dont le groupe des automorphismes est N, ,, extension de I, par ‘i;y ~
m(Mgyq) (siTq — Ty, estinjectif !) (calculé par rapport au revétement universel
canonique de My, q)...

Se donner un objet de cette catégorie, c’est essentiellement la méme chose (2 isomor-

-

phisme unique pres) que de se donner un revétement universel M, ,, o de M, , o — ou
—_ ~—

un torseur sous Ny, ; on considere alors la famille de courbes de type g, v sur My, o

—~—— e~

(28) Ugw X, Mgvq = Ug(Mg,q)

comme étant “la” courbe algébrique dont le 7 extérieur (qui est donc le m; de ce
schéma...) soit le groupe extérieur a lacets donné.

Si on prenait les groupes a lacets arithmétisés, pas extérieurs, on aurait encore un
groupoide connexe avec “origine” (7., @y, ), avec un groupe d’automorphismes qui
est My, ~ 7T1(Ug,y7Q). La donnée d’un objet de cette catégorie revient a la donnée

—
d’un revétement universel (non seulement de M, , mais) de Uy, o, soit Uy, o, qui
sert de revétement universel de référence pour la courbe relative (28), permettant alors
de préciser son groupe fondamental comme un vrai groupe a lacets (pas seulement un
groupe extérieur).

On peut enfin regarder aussi la catégorie des groupes profinis a lacets arithmétisés,
ou on prend comme morphismes les Zsomorphismes arithmétiquement extérienrs. On
trouve encore un groupoide connexe avec origine marquée (7, ,, a4, ), dont le groupe
des automorphismes est maintenant I'; ,. Maintenant les groupes 7 (7 groupe a lacets
discret de type g, V) sont canoniquement isomorphe entre eux. La catégorie est (conjec-
turalement, admettant que I'q — Iy, soit un isomorphisme) équivalente a celle des
revétement universels de Spec Q, i.e. a celle des clotures algébriques de Q, I’élément orig-

ine correspondant a Q.
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Quand on se donne un 7 avec arithmétisation a, alors il lui correspond donc
canoniquement une cléture algébrique Q de Q. Le I'g-torseur des isomorphismes
Isom(Q,, Q), i.e. des plongements Q < C, est en correspondance 1-1 avec I'une (P,)
des prédiscrétifications orientées de ™ donnant naissance 2 a.

Notons que tout « définit un élément 7, € 'y, 72 = 1 (7, # 1), d’oti une applica-

tion canonique

(29) P, — oT,.

On voit que cette application est compatible avec 'action du groupe £1 sur F,,
To = T—q-

S’il est vrai que 'q — T, alors (29) induit par passage au quotient une application
bijective

(30) P,/ 41 — ensemble des éléments d’ordre 2 de T',

(ot P,/ 4 1 = P? = ensemble des prédiscrétifications — pas orientées — sur a).

Cela provient du fait connu que dans I'g, les seuls éléments d’ordre 2 sont les con-
jugués de 7, et que le centralisateur de 7 dans I'q est réduit 2 {1, 7}. On peut dire que la
donnée d’une discrétification (pas orientée) o sous Parithmétisation @, revient 4 la don-
née d’une valuation archimédienne sur la cléture algébrique Q de Q définie par (7, a)

(i.e. d’un isomorphisme Q, ~ Q,, modulo conjugaison complexc).
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§ 30. — PROPRIETES DES WV, ,,, T,
a) PROPRIETES LIEES AUX SOUS-GROUPES FINIS DE
TEICHMULLER

On aimerait dégager des propriétés, inspirées par le contexte géométrico-arithmétique,
mais qui puissent se formuler de fagon purement algébrique — et qui soient assez fortes
peut-étre pour finir par caractériser les N, .

Revenons 4 un (7, a), groupe 2 lacets arithmétisé, heuristiquement, il correspond
1 la donnée d’une cléture algébrique Q de Q, et (si 7 est donné extérieurement) d’une
famille algébrique, paramétrée par un revétement universel ]\7;;% de M G de courbes
algébriques de type (g, 7). Dans cette optique, réduire cette famille & #ze courbe al-
gébrique — i.e. se donner une courbe algébrique de type (g, ) sur Q — doit revenir 2

se donner un noyau de relevement de ’homomorphisme surjectif
(1) N, =T,

(de noyau @;’) La donnée d’un tel relévement sur un sous-groupe ouvert I revient a la
donnée d’une courbe algébrique de type g, v, définie sur extension finie K’ C Q définie
par I 1l s’agit ici non pas de relevements continus quelconques, mais de relévements
ayant des propriétés particulieres (dont certaines fort profondes, du genre “Weil”...mais
peut-étre conséquences de propriétés beaucoup plus simples). Les propriétés a dégager
devraient en tout cas étre stables par passage a un sous-groupe ouvert plus petit. Parmi
ces propriétés, il y aurait que ces germes de relevements pourraient a leur tour se remonter

4 &() lui-méme — de fagon également “admissible” en un sens 2 préciser — et méme



qu’il y aurait “beaucoup” de classes de m-conjugaison de tels germes de relévements, pour
un germe d’action extérieure sur 7 déja donné — ce qui correspond au fait naif que la
courbe algébrique U sur Q définie par cette action extérieure a “beaucoup de points”
rationnels surQ En fait, il suffirait, a la limite, de parler des propriétés de ces relevements
plus complets en un germe d’une vraie action de I', sur 7 (pas seulement extérieure) —

dont les actions extérieures vont se déduire par composition avec
M, = N, ~ M,/~.
On suppose donc donné un sous-groupe fermé
rcM,c é(ﬂ')
tel que
(a) '—-T,=M,/n

est injectif, et a comme image un sous-groupe ouvert de I'; — étant entendu que deux
sous-groupes conjugués sous ™ — voire méme parfois, sous M, — ne sont pas considérés
comme essentiellement distincts. On considére, en méme temps que I, ses sous-groupes

ouverts [, On veut surement, pour de tels sous-groupes ouverts

(b) = {1}.

Si on désigne par r I'image de I" dans N, de sorte qu’on a une extension
(1) lorm—E—-T—1

(ouT est isomorphe aI') ; on peut considérer I' comme une section de cette extension, I'’
comme une section partielle. L’hypothése 71 = {1} assure la rigidit¢ de la catégorie des
points de U i valeurs dans Q, paradigmée par celle des germes de scindage de 'extension
(1).

On peut aussi regarder les ensembles (&))" = Centryy, (I') N &} et (35T =

Centry, (I'") N T ; on a donc une suite exacte

2) 1o = (&0 - @E)"
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. \ /
qui, compte tenu de ’hypothese 7 = {1}, donne
A~ + Fl A + 1’1/
3) (&) = (%)
Le deuxieme membre de (3), par notre dictionnaire hypothétique, devrait étre canon-
iquement isomorphe au groupe des automorphismes de la courbe U sur K, donc étre
un groupe fini, et méme la limite inductive (pour I décroissant) — qui est le groupe des

automorphismes de U sur Q — est finie. Désignant par un exposant j le germe de groupe

correspondant, on veut donc que
(c) Z = (‘i;;)rh (= Centry, TN ‘ﬁf;) soit un groupe fini

— ce qui fait pendant a (b), et exprime que les groupes d’automorphismes des points de
M, , q sur Q sont finis.

En fait, on voudrait que Z soit conjugué dans M, a un sous-groupe de T (si on
suppose qu’on dispose d’une discrétification 7y de 7, permettant de définir ¥ — sinon,
on peut exprimer cette propriété en disant qu’il existe une discrétification 7o de 7, com-
patible avec a, telle que Z C F(m) .. .)

Considérons maintenant un sous-groupe fini quelconque G C €. [N.B. si on
prend seulement G C M, de sorte que 'image de G dans ', = M,/ @f{ est un sous-
groupe fini, alors s’il est vrai que I'; ~ Gal(C_L Q), cette image doit étre d’ordre 1 ou 2,
et dans le deuxie¢me cas, doit définir un 7 € I', correspondant & une prédiscreétification
(pas orientée) bien déterminée de 7. Ce cas devrait étre encore réutilisée dans la suite. . . ]
Supposons alors que [ce n’est sans doute pas automatique — si on ne suppose pas N, =
Norm T(‘,gfa)], que G est contenu dans TF, pour une discrétification convenable dans la
classe a, et que I'action extérieure ainsi obtenue de G sur un 7y discret de type (g, V) soit
toujours realisable. Elle est donc réalisable aussi pour une action de G sur une structure
complexe, donc algébrique, ce qui signifie qu'on peut trouver un germe de relevement

admissible

r,—N,

qui centralise G. Considérons d’autre part
(4) Centry, (G) — T,

dont le noyau est Centrs+ (G) = TS C. Sion se plagait dans le contexte discret (avec

une discrétification 7y C 7 invariante par () on aurait, par les conjectures standard
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topologiques, que T} est le groupe des automorphismes, dans la catégorie isotopique,
de l’action de G sur une surface U de type (g, /), décrite par 'opération extérieure don-
née de G sur my. Ce groupe n’a aucune raison d’étre fini — s’il ’était, ’homomorphisme
(4) serait 2 noyau fini, donc serait un isomorphisme des noyaux des groupes, et il y au-
rait un germe de relevement unique % — M, qui centraliserait G — ce qui signifierait
qu’il y a une seule fagon de réaliser 'opération topologique de G sur U par une opération
analytique complexe, donc algébrique — or ce n’est surement pas le cas, 'ensemble des
points fixes de G opérant sur espace de Teichmiiller M\gj » West pas réduit a un point —
c’est (dans le contexte algébrique) une multiplicité schématique qui peut étre de dimen-
sion quelconque — elle est de dimension > 0 en tout cas, si le quotient U /G n’est pas
de genre 0.

A retenir en tout cas, comme propriétés plausibles : (d) Pour tout sous-groupe fini
G de i‘f (oudumoinssi G C T, quand on dispose d’une discrétification my C 7 dans
a), regardant Centrz (G) = Z(G), N, N Z(G) — T, a une image ouverte (et il y a
méme des germes de relévements admissibles ', — Z(G)).

Ceci implique une propriété non triviale pour les g € M, en tant qu’éléments de
% (7r), ou mieux de N = Norm%(‘if) [2 savoir: In € N* tel que g" soit congru mod
T+ 3 un éément de Z(G)...]. Considérons en effet Pimage Z(, de Z(G) N N’ dans
I" = N’/%. On a évidemment I', C I”, et image de Z(G) N N, dans T, n’est autre
que Z;,NI,. Dire que celle-ci est ouverte, i.e. d’indice fini, implique donc que Vg € T',
dn € N* tel que g" € Z,.

Notons que dans T (7, ) iln’y a qu'un nombre fini de classes de conjugaison de sous-
groupes finis, donc si on regarde leurs centralisateurs Z dans ‘i(wgyy) et leurs images

dans

I, = Normg (To)/ %0

/
g,V g,v

!/
g,V

voit donc que le sous-groupe I, ,, de qu,v esttelque 'y, N Z, ;7,/ soit ouvert dans I'y ..

on ne trouve qu’un nombre fini de sous-groupes de Iy, soit Z , leur intersection. On

Passons maintenant 4 des sous-groupes finis de é(w) lui-méme — ou du moins de
M, — ou, ce qui revient presque au méme, de éj On va, comme tantdt, se borner 2
des G C &(my), pour une discrétification convenable € a, car autrement il n’y aurait
rien a dire. On sait qu’alors G est cyclique — et correspond a une action de G sur un

U topologique, avec point fixe. On peut la réaliser de fagon complexe, ce qu’on exprime
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en disant qu’il existe un relévement admissible I‘ha — M,, qui centralise G. On sait

d’ailleurs, si G # 1, que

() ¢ = {1}

(ou plutét, onle sait dansle cas discret — on ’'admet dans le contexte profini) — ce qu’on

peut encore interpréter comme une propriété de rigidité — ainsi
Centrg (G) = 69 — 3¢

estinjectif,doncsional’ C N, quiestdans l’Aimage, alors il existe un relévement I — &
unique qui centralise G, i.e. tel que I' — S, Mais en fait ce qu’on saura, pour un
I' C M, donné (décrivant une courbe algébrique via son action extérieure sur un ;)
Cest que ' € MY (i.e. Paction extérieure commute 2 une action extérieure donnée de
G, i.e. G opere sur la courbe algébrique) — et on voudrait néanmoins en conclure que
lorsqu’on a relevé G — TroulG — & (i.e. quand on s’est donné un point fixe de
Paction de G sur U) alors Paction de I'* se remonte automatiquement en I'" — M, de
fagon 3 commuter...(i.e. % — M), Est-ce 12 une propriété du choix de M, ou de celui
du relevement I — N, oude G ?

Dans le cadre discret, sauf erreur, si on a une action fidéle discréte de G fini sur 7,
alors &(m)¢ — T(my)® (qui est injectif, par 7§’ = 1) est aussi surjectif. Non, il y 2
erreur — ¢a signifierait tel quel que si G opere fidélement sur une surface topologique
U de type g, v, avec un point fixe P, alors les automorphismes qui commutent a G fix-
ent P (au lieu de permuter seulement les points fixes entre deux...). Donc il ne faut pas
s’attendre 2 ce que tout tout élément dans V%, ni méme dans T, se remonte a MC
— mais plutdt ceci : pour un G C T, () sous-groupe fini donné, les classes de 7-
conjugaison de “remontages” a é, qui s’interprétent comme desApoints fixes d’une ac-
tion de G sur quelque U, forment un ensemble fini, sur lequel T(m)C opere de fagon
naturelle, et le stabilisateur d’un Point P i.e. d’une classe de conjugaison de relevements
se remonte de facon unique en G, Il faudrait réexaminer ceci de facon plus soigneuse
parlasuite. Mais il me semble qu’on ne trouve pasici de nouvelles propriétésdesI' C M,

ni de M, lui-méme, i.e. de I, comme sous-groupe profini de I" = Norm T(‘i") /3.
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§ 31. — DIGRESSION SUR LES RELEVEMENTS D’UNE
ACTION EXTERIEURE D’UN GROUPE FINI G SUR UN
GROUPE PROFINI A LACETS 7

On suppose 'action extérieure fidele, ie. G C (2:(71') = f, etque G = GT. On
suppose de plus qu’il existe une discrétification invariante 7, i.e. telle que G C ().
Si on suppose G cyclique, alors sauf erreur il est prouvé que la situation est réalisable
topologiquement (donc aussi de fagon analytique complexe...)

Dans le cas discret, la signification des classes de my conjugaison de relevement G —
S(mp) est bien comprise, de méme que pour les relévements partiels. On trouve une réal-
isation canonique [si U' # @] du groupoide fondamental associé au groupe extérieur
7o, par un groupoide fini [U'] sur lequel G opére au sens strict, dont les points corre-
spondent aux classes de my-conjugaison de sections partielles # 1 maximales. Le groupe
T (7o) opere de fagon également canonique sur ce groupoide. Si P € U’ correspond 4
un relevement G — &(7), alors un élément -u € T (7o) est dans I'image de & (o),
i.e. peut se remonter en v € &(mp) commutant 2 G, si et seulement si -u(P) = P, i.e.
(si -u est remonté de facon quelconque en v), si et seulement si v(G) est T-conjugué A
G, i.e. siet seulement s'il existe g € 7y tel que v(G) = int(g)(G), ie. u o int(g~1)v
fixe G (auquel cas bien str il centralise, par 'hypothése -u € T¢). Donc notre bril-
lante assertion est une tautologie, et donc le relevement est unique. Comme U "est fini,
le stabilisateur ()% de P dans T (7)€ est d’indice fini, et c’est donc ce sous-groupe
d’indice fini qui se remonte gaillardement et canoniquement.

Que peut-on dire dans le contexte profini ? Bien stir, on a une application canonique



classes de 7p-conjugaison classes de m-conjugaison

de relévements de des relévementsAde

GenG — S(m) — Gen G — &(m),

i.e. de scindage de 'extension i.e. de scindage de 'extension
l—>m—>FEF—>G—>1 1—>fr0:7r—>E—>G—>1.

II faudrait examiner d’abord
a) la question de la bijectivité de cette application,

b) si7¢ = 1 (rigidité), pour G # {1}. (pour un relévement donné, dans E pour
simplifier).

J’ai envie de conjecturer sans vergogne qu’il en est ainsi — ce qui impliquerait par exem-
ple que pour tout tel relevement de G, il y a un sous-groupe oxvert (TF) p du groupe
(peut-étre vraiment immense a priori !) 3¢, qui se remonte canoniquement de facon 2
commuter a G....

Il faudrait manifestement faire, en méme temps qu’une théorie des opérations ex-
térieures des groupes finis sur des groupes discrets a lacets (qui est pour le moment ex-
trémement conjecturale) une théorie analogue dans le cas profini — jaurai sans doute a

y revenir par la suite.
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§ 32. — RETOUR SUR LES ASPECTS ARITHMETIQUES DU
BOUCHAGE DE TROUS : RELATIONS ENTRET, , et Ty, 4

Bien str, on a que

N, — 6,

est surjectif (puisque T, , — &, l'est), donc on aura
(1) 1N, 2Ny, =6, =1
et le diagramme cartésien de sous-groupes de T, ,, :

T+« ;
(S:gﬂl '/V’g,l’

(2) ]

. !
(Igﬂj N‘gvl/
Ny =N, g!’,, - %] donnera un isomorphisme
RSN S
(3) N /T, — Ny /T, =Ty

Dans le cas d’un (7, a), (7 groupe extérieur 2 lacets, a une arithmétisation), on aura de

méme :
" {N; /& LN /SE =T,

Na - N;‘i;r



Considérons maintenant pour tout i € I le stabilisateur \V; de i dans NV, et le groupe 2

lacets (pas extérieur !) 7;, de type (g, v — 1), déduit de 7 par “bouchage du trou i”'"”.

On a alors, pour une discrétification choisie o compatible avec I'arithmétisation, un ho-

momorphisme injectif
(5) A v VA s ¥

tel que le composé
= T = &(n)(+= 7))

108

soit I'inclusion canonique. Ceci posé, on veut' ™ que I'image de (5) (qui n’est peut-étre

. . -~ . . . . A |
pas invariante dans ¥;) soit znvariante dans Ni,'” ou ce qui revient au méme, dans N’

1 & > 1. . . \ . . .
(car V; = N* - ‘If, or ‘Z:F invarie cette image). Revenant  la situation universelle, cela

signifie :

(SN, ;V C ‘i'g,l, est contenu dans le normalisateur des 7} < C%;TV (1<i<v-—1),qui

b | .

. . | ) A
sont donc invariants dans AV "'’ De plus, ¥, , — &,

gw—1 induit un isomorphisme

(6) Ny, =M, .

g,v g

Cette assertion se décompose en deux : tout d’abord que 1; applique bien NV, , dans

!

M, — et ceci résulte de la définition arithmético-géométrique de ces groupes — cela

implique d’autre part, puisque v; induit aussi un isomorphisme
T+ &t
T, —6

g,v—1

qu’il induit un homomorphisme

r,, ——T,,,
(7) Tz zT
Now/T5, M,, /6

1970n écrit ici M etc. au lieu de NV, ; on suppose (g, v — 1) aussi anabélien, i.e. 29 + v > 4.
108Plutde, 7 est vrai que !

199 Cela signifie aussi que ¢; ne dépend pas du choix de la discrétification de classe cv...

107] suffit me semble-t-il de le prouver pour # i pour le déduire pour les autres.
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et Pinjectivité (resp. surjectivité) de (6) équivaut a celle de (7). D’ailleurs (7) s’insere, par

construction, dans un diagramme commutatif :

I'q
0 e N
r,,

> Fg,l/—l

avec 0, et 0,1 surjectifs, donc il est bel et bien évident que (6) est surjectif. La bijec-
tivité signifie que 6, ,, et 0,1 ont méme noyau (alors qu’a priori il se pourrait que 0,
aitun noyau plus petit, i.e. corresponde a une représentation de I'q “moins infidele” que
04,,—1). D’ailleurs, il est évident (méme, a priori, sans utiliser la définition ailleurs explic-
itée de V, ,,) que ’homomorphisme \; de (7) ne dépend pas du choixde 0 < i < v —1
— par exemple puisque 'on passe de I’un a ’autre en appliquant des opérations de £+
(puisque Tt opére transitivement sur /) et que Tt opére trivialement dans T’y ...

On peutdire que (6) décrit M ;71,71 (donc NV, ;’l,fl) en termes de V;, , — mais I'inverse
est moins clair, faute de savoir si ‘igﬂj i) ég,yq est injectif’; si on le savait, on pourrait
décrire \V, ;’V comme 'image inverse de M, 9!7,}71...11 ne serait pas impossible d’ailleurs que
(6) soit faux, i.e. que les 8, , soient infideles, mais de moins en moins quand on fait
augmenter ¥ — en passant 4 la limite projective 8, ., seulement, aurait-on (peut-étre !)
une représentation fidele de I'q ? Mais jusqu’a indication contraire, je préfere travailler

hypothétiquement avec (6), ce qui s’exprime par les suites exactes fondamentales'"!
9 1= fgu 25 N, 5 A 1

( ) - Tg,v—1 g,V g,v—1 —

qui étend la suite exacte

~ i & ¥ =1
(10) l=7gp1—%, — %, 1—1

(et tient lieu de la suite exacte peut-étre défaillante
. 2 2
1= fg,1—%,, =%, ,—1 77).

Quand (7, @) est un groupe extérieur a lacets muni d’une arithmétisation — ce qu’on

pourrait appeler une “courbe algébrique virtuelle” — alors ce qui précede permet de

110n pourrait 'inclure dans une suite exacte un peu plus grande, avec (N, ); et Ny, 1.
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définir, sur chacun des 7} de type (g, — 1) associés aux ¢ € I(m), une arithmétisa-

tion canoniquement associée a a, soit a;, et on trouve alors une suite exacte
i
(11) lom—= M) — N+ —1

telle que 'on ait

(12) (T = v (T)),
induisant
1 y ! » N} N > 1
(11') ] ]
T =N E) Ty

et induisant par passage au quotient
(13) r, —T,,.
De plus, I'application canonique
Discrétt (7) — Discrét™ (')
définit par passage aux quotients
(14) P, — P,,

compatible avec les actions de I';,, ' et (13).

Je ne fais ici aucune assertion sur une soi-disant bijectivité entre ensemble des arith-
métisations de 7, et ensemble des arithmétisations de 7, — ce qui reviendrait a la bijec-
tivité de ) R R

TN, = & My =% /Ny,
qui n’aurait guere de raison d’étre que si on admettait T(r) = S(x)), qui me semble
bien problématique.

Cependant, on tronve, par le foncteur “bouchage de trous”, une équivalence entre la
catégorie des groupes profinis & lacets extérieurs arithmétisés de type (g, v), et des groupes

profinis a lacets (pas extérienrs!) arithmétisés, de type (g, v — 1).
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On peut se proposer d’essayer de préciser le type de propriétés qui vont caractériser
o . =+ r_ I+
Ny dans N, = Normiw (%},), ouencore Ty, dans T, = N /T . Onades

homomorphismes naturels

T, , — Autext(%],)

(15) :
T, — Autext(T]))

et je présume que I, pourra se décrire comme image inverse d’un sous-groupe fermé
convenable de 'un ou de I'autre des seconds membres, i.e. qu’on peut le décrire en ter-
mes des propriétés d’opérations extérieures sur T}, ou sur T . Les conditions (e) en
tout cas, sont bien de ce type (propriété de normaliser des sous-groupes invariants 7; de
| . A . .. . Jox)
T,,.)- Bien str, on pourrait poser des conditions sur des automorphismes extérieurs
S 1
!
(de¥’, ,, 5
qui soient engendrées par les conditions (5’) et (6). Mais il n’est pas dit du tout que cela

suffiraa décrirelesTy, C T

g7V’

disons), qui soient stables par passage successifs a des T’ 1 etc...et

w1 g
ne serait-ce que parce que la condition devient vide pour
le cas limite v = 0 (sig > 2;0upourlescasg = 1,v = 1l,oug = 0,v = 3). Il est
possible qu’il faille faire intervenir des propriétés des ; des M, G lides a la compactifi-
cation. Ce n’est guére que dans le cas de (g, ) = (0, 3) qu’il ne faut pas s’attendre du
tout a ce genre de condition.

Appelons “courbe algébrique potentielle” (sous-entendu, sur une cléture algébrique

non précisée de Q) la donnée d’un groupe extérieur profini 7 2 lacets de type (g, /), muni

d’une arithmétisation a, et d’un germe de relevement “admissible”
(16) T — N,.

Elles forment une catégorie (pour les isomorphismes, pour le moment) ; si on se donne
un torseur P sous I'y , (ce qui, moralement, revient a se donner une cloture algébrique
Q de Q...) les courbes potentielles de type (g, v/) relatives i ce torseur (moralement, cor-
respondant 2 des courbes algébriques sur Q...) sont celles munies en plus d’un isomor-

phisme (“intérieur”)
(17) P, — P
(définissant un isomorphisme

(18) T, = Tp = Autp,, (P).)
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Cette fois-ci, on s’attend a trouver des ensembles d’isomorphismes finzs, au lieu de
torseurs sous des groupes profinis considérables 12,

On considere les poznts de m, comme les classes de m-conjugaison de relevements “ad-
missibles” de (16) en

(19) " — M, C E(n)

3 . T
Ta =1 ceci pour Padmissibilité.

i.e. un germe de vraie action de I, sur 7 avec 7

Question liminaire. — La connaissance de 7, de 2., = ‘i;f C ‘ﬁf(ﬂ'), et d’un sous-
groupe I' C X(7) (normalisant ¥,, tel que I" N %, = {1}) permet-elle de retrouver
Parithmétisation de m — et, pour commencer, de retrouver NV, (dans lequel I' - ¥ est
d’indice fini) ? Il suffirait, pour pouvoir répondre par 'affirmative, de savoir que tout
isomorphisme extérieur T — T4, qui envoie > sur ‘ig,,, = Eg,y, et tout sous-groupe
d’indice fini IV - ¥ de N, dans /\/'g,y, est compatible avec les arithmétisations. Or ceci

revient exactement a :

(g) (facultatif, quand-méme!) Pour tout sous-groupe ouvert N’ de NV ,,, les éléments
de ¥, , normalisant ¥, , et qui transportent N’ dans NV, ,,, sont dans NV, ,, (a for-

~

tiori N, serait son propre normalisateur dans Normz ().
g,V

Avec les “points de U” (définis comme classes de conjugaison de relevements (19)) “ad-
missibles” i.e. satisfaisant (20), on fait un groupoide, ayant comme groupe fondamental
extérieur 7, et sur lequel I' C N, opére strictement (NB. pour se reposer, on se donne
maintenant I" lui-méme, pas seulement un germe — moralement, cela signifie qu’on a
une courbe définie sur une sous-extension finie K de Q/Q...Les points fixes de I corre-
spondent aux points rationnels sur /, les points fixes sous un sous-groupe fermé I aux
points rationnels sur la sous-extension K’ de Q/Q associée 2 1"...)

Soit maintenant [’ C [ = I(m) une partie de I, stable par I'. On trouve par
“bouchage de trous en I’” un groupe extérieur 2 lacets 7/, et un homomorphisme ex-

térieur

(20) T

12Le cas ol P est le torseur trivial est celui des 7 [extérieurs ?] munis d’une prédiscrétification orientée

a;d’otiune suite exacte: 1 — T, - Ny, =Ty — 1
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D’ailleurs 7’ hérite d’une arithmétisation a’ par m — et on aura

r, — Ty

(21)
P:Pa—w—)Pa/

donc 7’ est défini sur la méme P que I, (i.e. en faisant des trous dans U pour trouver
U’, on n’a pas dérangé le corps de base algébrique absolu Q...). D’ailleurs on aura un

homomorphisme canonique

T(r) = ()

induisant

Nog ——— N
) ] ]
Ty ———— T

(induisant justement I'; — I';/ par passage aux quotients), et on trouve, en composant
L' — N, = Ny

un homomorphisme également injectif

(23) ' — Ny

qui est une quasi-section de Vs sur I'.. Donc sous réserve d’admissibilité, on trouve sur
7' une structure de courbe algébrique potentielle, relative au méme P.

Je suis vraiment géné aux entournures, faute d’avoir une définition en forme
d’“admissible” — je vais y revenir tres vite — mais pour le moment, j’ai envie de noter
que, si I’ # O, le groupe extérieur ' peut se décrire par un vrai groupoide, ayant I’
comme ensemble d’objets, et sur lequel I' opere en sens strict (ceci est de I'algebre pure,
indépendamment des histoires d’arithmétisation...) Le fait que I' opere trivialement sur

lesi’ € I' implique que pour tout i’ € I’, on a un homomorphisme canonique

(24) I — (i)
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qui reléve son action extérieur, d’ott une classe de 7'-conjugaison de relévements de
Paction extérieure de I' sur 7" en une vraie action de I" sur 7" — on espére qu’elle sat-

isfait 77 = 1 — et on a donc une application canonique
(25) I' = Pes(n’, o/, T).

Je dis que cette application est injective. Ceci est “évident” quand on interprete “action
extérieure admissible” par “réalisable par une vraie courbe algébrique”, et “relevements
admissibles” par “réalisables par des vrais points rationnels sur K, corps des invariants
de '3, Mais on voudrait bien stir des raisons internes 2 la donnée des (N, ), et des
propriétés de ces données ! Ce point étant admis (en mettant entre parentheses les deux
définitions essentielles d’admissibilité, sur lesquelles on va revenir plus bas) on trouve un

foncteur “bouchage de trous” (il faut faire aussi les restrictions anabéliennes habituelles) :

Courbes algébriques potentielles

Courbes algébriques potentielles
sur P relatives 4 un sous-groupe ouvert I' — sur P relativesa I’
de I' p, et munies d’un ensemble

munies d’une partie de 'ensemble

I’ de points a 'infini des “points invariants sous I'”

et sauf erreur, il est devenu évident que ce foncteur est une équivalence de catégories
[pour les isomorphismes] et comme conséquence, il y a le foncteur en sens inverse : forer
des trous en des “points” invariants sous I' (ou en des points quelconques, quitte a passer
aun I" plus petit).

Mais je me rends compte que ce n’est pas du tout évident — je vais essayer d’élucider
la situation axiomatiquement. On a fixé un genre g, on suppose donné, pour v variable
(tel que (g, v) anabélien) des sous-groupes fer{nés Ng’li - ‘ig,,,, normalisant ‘igﬂ,, et

satisfaisant la condition essentielle que les ¢; : ¥, — &, ,_1 induisent
My, — My, 1,

ce qui permet de définir la notion d’arithmétisation d’un 7 profini de type (g, ) an-
abélien, et la théorie du bouchage d’un nombre quelconque de trous, et du forage d’un

seul trou, dans la catégorie des groupes de type (g, /) arithmétisés.

130n est ramené au cas Card(I’) = 2...
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On suppose d’autre part donné une sous-catégorie pleine''* de la catégorie des
groupes profinis (qui pourrait se réduire aux sous-groupes ouverts de I, valeur com-
mune des I'g ,,, ou des sous-groupes ouverts du groupe I';, a une arithmétisation), et
une notion d’opérations extérieures “admissibles” de tels I" sur des 7 arithmétisés. On

suppose
(1) SiI' opere admissiblement sur 7, tout sous-groupe ouvert aussi (et inversement)

(2) Si'" de plus I invarie une partie I’ de I = I(m), alors en “bouchant I"”,

Popération de I" sur 7’ est admissible.

Quand on a une action ¢ffective (pas extérieure) de I' sur un (7, a) de type (g, v/), alors le
foncteur “forage de trous” donne une action extérieure sur un (7°, a°) de type (g, v +1)
et on dit que I'action de départ est admissible, si 'action extérienre déduite I'est. On
trouve ainsi une éguivalence entre la catégorie des systemes (7, a, I', 1, i) d’un (7, a) de
type (g, v+ 1), avec une opération extérieure admissible 1) d’un I" dessus, etuni € I(m)
stable par I', avec la catégorie des (7/, @', I', ¢') des (7', ) de type (g, /), avec une vraze
action admissible ¢’ de I dessus. La condition (2) assure que si I" opére effectivement,
de fagon admissible, alors ’action extérieure déduite est admissible (mais 'inverse ne sera
pas vrai — il y aura des relevements “pathologiques” d’une action extérieure admissible

donnée...). On suppose de plus
(3) SiT opere effectivement de fagon admissible sur 7, alors 71" = {1}.

Cela implique que la catégorie des I'-points de 7, ou si on veut des sections de B (=~
B.,) sur Br, est rigide. Mais considérons la catégorie limite inductive de la catégorie des
sectionsde B, >~ B,, sur des By (I' sous-groupe ouvert) ; elle est discrete et correspond
al’ensemble

Pty (BW,F”) & 11_H>1 Ptad(Bw,F’)

ot 'on prend la limite inductive sur les ouverts IV de I'.
Si Pt(Byr) # @, alors (du seul fait que 7 = {1} pour tout sous-groupe ouvert

de I') le groupe extérieur 7 peut étre décrit canoniquement par un groupoide profini

40n Ja supposera stable par passage a des sous-groupes ouverts.
511 suffit de la poser pour Card(I”) = 1,1i.e. bouchage d’un trou — dumoins si on sait que la condition

d’admissibilité ne dépend que de 'action des noyaux des groupes.
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Pt(B,r) ayant Pt(B, 1) comme ensemble d’objets''®, liés par le groupe extérieur 7, sur
lequel I" opere en sens strict, le stabilisateur I'p de tout point étant ouvert, et I'p —
Aut(P) (~ m modulo automorphismes intérieurs) étant continue. On a ici que si 2 tout
P € Pt(B, ) onassocie la classe d’isomorphie de sections de B, 1 sur By, on trouve une
bijection — ce qui caractérise le I'-groupoide en question a Zsomorphisme unique pres.

On supposera :

(4) Sil opere admissiblementsur (7, a), alors il existe un sous-groupe ouvert I'' de I'

dont I'opération extérieure se releve en une opération effective admissible — i.e.

Ptad (Bpﬂr) # .

Notons que dans la situation envisagée, du bouchage d’un trou s € I(m) d’un , en plus

de ’homomorphisme

associé, donnant par composition

N : s pi
d’ot1 une action extérieure de T(7) sur 7}, de fagon que les 7 — 7} commutent aux ac-
tions extérieures de (), on a un homomorphisme canonique d’extensions, provenant

de cette action extérieure et de ’homomorphisme p; : m — 75

1 > > &)y —— T(m)y —— 1
Pi l ‘V l’l"
1 X s S(n) —— F(x) —— 1

qui n’est pas le composé
A % /
S(m): = T(m); 2 S(x)

(il peut se définir chaque fois qu’on a un groupe I', i.e. (), qui commute extérieure-
ment sur deux groupes extérieurs 7, 7', et qu’on a un homomorphisme p;7 — 7’ qui

commute 3 'action de I', et tel que le centre de 7 et le centralisateur de son image dans 7’

16Le groupoide i opérateurs stricts Pt( By, ) dépend fonctoriellement de (7, I'), pour des morphismes

extérieurs [2?].
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soient triviaux...) C’est aussi ici ’homomorphisme de “transport de structure”, qui pour
tout automorphisme 2 lacets u de 7, associe 'automorphisme correspondant de 7. On
a oublié de préciser :

~
~

(g) L’homomorphisme canonique (&,,); — égﬂj,l associé 2 i € [0, v — 1] envoie

(M,,); dans M, ,,, donc il s’insére dans un homomorphisme de suites exactes :

1 X » My(m)y —— Ny(m)y —— 1
(26) | -
1 > ) > My (7)) —— Ny(n)) —— 1

Ceci posé, si on a une opération extérieure admissible I' — N, () de I sur , fixant 4,
donc aussi par exemple N, (m) — N/ (n') sur 7}, on peut considérer que tout reléve-
ment I' — M, (7) pour 7 définit par composition un relévement I' — M,/ (7)) pour
m;. On conclut aisément de (2) que si le premier est admissible, le deuxi¢éme 'est. On

trouve donc

(27) Pty(Brr) — Ptad(Bﬂ-;’F)

et en passant a la limite, une application de I'-ensembles :

(28) Pta(Brrs) — Ptaa (B o)

— qui correspond d’ailleurs 2 un homomorphisme de I'-groupoides
(29) Pt y(Brrs) — ﬁm(Bw;,F”)'

Ceci posé, soit P € Pty (B,r;,p) le “point canonique” de Ptyy (B,,;}p) = (Ptad(Bﬂl/_In )) "

On demande:
(5) L’application (27) induit une bijection

Ptyy(Brr) = Ptaa(Brr) \ {P}

ou encore (passant a la limite) une bijection de I'-ensembles
Ptad(Bﬂ',Fh) —N_) Ptad(ng,Fh) \ {P}

Ceci signifie trois choses:

220



(a) L’homomorphisme canonique I' — M,/ (7)), composé de I' — N, () et de

No(m) — My(7}), n’est pas 7j-conjugué 2 un homomorphisme composé

r -2, M, (1) =5 My (nl), ou T 2% M, () est un relévement admissible.

(b) Si\,pu : T' = M,(m) sont deux relévements admissibles de I' — N, () tels
que ; o Aetp; op : I' = M,(m) soient mj-conjugués, alors A et 41 sont déja

T-conjugucés.

(c) Tout relévement admissible de I' — N/(7}) en I' — M,/(7}), provient par

composition d’un relévement admissible I" — M, (7).

Grice 2 ceci : I’équivalence de categories entre systemes (7, a,7, 1,0 : ' — N,) et les
systemes (7', a’, I, : T — N, P),ou P € Pt(B, 14)", se précise de fagon parfaite
au niveau des points : les points I'-rationnels de B, s’identifient 4 I'un des points I'-
rationnels de B+, distincts de P.

Cecinous permet alors (ce qui n’était pas faisable dans le contexte discret !) d’étendre

I’équivalence de catégories en une équivalence :

[Catégorie des systemes (7, a, I',T,0 : ' — N,) d’un 7 arithmétisé par cv de type
(g,v) avec2g + (v — card(I’)) > 3,de I’ C I(m), d’une action admissible extérieure
de I' sur  telle que I fixe chague point de I']

(30) | 22

[Catégorie des systemes (7', a/, I', T, ¢’ : T' — N,/) d’'un 7’ arithmétisé par o/ de type
(g,V") [V = v—card(I")] avec opération extérieure admissible de I dessus, et une partie
I' C Ptyy(Byr) (donc I’ C Ptyg(Br1)b), ie. I’ formé de points invariants par T, i.e.

“I"-rationnels™].

On a alors un foncteur quasi-inverse : forage de trous en I’! Il est 4 noter que dans
cette approche, on a dii se borner au cas d’un ensemble de points I’ C I(7), non seule-
ment stable par I, mais inclus dans I*, ou encore 2 une partie I’ C Pt(B,/ 1) non seule-
ment stable par I', mais méme dans Pt(B, 1+ )" Pour montrer que sans cette restriction,

le foncteur naturel correspondant est néanmoins une équivalence, on est ramené a ceci :

(6) Soit (m,a,I' C I(m)) avec (7, a) groupe a lacets extérieur profini arithmétisé de

type (g,v), d’ott (7', a’) — soit I', avec I sous-groupe ouvert opérant sur (7, a)

221



de facon admissible (I' — A/ (7)), et laissant stable I’, donc il opére de fagon
admissible sur (77, @’). Supposons donné un relévement de cette action de I' en
une action admissible de I' sur NV, qui invarie /" C Pt(B,/ ) ~ Pe(B, e ) [cf.
le diagramme],

W)y «——— T

Ny «—T

Alors il existe une action admissible unique de I sur (7, a), qui prolonge celle de

I et qui donne naissance a celle donnée sur 7'.

L’unicité est-elle de toutes fagons claire ? Considérons 'extension F de I' par L =
Ker((Na)If — Na), image inverse de 'extension (V) (de Ny pas L) viaT' — Ny,
on a un scindage partiel de cette extension au dessus du sous-groupe I'" de I', et I’assertion
est que ce scindage se prolonge, de fagon unigue a1'. On peut supposer I invariant dans
I, et on identifie I'” 2 un sous-groupe de E. Toutes les sections de £ sur I s’identifient
a des sous-groupes, sections [ de E. Pour un tel T, on a bien sir I C Normp (),

d’ailleurs on a évidemment :
(31) Normp(I') N L = LY

et je présume qu’on doit avoir L = 1 (qui généralise la condition (3) plus haut...) Or
cette condition implique Uunicité — savoir I = Normp(I") et existence signifie que
Normpg(I") — T est un épimorphisme (donc un isomorphisme...).

Mais il faudra essayer de préciser, dans certains contextes (au moins celui des ac-
tions arithmétiquement fideles, i.e. I' — I, injectif — qui correspond normalement
au cas des courbes algébriques définies sur des extensions algebrigues de Q) — la notion
d’action “admissible”. Pour ceci, on doit revenir sur la relation entre courbes (poten-
tielles) et revétements finis, ce qui donne aussi une fagon de faire varier g.

Mais j’ai envie d’abord de reprendre sous un autre aspect (peut-étre plus général) le
formalisme précédent, qui peut-étre aussi s’applique au cas des groupes discrets alacets (je
pense au formalisme des U ' lié aux actions extérieures de groupes finis sur de tels groupes

alacets). Soit X' un ensemble # & (moralement, un ensemble de “points” d’une courbe
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algébriques, ou d’une surface topologique...) ; on suppose donné, pour toute partie finie
I de X, de complémentaire U; = X'\ I, un groupoide II;;,, ayant U; comme ensemble
d’objets. De plus, pour J D I'i.e. Uy C Uy, on suppose donné un homomorphisme de
groupoides

HUJ — HUI

qui sur les objets soit I'inclusion U; < CU;. On supposera la transitivité (stricte)
i.e. [Pexistence d’Jun foncteur covariant de la catégorie des parties U de X' complémen-

taires de parties finies'” (

avec les inclusions), vers la catégorie des groupoides, qui sur
'ensemble d’objets coincide avec le foncteur évident...On suppose de plus que pour tout
i € I, on se donne un groupoide I1; (ou Ilp:), et pouri € I € P(?7) un homomor-
phisme de groupoides

HD; — HUI

compatible avec les morphismes de transition 7y, — 7y, I D J. On suppose que

pour I fixé, on trouve sur Iy, une structure de groupoide a lacets par
11 D} — HUI

sans d’ailleurs exclure le cas ot I = &, et ot (ILy étant connexe, disons) le genre esz 0.
On suppose de plus quesi J D Iie. Uy C Up,etpouri € J \ I, ’homomorphisme
composé

HD;‘ — HUJ — HUI

soit “constant”, de telle fagon que IIy;, se déduise de II;, par “bouchage des trous” en
J\ 1.

Jusqu’a présent, tout ceci pouvait se visualiser par exemple en partant d’une surface
topologique orientable X, et d’une partie X' de X rencontrant toute composante con-
nexe, en prenant pour I1; la restriction 8 X \ I du groupoide fondamental de X \ /
(si] # X;siX = I, ce quiexige X fini, on prendra le groupoide fondamental de
X\ I = X\ &, qu’on aura du mal 2 envoyer dans les autres avec transitivité szricte,

qu’a cela ne tienne !) Mais, on est surtout interessé au cas X infini. Ou on prend X

17Si X est finiet I = X, on suppose que cependant IIy;, (= IIz) n’est pasle groupoide vide, mais un
groupoide (qui s’envoie dans les précédents...) mais on ne pourra pas exiger la transitivité stricte. Il faudrait

peut-étre faire des hypotheses anabéliennes sur I, .
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courbe algébrique sur un corps algébriquement clos, X’ partie de X rencontrant toute
composante connexe, et on définit les II;;, comme précédemment.

Soit maintenant I" une groupe qui opére sur la situation (st7ictement, s’entend), donc
sur 'ensemble X, les groupoides I, , les IT D (NB qu’il permute entre eux), en commu-

tant aux homomorphismes
HUI — HUJ et les HDL* — HUI-

(On aura des difficultés, si X est fini, pour II;, quand I = X, pour la commutation
stricte des Iy, — Ily,...mais passons...) Nous supposons définie une notion de sous-
groupe admissible de I (ils sont en tout cas # {1}) telle que si I est admissible alors tout
sous-groupe I O I'" aussi.

On suppose
(1°) VP € X,I'p # {1}, et I'p d’indice fini dans I (i.e. Porbite de P finie).

Nous voulons des conditions qui assurent que X et les IIy;, etc. peuvent se reconstruire
a isomorphisme canonique pres a 'aide des données purement groupoidiques ou topos-
siques (2 opérateurs I') correspondantes. On peut le dire en langage topossique savant,
mais on va I'exprimer en termes de théorie des groupes a lacets. Soit I une partie de X
stable par I, on voudrait poser des conditions qui permettent d’exprimer (pour tout tel
I') la situation des groupoides 11y, associés aux V' O Uy (i.e. les Uy avec J C I),les II D:
(¢ € I)etlopération de I' dessus, en termes des seules opérations de I' sur le groupe
extérieur a lacets 7y (I, ) associé a I ou plutée (car cela est immédiat, par 'opération de
forage de trous), en sens inverse, montrer comment, sous réserve d’anabélianité, disons
de Iy (pour fixer les idées), on peut plus ou moins reconstituer 1y, et I'action de I'
dessus..., a partir de Iy (ou plutét, du topos Brr,, ), et de I'action de I' dessus. On veut
au moins une description intrinseque des éléments de X" et de I'action de I' dessus, via
cette action “molle” — qui, pour X’ connexe, revient encore a une action extérieure de I'
sur un groupe  lacets (sazns lacets !) ...

Une premié¢re condition, sous forme faible, est que (supposant X" connexe, et ap-
pelant 7(I) le groupe extérieur 7y (I, ), pour tout partie finie / de X') que pour (1)

anabélien (ce qui sera le cas pour I “assez grand”, du moins si X est infini, donc qu’on
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puisse prendre I de cardinal arbitrairement grand...) application évidente

classes de ([ )-conjugaison
(2°) Ur = Pt(Byrpyr:) — de germes de scindage de

extension F/(I)

(compatible avec les actions de I') soit znjective. Mais pour aller plus loin, il faudrait
pouvoir donner une caractérisation de I'image. Notons (nous plagant dans le contexte
profini désormais) que si on se donne sur les 7w(1) des arithmétisations, compatibles avec
les homomorphismes extérieurs de bouchage de trous (1) — 7(.J), et avec 'action de
I"surles (1), on a donc un homomorphisme canonique de I' dans le groupe commun
I' des automorphismes arithmétiquement extérieurs de ces arithmétisations (et méme
I' — Mx(9)=n, ce qui est déja une donnée nettement plus forte). On peut donc sup-
poser donnée une notion de relevement admissible d’une telle action arithmétiquement

extérieure, de telle fagon que I'application (2°) soit une bijection
U] =X \ 1 ;> Ptad(Bﬂ(I)’pu).

Ceci signifie d’ailleurs, pratiquement, que la notion d’admissibilité satisfait aux condi-

tions (1°) 4 (6°) vues ci-dessus.

Quant a savoir ce qu’il y a lieu d’appeler opération extérieure “admissible” de I" sur
un groupe extérieur profini a lacets, cela reste pour le moment conjectural. On pourraita
titre expérimental conjecturer que la notion qui suit marcherait. Appelons “admissible”
toute telle action

T - %(n)

qui respecte une arithmétisation a, i.e. qui se factorise par le AV, correspondant, telle
que 'image de I' — N,/ T = I, soit ouverte, et que pour tout homomorphisme
de bouchage de trousen i € I(m), 7 — m, N(w); — M(nx}), ’homomorphisme
correspondant de I'; ni d’aucun sous-groupe ouvert I' de I';, ne normalise un L;, J €
I(m}) = I\ {i}; peut-étre méme faudrait-il imposer que 7T = {1}, ou I'* est le
noyau de I’ X5 Z* — en tout cas on s’attend  ce que Pon ait alors 7 = {1}, etsi
ce n’était le cas, il faudrait Pintroduire dans la définition — pour chaque opération de

bouchage de trous relatif 2 I’ C I(7), et un choix d'un i € I, permettant de définir
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F([/J') — M(W(I’)))HS.

Notons qu’une vraie action de I" sur 7 (pas seulement extérieure) qui reléve une ac-
tion donnée “admissible”, est elle-méme admissible (en ce sens qu’elle définit une action
extérieure admissible sur un 7’ de type (g, v+1)), si et seulementssi cette action ou plutdt
son germe, ne normalise aucun L; (i € I(7), et qu’il en soit de méme pour I'action in-
duite sur chaque w(I") (I C I = I(m)) [il suffit de prendre les 7(I") pour I’ de la
forme I'\ {j},7 € I, dumoinssig # 0] — et qu’enfin Paction de I'* sur 7/ (1) (déduite
de 7’ en bouchant les trous en I, de sorte que 7'(]) a une seule classe de lacets; /(1)
se déduit aussi de ’action effective de I" sur m(/) — avec O classe de lacets — en faisant
“un trou” correspondant — relatifs 4 un point ¢ € I), ne normalise pas de sous-groupe
lacets...Mais je présume que la premiére condition (action de I'* ne normalisant aucun des
L;) implique les autres. Mais il faut dans la définition d’admissibilité aussi tenir compte
de la condition (4°), qui implique I'existence de suffisamment de relevements...

Jen arrive (péniblement !) 4 une

Conjecture provisoire profinie'””. — Pour I" groupe profini donné, une action ex-

térieure sur un (T, a) arithmétisé anabélien de type (g, v) est dite admissible, si
a) L'homomorphismel' — T, a une image ouverte.

b) Les actions effectives déduites par bouchages de trous (" € I' C I = I(m)) ne

normalisent pas de sous-groupe a lacets.

¢) 1l existe une infinité de classes de m-conjugaison de germes de scindages de 'extension

del’ parm, qui ne normalisent aucun sous-groupe a lacets de 7'%°.

Une action effective de I sur m est dite effective, si laction extérieure est effective, et si elle
ne normalise ancun sous-groupe a lacets.

Ceci posé :

18Plus généralement, pouri € I’ C I = I() on impose que la [??] action de I} sur 7(I”) correspon-
dant 34 ne normalise aucun sous-groupe L (j € I\ I’). On est ramené pour ceciaucasou I’ = I'\ {j},

donc ot 7(I”) n’a qu’une seule classe de lacets...(si g > 1)
19 Canulé, cf. plus bas...
120Cette condition c) exclut sans doute des cas comme I' = N ,, avec (g, ) # (0, 3), car l'extension

Mg, de Ny, par Ty, n’admet sans doute pas de germe de scindage — ce qui est équivalent (?) au fait

que Uy, sur My, n’admet pas de multisection étale...
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a) Sil opere effectivement de fagon admissible, on a

A= (1)
(pent-étre méme " = {1}).

b) Sii € I est stable par 1 opérant extérienvement de fagon admissible, alors l'action

effective sur ' = w(i) ne normalise aucun L, (5 € I \ {i}).

¢) St I opere effectivement sur m de fagon admissible, en laissant fixe i € I, alors
Uaction correspondante effective (par passage an quotient) sur ©' = 7(i) ne nor-

malise aucun Lj, j € I\ {i}).
d) SiT opere effectivement sur m de fagon admissible, alors l'application
Pt(By r:) — Ptag(By ra)

définie par c) est injective, et le complémentaire de son image est égal 4 { P}, on P

est défini par le “trou”1.

Mais cette derniere partie de 'assertion, allant au-dela de la seule 7njectivité — et carac-
térisant I'image, me semble maintenant tout 4 fait douteuse — en effet, il suffit de re-
garder un schéma S de parametres, de type fini sur Q (un K (m, 1) de préférence, par
exemple une courbe algébrique) et de prendre pour I' (non le groupe fondamental de
son point générique, i.e. d’un corps, mais) le groupe fondamental de S' lui-méme. La
donnée d’une action extérieure admissible de I" sur un 7 correspond moralement a celle
d’une famille de courbes U de type g, v paramétré par S.'*! La condition c) est vérifiée
par exemple si U provient d’une courbe algébrique sur le corps de base lui-méme, donc
pas de probleme — et il est manifeste que la surjectivité déconne. La difficulté provient
du fait que deux actions distinctes de U sur S peuvent ne pas étre disjointes !

Il faut pouvoir parler de sections “strictement distinctes” i.e. distinctes en tout point
de S — ce qui, en traduction profinie, revient a comparer deux scindages de 'extension
de I par 7, avec les germes de scindages sur I' C T' de I (en tant qu’extension de I'q

par une partie géométrique) qui correspondent aux points de S — i.e. les (germes de

217 g scindages d’extensions correspondent aux section de U sur S.
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scindage) admissibles justement. On a 'impression de tourner dans un cercle vicieux
ou presque — il semblerait qu’il ne faudrait pas trop vouloir avaler 4 la fois — traiter
d’emblée zous les groupes profinis I" 4 la fois — mais plutét se borner d’abord a ceux qui
moralement, correspondent a des 7; de schémas de type fini sur Q, des K (m, 1) disons,
ou méme des variétés élémentaires a la Artin — et dans les définitions resp. conjectures se
tirer par les lacets des souliers, en récurrant sur la dimension. Au premier cran donc (di-
mension 0) on se bornerait 4 des actions de groupes I' qui soient (modulo tout au moins
passage 4 un sous-groupe ouvert) “arithmétiquement fideles”, par exemple I' — T, in-
jectif. Dans ce cas-1a, la conjecture telle qu’elle est énoncée tantdt semble raisonnable, ou
du moins pas nécessairement déconnante. Le test décisif, il est vrai, serait la possibilité

d’obtenir les “courbes” ainsi définies comme des revétements de P! \ {0, 1, 00} ...
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§ 33. — DIGRESSION TOPOLOGIQUE :
ANTI-INVOLUTIONS DES SURFACES ORIENTEES
ALGEBROIDES

On'** appelle surface algébroide une surface U de la forme X \ S, X surface compacte
orientable, S fini. Alors X est determinée 2 homéomorphisme unique prés comme
“compactifié pur” de U ; on la note U. Les homéomorphismes de U avec lui-méme
s’identifient aux homéomorphismes de X qui appliquent S dans lui-méme. Les ori-
entations de X sont en correspondance 1-1 avec celles de U. Le anti-involutions de U
(supposées orientées) sont en correspondance 1-1 avec celles de X qui conservent S.

On trouve alors une équivalence entre la catégorie des surfaces orientées algébroides
U munies d’une anti-involution o, et des surfaces 4 bord compactes Y, munies d’une
partie finie 75 2 (U, o) correspond (U /o, (U \ U) /o) — eta (Y, T) correspond Y \ T,
ot Y estle “double orienté” de Y (qui est une surface orientée compacte), et T est 'image
inverse de 7' dans Y.

Nous nous intéressons maintenant au cas ot U est connexe de type (g, /), en exam-
inant d’abordle cas v = 0,ie. U = U, S = @ (auquel le cas général se ramenera). La
condition v = 0 correspond au casoul’ = & — doncles U = X envisagés s’identifient
aux doublements orientés de certaines variétés a bord compactes Y. Lesquelles ? Evidem-

123

ment il faut que Y soit connexe, et non orientable’>. Donc Y est caractérisé, 3 homéo-

122Finalement je ne regarde que les surfaces compactes — pourtant le cas non compact serait aussi trés in-
téressant a regarder — pour essayer de retrouver par voie algébrique, sur 'automorphisme extérieur d’ordre

2 du 7y, la disposition des “points 4 I'infini” de la courbe sur les composantes connexes de X7 = U.
123Ce nest pas vrai que Y soit nécessairement non orientable — seulement dans le cas ot X7 = @.



morphisme pres, par son genre 7y et le nombre 1 des composantes connexes du bord —
il peut se déduire du plan projectif réel Y, en y découpant 7y rondelles disjointes, et y rec-
ollant des rubans de M&bius, puis en découpant encore /1 rondelles ouvertes — ce qui

donne
X(Y) = x(Yo) — vxi(rondelles ouvertes) + vy (rubans de M&bius ouverts)

—pux1(rondelles ouvertes)

[ot x(Yo) = 1 et xi(rondelle ouverte) = 1]. Or le ruban de M&bius ouvert (déduit

de Y en enlevant une rondelle fermée) a un x; égal 2 x(Yp) — x1(rondelle fermée), soit
1—-1=0,dou

(1) x(Y)=1-(y+n),

pour une surface Y compacte connexe avec un bord a /1 composantes non orientable de
genre 1.

D’autre part, ona
g\.
X(X) = x(X\ X);
or X7 est une réunion de cercles donc son x est nul. Or, comme X \ X7 est un revéte-

ment étale d’ordre 2de Y, ona
X(X\ X7) = 2x(Ine(Y))
enfin
X(Y) = x(Y \ 0Y) = x(Int(Y));
pour la méme raison que tantdt (x(9Y') = 0), d’otr enfin
(2) X(X) =2x(Y) =2(1 = (v + p)),
ou encore, puisque x(X) = 2 — 2g

(3) g="+p

Donc on trouve'**

12¥Non, on ne trouve qu’une sous-catégorie pleine de celle de tous les (X, o). Il y a d’autre part aussi
les doublements orientés [ [y Y des surfaces orientables compactes 2 bord non vide — si Y est de type

(v, 1), X estde genre gavec g = 2y 4+ — 1 (ouy > 0, > 1).
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Proposition. — La catégorie des surfaces orientees connexe compactes de genre g munies
d’une anti-involution o est équivalente a celle des varietés compactes a bord non orientables,

de type (y,v) (v le genre, j1 le nombre de trous), avecy + v = g.

Corollaire’”. — Il y a exactement g + 1 classes d’isomorphisme de systémes (X, o),

dassifiés paro < p < g, oi p = card(mo(X7)).

§i X = X est une surface orientée compacte de genre g, cela signifie aussi que dans
le groupe A, = Aut(X,), il y a exactement g + 1 classes de conjugaison d’éléments o

satisfaisant
(4) o? =1, sg(o) = +1

(i.e. qui soient des anti-involutions). Elles fournissent g + 1 classes de conjugaison
d’éléments de Ay/Aj = T, satisfaisant les mémes relations. Nous montrerons (on
Pespere !) que ces classes sont distinctes et que tout 0 € T satisfaisant les relations (4)
est dans I'une de ces classes.

On admettra le

Lemme. — Toute anti-involution du disque unit¢ ou de C est conjugué de z v z, et

par suite lensemble de ses points fixes est homomorphe a R, et en particulier est connexe.

Théoreme. — Soit U une surface orientée séparée connexe, paracompacte, non iso-
morphe a S 2 o une anti-involution de U, U un revétement universel de U, d’oi m =
Aut(U/U) et une extension E de Z)2Z par w, formée des automorphismes topologiques
de U compatibles avec la relation d’équivalence définie par U \ U, et induisant sur U

lautomorphisme idy ou o. Alors :
a) (Pour mémoire) U est une sous-variété fermée de U de dimension 1.

b) Pourtout x € U°, on trouve une classe de w-conjugaison de scindages de ['extension

E, a la fagon habituelle, d’on une application

(5) U° — Sc(E,Z/2),

125Ca ne marche qu’en se limitant aux (X, o) tels que X /o non orientable - cf. ci-contre (i.e. (*)) pour

le cas orientable.
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on Sc(E, Z/2) désigne l'ensemble des classes de m-conjugaison de scindages de E sur
Z/2Z, ouencoredeséléments d ordre 2 de E qui ne sont pasdans . Cette application

se factorise en une bijection

(6) 70(U°) ~ Sc(E, Z/2).

¢) Soit Z; une composante connexe de U, correspondant a un scindage o, € E~

d’ordre 2. Alors

(7) % = {1} sietseulementsi Z; ~ R.

d) Si Z; # R, ie Z; ~ S, alors, pour une orientation choisie de Z;, désignant par g;
Vélément demt = 71 (U ) gqu’il définit (défini a conjugaison pres), et par; - L — m
Ubomomorphisme p;(n) = g de Z dansm, ona:

1°) ; est injectif;

2°) quitte a remplacer p; par un conjugué, on a

(8) 7% = Im Vi

Démonstration. — On trouve 'application (5) en prenant, pour tout x € U°?,

Popération canonique de Z/2Z sur le revétement universel U(x) ponctuée en z, et en

prenant les opérations correspondantes sur U, déduites par les isomorphismes U ~

U(x). On voit que les opérations ¢’ obtenues sur U (pour z fixé) sont celles pour
~ . . .

lesquelles U?" a un point au-dessus de  — donc I'ensemble des  qui donnent naissance

\ 71 7 . e ! . . i

alaclasse d’un o', sontles éléments de I'image de U par la projection U — U. Comme

i ! . . . . .
parle lemme U? est non vide et connexe, il s’ensuit que son image dans U I'est aussi —

on va voir que son image est exactement une composante connexe de U? — ce qu1 ala

fois prouvera la factorisabilité de (5) par 7o (U7) (assez triviale de toutes fagons) et le fait

que I'application déduite de (6) est bijective.

Soit Z; un revétement universel de Z;, et prenons le revétement universel correspon-
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dant ﬁz de U, de sorte qu’on a

Z
(9) k

«
S

~

e

~

et par fonctorialité o opére aussi sur ce diagramme (en opérant trivialement sur Z;, Z),
soit 0; son opération sur ﬁz On voit donc que ZZ s’envoie dans (N]f ‘, qui s’envoie donc
sur Z; — ce qui acheéve déja de prouver b).

Considérons I'image de Z; dans a’Z@ ; Cest une partie onverte et fermée (comme
image d’un homomorphisme de revétements étales sur la méme composante Z;), donc
c’esta fortiori une partie ouverte et fermée de UZ-"", et comme cet espace est connexe, il lui

estégal. De plus Z; — U7 faitde Z; un revétement étale de son image U;* dans U%*| Z;,

et comme U7% est simplement connexe, on trouve finalement
(10) Z; — U

Lorsque Z; est simplement connexe, ie. Z; =~ Z;, cela signifie aussi que U/ est un
homéomorphisme (donc Z; = Z; — U;* est Thoméomorphisme inverse). Comme,
pourz € Z;etx € (U"),,les &’ de U au-dessus de x sont les éléments de la forme

Ty,avecy € m' (m; = Aut(Ui/U)), il s’ensuit que 'on a bien
(11) mt =1

(2

ce qui est essentiellement la formule (7). Dans le cas Z; non simplement connexe, posant
(12) T, = Aut(Z; ) Z;) ~ 7y (Zs; Z;)
on trouve un homomorphisme canonique

et'injectivité dans (10) équivaut au fait que (13) est injectif. Bien entendu, le choix d’un
générateur g5 de T; équivaut au choix d’une orientation de Z;, et g; = ¢;(g7) € mest

alors ’élément correspondant de 71 (U') dont il est question dans ’énoncé (moins précis,
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car on n’y parle que de classe de conjugaison). Il est clair que o; (opérant trivialement sur
T;, et sur m; par transport de structure) commute 2 ’homomorphisme injectif ¢;, donc

; induit T; — 77" Je dis que c’est en fait un isomorphisme
(14) @i T — ]!

— il reste 2 prouver la surjetivité. Mais siy € 777, alors 7y € U7, donc &y € ¢;(Z;)

ce qui signifie que vy = Ty;(g) pour g € T}, doncy € Imy;, cqfd.

Corollaire 1. — Soit 0; € Ty (1 < @ < g), corvespondant a une anti-involution o; de

X telle que Card mo(X(*) = i et Xy /0 non orientable. Alors

a) 1lya exactement i classes de T 4-conjugaison d antomorphismes effectifs d'ordre 2 de

Ty dans la classe o; (ce gui prouve que si i # j, 0, et 0j ne sont pas conjugués dans

Tgr)s
b) Siu; € &, = Auty,(7,) estd’ordre 2 dans la classe o;, alors

(14) Ty > Z;

¢) Siu;,u; € &y sontdordre 2, de classe 0;, alors 3h € 6; tel que
(15) up = hush ™' = int(h)u;.

(NB. Nécessairement, l'image de h dans T} sera dans (T;)7 = Centrg, (0;)*.)

Démonstration. — a) et b) sont des cas particuliers du théoreme, appliqué a une anti-
involution o; de X, avec 7 (Xg”i) de cardinal 7. Soit Y,; = X surface compacte
a bord non orientable connexe de type (¢ — 4,7) ; il est bien connu et immédiat que
le groupe des automorphismes d’une telle variété est transitif sur 7y(9Y"), donc en re-
montant 4 (X, 0;), que le groupe des automorphismes de (X, 0;) est transitif sur
Wo(Xgi), qu’on peut interpréter aussi comme I'ensemble des classes de 7 -conjugaison
de u;, comme dans b), ¢). Cela implique donc qu’il existe -h € "S;, commutant i 0;, tel
que — désignant par h un relévement dans &, — on ait u; 7-conjugué a int(h)u;, ce

qui signifie aussi qu’on peut (quitte 3 modifier 1) le choisir de fagon qu’on ait (15).
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Corollaire 2. — Sous les conditions du corollaire précédent, posant wj =T (= Z), on

a un diagramme de suites exactes

1 > T y G —— TS
(16) | | |
1 » T > &y > T

et Uindice de & dans T, (et de &) dans T ) est .

Comme les deux dernieres fleches verticales sont des inclusions de sous-groupes
d’indice 2, il suffit de traiter 'assertion concernant &, T, Or T/ opere trivialement
sur 'ensemble des classes de 7-conjugaison de u}, d’aprés ¢) ; d’autre part le stabilisateur
dans T;”’i, pour cette action, de u;, est formé des ¥ € T;"i tels que int(y)w; soit 7-
conjugué a u;, i.e. tels qu’il existe @ € 7, avec int(y)u; = int(a)w;, ie. a~tye 6:;“1',
ce qui signifie que ¥ est dans I'image de &, cqfd.

Jai envie de construire une igure géométrique o1 on puisse mettre en évidence si-
multanément des anti-involutions topologiques qui donnent naissance aux o; € T, (a
conjugaison pres, et aux divers u; € &, associés a un o0; (ce qui sera alors facile, par la
recette générale). Nous savons que 0; € T, s’obtient en regardant un X, comme dou-
blement orienté d’'un Y = Y,_; ;, donc en partant du plan projectif réel Y;, en y faisant
g trous, dont on rebouche g — 7 par des rubans de M6bius, en laissant les ¢ autres trous
tels quels. Soient D; (1 < j < g) les disques disjoints fermés correspondant aux “trous”

donc
(17) Vo = Yo\ U; D5

est une variété a bord (non orientable), contenue a la fois dans Yy etdans Y =Y, ;, et

coincidant méme avec Y en les points de

g—i+1<5<g

Soit X la sphere orientée qui revét Yy, et Uy = X \ Vj sa restriction sur UpDj, Cest

donc le complémentaire d’une réunion de 2¢g disques

(18) Uo=Xo\ |J 4,

1<j<g
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ot Aj — Dj est un revétement trivial 3 2 feuillets de D; (A; = A} IT AT ~ D x ¢,
ou €; est un ensemble a 2 éléments qui s’identifie 4 'ensemble des deux orientations de
D;....). Soit d’autre part M; (1 < j < g — %) le ruban de M6bius dont le bord a été

recollé a V) par un homomorphisme
(19) OM; ~ 0D;.
Soit

(20) M= T[] M

1<j<g—i

de sorte que
(21) Yo_ii = Vo Lan M.

Soit donc X = X, le doublement orienté de Y;_;; défini par (21), soit M =

Y bE : . A 4 7
1< i<y M P'image inverse de M dedans, qui est un revétement étale de degré 2 de M :

(22) Xgi =Xy \ Int(M),
et on aura
(23) X, =X, 1,0 M

pour un homéomorphisme bien déterminé de OM avec une partie ouverte et fermée de

0X ;. D’ailleurs, on aura une application continue canonique:
(24) Up — Xy

qui définit un homéomorphisme de X, ; avec la surface obtenue en contractant les
0A; C Uy (0A; = (0D;) x ¢j), pourg —i + 1 < j < galaide des projections
0A; ~ (0D;) x ¢; = Dj.

D’autre part, chaque M ;i (1 < j < g — 1), revétement des orientations du ruban
du Mobius, est isomorphe au cylindre S 1'% I, et son anti-involution canonique est sans
point fixe, et s’identifie 2 (z,¢) — (—z, —t) (ot S* est identifié aux nombres com-

plexes de module 1, et [ a [—1, +1]). D’ailleurs, X orienté avec son anti-involution de
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revétement de Y|, s’identifie a la sphere ordinaire (dans un espace vectoriel euclidien de

dimension 3), avec I'anti-involution  — —z. En résumé :

Proposition. — On pent obtenir (pour 1 < i < g fixé) les couples (X, 0;), & homéo-
morphisme pres, en prenant la sphere (euclidienne orientée) X, avec son antipodisme stan-
dard T, en prenant un ensemble de 2g disques D; (j € J) mutuellement disjoints, stable
par T, et une partie I' C J /T = I (I de cardinal g) avec card(1') = i, et en procédant
ainsi: pourtoutj € I, soient Aj = D;» U pD;-/ la réunion des deux disques correspondants,

et S; = OA; /T, de sorte que S; est un cercle ; soit
— €j
T‘j = Sj X I

(onl = |—1,4+1),¢; = {j € I | jsuri} =~ lensemble des orientations de S;, I tordu

par €, de sorte qu'on a un homéomorphisme canonique :
(25) 0T ~ 0A,,

de sorte que X, = Uy Upa T (0n A = 1] A;, T = 11 T;j) est orientée. [NB. T
est canoniquement orienté et [isomorphisme (25) respecte comme il se doit l'orientation,
ie. 0T ~ OV, la renverse.] Ceci posé, Uantipodisme T induit sur chague M; ~ S; x
€j lanti-involution canonique provenant de cette expression des OT;, qui échange les deux
composantes connexes. Pour tout j € I, on prolonge 7|0T; & T en denx anti-involutions

.
7, 7; de T} de telle fagon que

a) Tj soit sans points fixes,

b) 7} ait un ensemble de points fixes homéomorphe a S; par la projection TjTj — S;(df

us bas pour des choix particuliers explicites — on verra gu on peut méme supposer
lus b des ch ticul licit qun’ t

T = 8; x {0})

Soit, pour toute partie I' C I, Tp Lanti-involution de X, = Vo Lop T (on Vo = Xo \
UpjesD}) qui coincide avec T sur Vo, avec 7} sur T pour j € I', avec 7j pourj € I\ I'.

Alorson a

(26) Xy = Js; x {o})

jer

doncsi card(I') = i (0 < i < g), alors Tp est un 0.
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Choix de 75, 75. On choisit un isomorphisme S; ~ U o {z € C||z| =1},dou

une orientation de S}, et une bijection €; ~ {£1}, dou [% ~ [ = [-1,+1] eton

prend

7(z,t) = (—zexp(int), —t)
7(z,t) = (2, —1).

(27)

[NB. Pour la définition des 77, on n’a pas besoin du choix d’un isomorphisme .S; >~ U]
Onabien 72 = 72 = id, 7|01 = 7|01 = 7|07

D’ailleurs on note que:
(#'7)? = 777’7 = ((2,t) — (zexp(2imt), 1)).

Ce n’est pas 'application identique — I’ensemble de ses points fixes est égal a 'ensemble
des (z,t) telsquet € {—1,0,+1} - ie.

(28) T 2 8, x P19 Up{0}).
Soit
(29) pj =175, [(2,t) = (—zexp(int), t)]

— c’est un automorphisme de T qui est [ Zdentité sur OT}. Pour toute partie [ "del =
J /T, soit

(30) pr = Pautomorphisme de X, qui est I'identité sur Vj = X, \ U T;,
jenr

et qui est p; sur T pour j € I''%°.
On aura donc
(32) TI/TI// prmd p[(/)p;(,),l

oully=1"\I'NI",1§ =1"\1I'NI";dautre part on aura evidemment

(33) [p],pK] =1 pour J, K C 1.

126Posant p; = p{;j}» on aura simplement p; = Hjerj' Sauf erreur, p; engendre le groupe

ST (T})(??) ~ Z, donc les p; engendre un groupe ~ Z'. NB. Ona p; = 7(;}7o.
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Remarque. — Au lieu d’un isomorphisme S; ~ U supposons donné plutdt sur
S} une structure de torseur sous U (U tordu par €;, grice a 'automorphisme d’ordre

2,z — 27t = zde U). On peut donc définir
(36 [sic]) exp: RY — U9

ot I C R, de fagon évidente, d’oti des anti-involutions 75, 7; : T} — T par les
formules (27).

Si par exemple on choisit des disques D;- tels que leurs bords soient des cercles eu-
clidiens, alors il y a sur chaque 8D;~ une structure de torseur sous un groupe U, in-
variante par antipodisme, et qui passe donc au quotient. Des lors tout automorphisme
de (Xo, (D)) qui respecte cette structure supplémentaire de torseur — et notamment
tout automorphisme qui respecte la structure métrique, opére sur Xy en commutant au
systeme des 75, Tj,» au sens évident.

Egalement, si on retient sur X la structure conforme seulement, et si on choisit dans
chaque D; un “centre” a;, de fagon compatible avec I'involution, alors le choix des a; €
Int(D}) définit une structure de torseur sur M; et ces structures sont invariantes par
transformations conformes qui respectent 'ensemble de points a;. [NB. On ne suppose
plus nécessairement que (OD; soit un cercle, seulement que OD; pas trop sauvage. Si
0D; est un cercle cette définition coincide avec la précédente si et seulement si a; est le
centre du cercle.]

Pour définir 7; sur 7}, il suftit de nettement moins de données que d’une structure

de torseur topologique sur 7. Ecrivant, pour (z,t) € S; x 9

(37) 7i(2,t) = (ut(z), —t)

ouuy : S; — Sj est un homéomorphisme dépendant contintiment de ¢, écrivant que

7;|01; = 7|01} on trouve la condition

a) uy = idsit € OI9 =~ €; (¢as’écrit, si S; est orienté, uy = u_y; = 0); écrivant

que 77 = id, on trouve la condition
b) u_y =u; " (t € I%),etécrivant que T} = & on trouve la condition

¢) U sans points fixes.
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Siune orientation est choisie, les j — u; satisfaisant a), b), c¢) correspondent aux applica-
tions [0, 1] — Aut(S;) part — wy, telles que 1y = id, u sans point fixe ez d ordre 2 (le
cas envisagé plus haut est celui-ci ot ¢ +— u;_; provient d’une représentation continue
R — Aut(Sj)).

Remarques. — On peut se proposer de déterminer la structure de toutes les anti-
involutions 7, sur un cylindre orienté T' =~ S x I (e = Or(S)) qui n’ont pas de point
tixe sur le bord — ce qui implique déja que 7 permute les deux composantes connexes du
bord. Plus généralement, les anti-involutions 7 d’une surface 4 bord orientée X, n’ayant
pas de point fixe sur 0.X, correspondent aux variétés & bord munies d’un partie  la fois
ouverte et fermée (0Y)' de 0Y — en associant 2 une telle (Y, (0Y)) son “doublement”
orienté relativement a (0Y)' — a X, o correspondant (X /o, ImX7 — X /o). Si X est

connexe compact, Y est compacte non orienta ble'” ; supposons que son type soit (’y, J ),

etsoiti = card (7 ((9Y)')) = card(mo(X?)). Donc0 < i < jretx(Y) = 1—(y+j),

et on voit de suite que
X(X) = xi(X\ (X|9Y)) = xi (X [Ine(Y))
(car le x d’un cercle est nul)
= 2x(Int(Y)) = 2x(Y) = 2(1 = (v +5));
doncssi X estde type (g, v), onaura x(X) =2 —2¢,2— 29 —v = 2(1— (v +j)), ie.
(38) g+v/2=y+j

(cela exige que v soit pair, ce qui était évident a priori, car o doit permuter les éléments
de mo(0X) entre eux, sans y avoir de points fixes...). Mais j’ai oublié¢ de noter que v est

déterminé en fonction de (7, j, %) ot i = card((0Y")') par

ie. © = j — v/2. Donc il faut ici (pour g = 0, = 2) chercher (7, j, i) avecy € N,
0 <i<jéeN,telsquel’onaity = 2(j —i),ie. j—i =1lie.i=j—Lety+j =1,

ce qui donne la seule possibilité (comme ¢ > 0, donc j > 1)

127Pas vrai ! Si Y est orientable de type (7, j),avec 0 < i < j,onaurag +v/2 =2y +j— 1l,v =

2(j —i),i.e. i = j — v/2 comme dans le cas ci-contre [celui du texte qui suit].
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Le cas a) correspond au cas ou 77 = & ; il se déduit du plan projectif réel en y faisant un
trou a bord (d’ot1 ruban de M6bius), et en prenant le doublement orienté.
Le casou 7" # @& donnera nécessairement un quotient Y orienté, on doit avoir que

pour son type (7, [?7]), le seul cas :
b) v =0,j = 2,7 = 1 (quotient orientc)

déduit de la sphere a deux trous, i.e. du cylindre, en prenant le doublement orienté par
rapport a #z des trous.

C’est bien les deux cas donnés respectivement par 7 et 7/ dans les formules (27).

Je voudrais maintenant construire une situation sous les conditions de la proposition
mettant en évidence un maximum de symétries — il est vrai que 'on pourrait travailler
avec tous les automorphismes de Xy commutant a 'antipodisme 7, invariant 'ensemble
des Dj, et respectant (disons) des structures de torseur topologique sur 'ensemble des
0D; — ou ce qui revient naturellement au méme (2 indétermination de multiplication
par 2 prés)m les automorphismes de Yy qui invarient D = U, D;, et respectent des
structures de torseur sur les composantes connexes D; de D. On prévoit que (travail-
lant modulo isotopie) on aura un groupe qui sera voisin d’un groupe de tresses, et sans
doute calculable sans grand mal — et en le mettant ensemble avec le groupe engendré
par les opérateurs précédents, on trouvera peut-étre un démarrage pour engendrer par
exemple T, par générateurs (anti-involutifs) et relations.

Considérons le sous-groupe G de A, = Aut(.X,) engendré par les 7/, I’ C 1. Soit
H le sous-groupe engendré par les pj, (j € I). Ona

TpPJT = T[/(T{j}T@)T[/ = (T[/T{j})(T@T[/) € H

par la formule (32) donc H est un sous-groupe invariant. Les formules (32) montrent
que G/ H est un groupe commautatif, et méme qu’il est isomorphe a 1 par le caractére
d’orientation tous les 77 sont égaux mod H).

Considérons comme élément de référence de H ’élément

(40) T =Ty

128Non, sans indétermination, en relevant a la sphere de fagon i repsecter 'orientation.
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(anti-involution sans points fixes de X ;). On trouve alors par (32) que pour I’ C I,

(41) Ty = ppT = (H p]> : 7129,

jer

d’ailleurs on aura, pour j € 1,
TPiT = To(T(i} T ) Ti0} = ToT(j} = pj_l

(42) T = p;

Ainsi G apparait comme le produit semi-direct de H ~ Z/, etde {£1} ~ {1,7}y
opérant par la symétrie p — p~'. Donc pour tout p € H,ona (7p)* = 1, i.e. pour
tout 0 € H™ Y, o est une anti-involution. Comme o coincide avec 7 sur Vy = X, s\
UierInt(7}), on voit que 'ensemble des points fixes de o est contenu dans U, Int(75),
et pour calculer 'indice de o, i.e. card(ﬂo (X;’)) , il suffit de prendre la somme des indices

dans les 7). Or dans T}, on a par (29) p;(z,t) = (—z exp(int), t), et par récurrence,

(43) Py’ (z,t) = ((=1)™ z exp(imn;t), t)
donc
(44) 0 (2,t) = (1) z exp(im(n; + 1)t), —t)

et (z,t) € T} est point fixe de Tp?j si et seulement si ¢ = 0, et n; est Zmpair, donc

. 1% sin; pair
(45) Tj i’ _ i P
S; x {0} sin; impair
donc
(46) Indicedeu = 7 H Py =

J

= cardinal de ensemble I, des j € I tels que n; soit impair.

2

1290n veut du reste, comme 72 = 1, 7'12, =1, queTy = ’T;l = Tp;,l doncrppT = p;l, ce qui est

(42).
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Il en résulte pour des raisons générales que u est conjugué dans A, = Aut(X,) (par
un élémentde AT) a1y = pp7 = TPt ouaussi pp, T = T

Maissi 7o', 7p" € G, (¢, p" € H),etsip € H,larelation

//

p(rp)p~ =1p

équivaut a
/!

Tprpp = p
(ouTpr = p ), ie. p? = p'p" "1 donc 7o' et Tp” sont conjugués par un élément de H
si et seulementssi p/p”~! € H? — ce qui précise 'observation précédente...
La fagon la plus riche en symétries simples pour disposer les 2¢ trous antipodiques
D; me semble la suivante. On considere la sphere euclidienne, avec 'action du groupe
diédral Dy, — par exemple quand c’est la sphere de Riemann qui est considérée comme
riemannienne, par le choix de antipodisme comme étant

1
47 - __.

on prend Iaction type du groupe diédral (avec comme poles les points 0, oo, et comme
équateur le cercle unit U = {z € C | |z| = 1}), en écrivant D,, comme C O(2,R),
comme produit semi-direct de {1} par p,,(C) = iy, le couple (§,a) (§ € piy,
a € {%1}) opérant par (§,@)(z) = £z*. On peut dailleurs I’élargir en un groupe
D, ~ D, x Z/2Z, ot le deuxi¢me facteur Z/2Z est engendré par I'antipodisme (47)
(qui commute a4 D,, — de méme d’ailleurs que I'anti-involution z — 1/Z, qui a comme
ensemble de points fixes U et n’est autre que la symétrie par rapport a I’équateur, leur

composé z — —z étant la symétrie par rapport a 'axe des péles...) donc on regarde les

transformations
Ug a8 = ug,aTﬁ, €€ pn, v € {1}, B€Z/2Z,

donc
u{,a(z) = gza 515 =0,

u£7a7ﬁz = ].
Ug o <—j> = —éz_a Siﬁ =1.
z

mais on se rappellera que 7 renverse I’orientation, donc est 4 manier avec réserve pour ce

qui concerne le “transport de structure” dans la situation présente. Icin = 2g, Dy, est
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d’ordre 44, et Dn d’ordre 8¢g. On prend sur I’équateur une trajectoire de pt,, = fia4, par
exemple justement 'ensemble 1194, de racines 2g-i¢mes de 'unité lui-méme (en tant que
sous-ensemble de la sphere) comme I'ensemble des “centres” des disques D;. On choisit
un disque D} autour du point P, (assez petit pour ce qui va suivre)'*’, et on prend les
transformés de DY) par les £ € . Ces choix étant faits, la surface X est déterminée
sans ambiguité, et le groupe Dy, y opére par transport de structure, en permutant entre
eux les g cylindres 7T}, correspondant aux éléments de J/7 = J/{=£1}, i.e. aux paires
d’éléments antipodiques de S, i.e. aux “diagonales” du polygone a 21 cotés qu’ils déter-
minent sur I’équateur. Le groupe Dy, normalise le groupe G; de fagon précise on aura,

pour u € Doy,
(49) utpu”t = Ty

pour I’ C I = J/7, en tenant compte de 'opération de Dy, sur /. On aura donc
en particulier, désignant par 7, = 7 I'extension de 'antipodisme de la sphere X (ou

plutdt de 7|V4) en un antipodisme sans points fixes de X, noté 7 précédemment
—1 _

(50) uT T =1,

i.e. 7, commute a 'action de ID,,, et

(51) upju”t = pug)-

On peut donc dire que Dy, opere sur G, d’otr un produit semi-direct Dy, - G, qui opere
donc sur X .

Quant 4 la question de prolonger de méme P'action sur X de ]ﬁ)gg tout entier en une
action sur X, ¢a a été fait sans crier gare, a Tx, correspondant naturellement 7x, = 7,
quiaen effetlebon gotitde commuter al’action de Dy, [Il pourraitsembler plus naturel,
il est vrai, dans un esprit de “transport de structure (envers et contre tout?)”, de faire
correspondre a Ty, Popération 7; donnée par (27), qui en chaque 7Tj serait égal a 7; (et
sur Vp, bien stir, coincide avec 7x,), 7j (2, t) = (2, —t), 'ensemble des points fixes de 7;
étant formé des g cercles médians S; x {0} des g tubes 7. On aura par (41) 7 = p;7,,
donc 7; commute également a ID,,, puisque 7 et p; = Hie ; pi y commutent. Mais il

ne semble pas important pour le moment quelle convention nous adoptons.] On peut

1397 faut simplement que D{) ne rencontre pas £ D), ot & = exp(2im/2g).
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donc dire aussi que le groupe Dy, opere sur H — cette opération prolongeant celle de 7,

identifié maintenant a un élément de Dy, i.e. a antipodisme dans Dy, — et le produit

semi-direct

(52)

Dy -HD>G={(1,7,) H

opere sur X.

Il faudrait maintenant, dans cette voie:

1)

Expliciter 'action extérieure de ce produit semi-direct sur le groupe fondamental
Ty, avec une attention toute particuliére a 'action du groupe (Z/2Z)* C ﬂj)zg
qui stabilise un des cylindres 7; — qui dans I'espace euclidien de dimension 3
s’interprete comme le groupe des changements de signe relatif au systeme d’axes

orthonormés correspondant.

Etendre P'action sur 7, du groupe de Teichmiiller (plus ou moins) “spécial” de
données chacun des Tj, en I'action d’un groupe analogue d’un ensemble plus
grand obtenu en lui rajoutant une “laniére” L (d’ot1 un tore a un trou, et son

)31 voire

groupe de Teichmiiller spécial, qui s’introduisent de fagon naturelle
'ensemble encore plus grand obtenu en mettant également la laniére antipodique
L' (cet ensemble se présente comme un cylindre (L U L) ou “buse”, o1 on aurait
mis un tube (77) en travers, et a la structure topologique d’un tore 2 deux trous).
Il est possible qu’il faille considérer de pres ce dernier, pour étudier les relations
entre les éléments de T, provenant des ensembles précédents.... Un travail amu-
sant sera de se débrouiller pour écrire les générateurs du groupe 7y, et surtout la
fameuse relation, dans une disposition géométrique relative des “anses”, qui est

L.

une disposition “panachée” — et non plus sagement a la queue-leu-leu !

En attendant d’entrer ainsi dans le vif de la structure du groupe de Teichmiiller, je vais

déja essayer de décrire des générateurs et relations pour le sous-groupe intéressant qu’on

vient d’écrire, Dy, - H. Je vais prendre les sempiternels générateurs €, €; de D2g132,

ce=ec =1, () =1

B1C%st essentiellement un SL(2, Z) — plutdt une extension centrale remarquable de SL(2, Z) par Z,

qui rappelle celle de SL(2, R) par Z...(revétement universel de SL(2, R)).
32NB. ¢ bouge le sommet du repére, €1 I'aréte et pas le sommet, donc €1 (jo) = Jjo.
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etyjoindre 7 = 7y, et poT = 7' (po = pjy, Jo point marqué de I = J/7) satisfaisant

(t60)* = (1e1)* =1
exprimant la commutation de 7 4 €, €7 ;
(er7)? =1,

i.e. €, commute a7/,
2
((6061)gT/) = 1
(Pinvolution (€g€1)? commute a 7') 5 sauf erreur, ¢a fait un ensemble de générateurs et

relations pour Dy, - H — en résumé €, €1, 7, 7'

(6326%:7'2:7'/2:1
(52) (te0)? = (161)* = (T'e1)? =1
(€0€1)? =1
\ (T'(6061)9)2 =1.

C’est peut-étre pas tres astucieux comme choix de générateurs, en ce sens que €, €; ne
sont pas du tout sur le méme pied que 7, 7" — ce ne sont pas des anti-involutions. 1l
vaudrait mieux prendre €, = T€, €] = Tey, de fagon 2 obtenir :

/1 = 17 = ], = I

€2 =¢
2 _
(reh)? = (1¢))? = (7'(re)))* =1
(ehe)> =1

| (7”(666’1)9)2 = 1.

Ce sont essentiellement les “mémes” relations sauf la derni¢re de la deuxieme ligne.

(52 bis)

Peut-étre ce petit jeu avec le tout petit groupe ﬁn opérant sur [ est un peu une
amusette — le groupe H ~ Z9 dans ‘T, suggere beaucoup la situation d’un tore max-
imal dans un groupe semi-simple ; on a vraiment envie d’en avoir une caractérisation
intrinseque dans T, — ou dans &, ce qui est possible puisqu’en tant que groupe de
transformations topologiques effectives, il laisse fixe les points de V; C X, — par exem-

ple les deux pdles, qu’on peut prendre comme points base pour construire revétement
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universel et groupe fondamental. Ce sont peut-étre les sous-groupes abéliens-libres max-
imaux. On aimerait étudier le normalisateur — est-ce exactement ce qui provient des
automorphismes de X, \ UT? ~ V{ ? Les SL(2,Z) associés aux “laniéres” a travers le
tube 77, jouent-ils un role analogue 2 celui des groupes SL(2, K') ou GP(1, K) “de rang
17 dans la théorie des groupes algébriques réductifs ? Si [?] ne “mord” pasalasituation, la
soumettre peut-étre a [?], qui est 3 aise tant avec les groupes discrets et leurs générateurs

et relations, qu’avec la théorie des semi-simples — et la topologie...
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§ 33bis. — ETUDE DES REVETEMENTS FINIS - RELATION
ENTRELESWN,,,I',, POUR g VARIABLE

Soient 7 un groupe extérieur a lacets profini arithmétisé de type (g, /), " un sous-groupe
y )

connexe de 7, d’ot1 une application injective
Discrét(m) < Discrét(n');

on voudrait prouver qu’elle est compatible avec la relation d’équivalence de
Parithmétisation, de sorte que toute arithmétisation de 7 en donne une de 7/, et
de méme pour les prédiscrétifications. On voudrait établir en méme temps que les
applications Pt () — PT(n’) sur les prédiscrétifications orientées et A(w) — A(n’)
sur les arithmétisations sont injectives. Pour prouver ces points, on est ramené au cas ol
7’ invariant caractéristique (cf. § 28, diggramme (Z)) Choisissant une discrétification
7o de 7, donc g, de 7', on trouve donc S(my) — S(n) etona:
L’homomorphisme &(7y) — & () envoie M (o) dans M (m}).

On aura donc un diagramme (variante de celui du § 28) :

~

&+ (mo) —— M(m) —— &(mo)

(18) l 1 |

() / ()

S+ (mp) » M () » &(m)

qui implique qu’une discrétification 7 sur 7 qui donne méme prédiscrétification orien-
tée que 7o (resp. méme arithmétisation) définit une discrétification 7} de 7’ qui donne

méme prédiscrétification orientée (resp. méme arithmétisation) que 7).



Donc on a bien P*(7) — P*(n’), A(mr) — A(n’) et il faut encore exprimer

l’injectivité, qui revient aux relations

&+ (m) = & () N &(my),

A (2)
M (mo) = M(my) N S(mp).

i.e. un automorphisme 4 lacets de 7 qui, sur 7', appartient 3 &(m), resp. a M (7)), est
déja dans S(my), resp. dans M ().
L’assertion repérée étant admise, lassertion non repérée signifie aussi que

’homomorphisme canonique :
(3) T, = M,(r)/&}(r) = T, = M}(n') /&, (")

est injectif. Par construction (via I'q), c’est aussi surjectif, donc on trouverait :

’homomorphisme canonique (3) est bijectif et on trouverait aussi une bijection
(4) Fo(m) = Fy(7)

entre arithmétisation de 7 de type a et arithmétisation de 7’ de type a', compatible avec
isomorphisme (3).

Enfin, ces résultats dans les cas 7’ invariant caractéristique s’étendraient aussitot au
casd’un 7’ C 7 ouvert quelconque.

Procédant par exemple comme dans le § 28 4 coups de “correspondances” arithmé-
tiques extérieures entre “courbes potentielles”, on trouve un groupoide connexe (ponc-
tué parles 7, ,,, par exemple, qui y sont canoniquement isomorphes), dontle 7y extérieur
est la valeur commune des Iy, = I’y .. Pour trouver un isomorphisme canonique entre
Iy, etT'y ,/, on choisit une correspondance entre 7y ,, et Ty ./, par exemple on regarde
I'unetlautre ( quitte A passerde g, va g, P avec v > v,etdemémepour g’, v’ ag’, V' avec
v/ > 1) comme des sous-groupes [d’indices] finis du méme 7o 3, ot T3 — Ty 5,
I‘073 - I‘g’,ﬁ’-

On aimerait maintenant voir ce qui, dans le yoga précédent, est indépendant de
toute conjecture. Par exemple, le fait que les homomorphismes surjectifs canoniques
'y, — 'y, (gle méme, 1/’ constant) n’est pas établi. CepeAndant, si on savait que dans
lasituation du (7, 7') avec 7’ invariant caractéristique, on a L) NSH(my) = & (mp)

(qui est un énoncé de nature relativement anodine sur des groupes a lacets profinis), on
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concluerait a la bijectivite de T'y) — . dans cette situation, et on en concluerait que
le noyau de I'q — T'g 3 s’envoie trivialement dans les Iy, pour tout v — ie. qu'il
s'envoie dans les I'y ,, par [intermédiaire de I'y 3 — et que de plus 'y 3 — 'y, est un
isomorphisme pour tout (g, V) avec v assez grand — il suffit que la surface de type (g, v/)
(oude type (g, V') avec un v’ < v) puisse s’obtenir comme revétement étale de X 3, i.e.
que 7y, se réalise (avec sa structure a lacets) comme sous-groupe d’indice fini de g 3.
Alors, considérant un 7 = 7wgr ,» C m,,, d’indice fini et contenu dans 7y 3, on aura

un diagramme commutatif :

]_-‘0,3 4} ]-‘g”,u”

Pq —— Dy

d’ottnotreassertion I'g 3 — Ty, eta fortiori ’homomorphisme surjectif T 5 — T, ,,
qui le factorise (v > 1) est bijectif. Notons par exemple que les 'y, — I'g3 (v > 3)
sont alors bijectifs. Mais on notera qu’en tout état de cause, on ne trouve de résultat
pour un g, v quesi v > 3 — donc ceci ne dit rien sur la fidélité éventuelle, par exemple
delos = Tyo=Ty(g>2),0ullys =T =TI

Soit une courbe algébrique U de type g, v 133 " définie sur un sous-corps K fini sur
Q de Q,, donc elle définit une action extérieure du sous-groupe ouvert I' = 'y C I'q
sur M (UQ))' Quitte 2 agrandir K, et 2 agrandir v ou ¢/ (i.e. faire des trous) pour trouver
U’ on peut supposer gue U’ est un revétement étale de (Up 3) k. On pose 7' = 1 (UL ),

Q
m = m(Ug)- Soitalors 6 le noyau de

I (C FQ) — ]__‘0’3,

il opere donc par automorphismes intérieurs sur 7 3, donc 'image de ' = I'' N 6 dans
le groupe des automorphismes extérieurs de 7' C 7 3 est un sous-groupe fini — a for-
tiori son image dans I, et dans A/ (), et dans I';.. 1l en est de méme (choisissant un
point base rationnel sur K dans U’) de 'opération effective sur 7 (U, P) car il suffit
d’appliquer le résultat précédent 2 U \ {P}. On en conclut aussi que les noyaux des

homomorphismes I'y,, — I'g3 (v > 3) sont finis. On voit facilement que pour tout

1330n ne fait plus d’hypothese conjecturale (telle que I'injectivité dans (3)).
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V.A. [Valuation Arithmétique] A définie sur /K, 'opération de 6’ sur [ [, T;(A) se faita

travers un groupc qllOtiCI’lt fini.

Il devient tres difficile de s’'imaginer comment il pourrait se faire que ¢’ n’opere pas
en fait trivialement ! J’ai méme I'impression que je peux montrer, grice au résultat du
russe que m’a signalé Deligne, que I'q — T'g 3 est un isomorphisme! Cela signifierait
que les actions extérieures de I‘Q surdes T ~ T4, peuvent s’interpréter (au moins pour
v assez grand, g étant fixé) comme des scindages de 'extension NV, , de I’y ,, par Ty —

ou de Pextension M, de 'y, par &, quand il s’agit d’actions effectives.

Bien entendu, la question essentielle qui se pose alors (admettant I'q ~ T’y 3) est
de caractériser Iy 3 algébriquement, ainsi que les N, 4.» — et de donner une description
algébrique également des scindages “admissibles” — i.e. correspondant bel et bien a des
courbes algébriques sur des corps de nombres algébriques, que ce sont exactement les ac-
tions relevant I’action extérieure donnée, qui ne normalisent aucun sous-groupe a lacets,
ou encore telle que 7?& """ (mais il est concevable qu’il faille y ajouter de conditions plus
subtiles, faisant intervenir les Frobenius...). On peut se proposer de trouver une descrip-
tion des actions extérieures “admissibles”, sans avoir a passer par des actions effectives
admissibles — et 4 s’embarasser d’en donner une définition plus ou moins plausible. La
difficulté bien stir provient du fait que si I opere extérienrement sur 7 3, il n”’opére pas
extérieurement pour autant sur un sous-groupe ouvert donné 7’ de 7y 3. Mais on va sup-

poser justement qu’il exzste une telle action, de telle fagon que ™ — 7 3 soit compatible

avec les actions extérieures, et que 'action de I sur 7 se déduise (modulo isomorphisme)

de [22].

Pour ce deuxiéme point, on a une réponse immédiate (supposant connus déja les
N, .). Soitun (7, a) de type g, v, avec relévement partiel de T', en I, < N/,,. Elle sera
admissible si et seulement si on peut trouver un (7', @’) de type (g, ') et un plongement
de 7" comme sous-groupe d’indice fini de 7 3 compatible avec d’, et un sous-groupe
ouvert I' de I 3, et une action effective admissible de I'"” sur 7 3 qui releve I'action
extérieure donnée, et qui invarie 7', de fagon qu’a isomorphisme pres, (7, a), et le germe
d’action de I'" dessus se déduise de (77, a’) par'action de I'” dessus, par “bouchage” d’un
paquet de trous (et oubli d’une action effective au profit de 'action extérieure). Il faut
dans cette approche de simplement savoir préciser algébriquement ce qu’on entend par

action “admissible” de IV C T’y 3 sur 7y 3 — sous-entendant que ¢a doit correspondre
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aux points de Uy 3 rationnels sur le corps de nombres défini par I'. On peut conjecturer
celle-ci, par “bouchage de trous”.

Il semble qu’on puisse sur le méme principe donner une description des Ny (donc
de I'y ) en termes de I 3. Utilisant les homomorphismes de transition ‘Zg L, — ‘Zgﬂ,/,
il suffit de le faire, quand g est fixé, pour des v grands — assez grands pour qu’il existe
une courbe algébrique de type g, v sur Q qui soit un revétement étale de Uj 3 sur Q. On
consideére donc un plongement correspondant de 7, ,, dans 7o 3, et on décrete que si on
peut faire opérer extérieurement I'g 3 dans 7, v de fagon que 7y, — 7y 3 commute A

ces actions extérieures, a/ors le sous-groupe de ‘I . engendré par T vetDosest N, g
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§ 34. — DESCRIPTION HEURISTIQUE PROFINIE DE LA
CATEGORIE DES COURBES ALGEBRIQUES
DEFINIES SUR DES SOUS-EXTENSIONS FINIES K DE Q,/Q

(LE.DEC/Q))

On se borne aux courbes géométriques connexes (par commodité) anabéliennes (par né-
cessité provisoire), cf. plus bas sur la facon de se débarrasser de cette restriction. La don-

née d’un revétement de UQ) définit une structure d’extension
(1) l-m—=Y—=T"—1

ou encore on a un homomorphisme

(2) E—T

(image I" ouverte, de noyau appelé m) ou I' C I'q ~ I’y 3 est le sous-groupe ouvert
correspondant 2 K. Se donner une telle extension (moyennant Centre(7) = 1) revient
a se donner une action extérieure de I sur 7. Une premiére question : faut-il mettre la

structure 4 lacets de 7 dans les données de I'objet (1) (ou (2)) censé décrire U /K ?

Conjecture. — Ce n'est pas la peine — la structure a lacets de T est la seule structure a
lacets invariante par Uaction extérienre de U (ou de T%). Les sous-groupes & lacets L; sont
les sous-groupes maximaux dans , tels que Normp(L;) — T ait comme image un sous-

groupe onvert de I 3%, Je présume aussi que tout homomorphisme entre extensions E de

et tout sous-groupe e T qui a cette propriété est contenu dans un unique L;...
et tout sous-group 1}demq tte propriété est contenu d que L



't parunm, E' del parun ' (E, E' provenant de courbes algébrigues U, U’) et tel que
limage de E dans E' soit onverte respecte nécessairement la structure a lacets, et en fait

provient d’un homomorphisme (unique, on le sait) de courbes algébrigues.

En tout cas, si on admet la description des sous-groupes a lacets, il sera clair que
'image par u d’un L; sera ou bien (1), ou bien contenu dans un unique Lj;...

Ceci signifierait que le foncteur des courbes algébriques sur K ([avec comme] mor-
phismes les morphismes dominants) vers les groupes profinis extérieurs sur lesquels I'
opere, serait pleinement fidele. Le foncteur “extension du corps de base” de K a K’ cor-
respond au foncteur restriction d’un groupe extérieur (ou d’une structure d’extension)
de I' 2 I (sous-groupe ouvert). Les revétements étales finis de U correspondent aux F-
ensembles (U étant choisi)...

Pour décrire 'image essentielle de ce foncteur, on n’est pas réduit aux conjectures.
On part de 'extension canonique Fy 3 de I'g 3 = T par mg 3, on prend un sous-groupe
ouvert £’ de Ej 3, d'image I' C T'o3, noyau 7’ C 73, et dans la structure 2 lacets
canonique de 7’ de genre ¢ (induite par celle de 7 3), on prend un I C I(7’) tel que
2g + card(I) > 3, stable par I', et on “bouche les trous” en I(7’) \ I. De méme,
pour décrire quand une action effective, relevant une action extérieure admissible, est
elle-méme admissible — i.e. peut-étre obtenue a partir d’une courbe algébrique U, pornc-
tuée par un point rationnel sur K. Ceci ne signifie pas pour autant, que si U est donnée
par une action extérieure de I" sur un m, que les classes de conjugaison de relevements ad-
missibles de cette action proviennent bien toutes de points de U rationnels sur /. Mais
on voit de suite que ceci sera le cas, dés que 'on admet la pleine fidélité pour les Zsomor-
phismes.

(NB. Méme pour les automorphismes de Up s = P \ {0, 1, 00}, cette pleinAe tidél-

ité n’est pas du tout claire. Il faudrait prouver que le commutant de I'y 3 dans (3:0’3 est
réduit 2 G3. La situation est moins sans espoir, quand on se donne, avec la structure de
groupe profini extérieur a opérateur I, une arithmétisation de 7 (ce qui suppose qu’on
a explicité une structure 2 lacets) invariante par I' — donc dans ‘i(w) on dispose d’un
N(m), et I' < N (7). Dans ce point de vue, pour un homomorphisme de I'-groupes
extérieurs (arithmétisés) 7 — , il est sous-entendu qu’il est compatible avec les arith-
métisations, i.e. si ™" est'image de 7’ dans 7, on veut que I'arithmétisation de 7" déduite

de celle de 7’ par “passage au quotient”, soit celle induite par 7. En particulier, pour les
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automorphismes extérieurs de 7, il est sous-entendu que non seulement ils commutent
a T, mais encore qu’ils sont dans AV() (ce qui implique qu’ils sont dans T(7), car le
centralisateur dans 7 de tout sous-groupe ouvert de I';- est {1} !) Dans le cas de Uj 3, on
aMNp3 >~ G3 x Iy 3, et on sait que le centre de ' 3 =~ I est triviale — donc on trouve
bien que le groupe des automorphismes de cette structure est réduita S !

Ce point de vue est néanmoins probablement superflu — car on présume que pour
Iaction extérieure donnée de I', il y a une unique arithmétisation invariante par I', et que
les homomorphismes “admissibles” de I'-groupes extérieurs “admissibles”, tels qu’ils ont
été définis précédemment, respectent automatiquement cette arithmétisation. S’il n’en
était rien, il faudrait bien entendu introduire les arithmétisations dans la structure.

Il se pose la question de trouver une description plus simpliste des actions extérieures
d’un I" sur un 7 qui sont “admissibles”. Ici, on va partir d’'un 7 dont on fixe déja une
structure 2 lacets et une arithmétisation a (invariantes par I'), de sorte que I' C N (7),
I' — I'; injective 4 image ouverte, i.e. I' correspond a un scindage partiel (ou germe de
scindage) de

1—=%(r) > N(n) > T = 1.

Soit (g, v) le type de 7 ; si g > 1 le critére la plus simple, c’est que les “I'*-points” de 7'
déduits de 7 en bouchant tous les trous, soient distincts. (NB. Si ¢ = 1, en bouchant
tous les trous on tombe dans un cas abélien — mais ¢a ne fait rien). Sig = 0,iln’y a
pas de condition pour ¥ = 3, et'si ¥ > 3, mettant 4 part une partie I’ C I(7) avec
card(I') = 3, la condition c’est qu’en bouchant les trous en I \ I’, les I'*-points de 7
déduits des points de I \ I’ soient distincts.

On notera que dans cette optique conjecturale, dans les cas limites (g,0) (g > 2),
(1,1), (0, 3), on n’impose aucune condition a priori sur les relévements. C’est peut-étre
trés brutal — et il se pourrait qu’on trouve des relevements qui ne correspondent pas a
une courbe algébrique — i.e. qui en fait ne sont pas admissibles, méme s’ils le paraissent.

Pour y comprendre quelque chose, il me semble qu’il faut revenir a une interpréta-

tion des germes de scindages dits “admissibles” d’une extension telle que
1=-%,, >N, »T,, —1

oul'y, ~ I'q ~ I'y3, comme correspondants aux points algébriques d’une varicté

(plutot ici, une multiplicité) modulaire M, ,, o, dont N, est le groupe fondamental
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arithmétique, et ‘igvy le groupe fondamental géométrique. J’aimerais examiner cette situ-
ation de plus pres, par la suite. Pour le moment, il semble prudent de ne pas faire de con-
jectures hitives pour une description directe (i.e. pas via Uy 3) des opérations extérieures
“admissibles”. On travaillera donc pour le moment avec cette notion sous la forme con-
structive (via Up 3).

Sion aun 7 extérieur de type (g, V) avec opération extérieure admissible de I' C T,
on prévoit qu’il y aura une prédiscrétification stricte canonique sur 7 (pas invariante
pas I, bien stir — mais telle que 'arithmétisation correspondante le soit). On va méme,
pour une action effective admissible de I'* sur 7 (relevant Paction extérieure donnée),
définir une discrétification orientée correspondante canonique 7y C 7 (remplacée par
une conjuguée, quand on conjugue le relevement I'* — F parun g € 7) — toutes ces
discrétifications orientées (correspondant aux différents “points” de B, 1) définissent
une méme prédiscrétification orientée — et méme une méme prédiscrétification orientée
stricte.

L’action effective de ' sur 7 peut s’obtenir (2 isomorphisme prés) comme suit : on
prend un sous-groupe ouvert ' C Ej3, ot extensionl — 7" — E' — I' —
1 avec ©" C mog, donc ' = 7 (my = 7' N my3). On a une opération de I sur
I(n") = I(m(), on la prend triviale (quitte & passer & un sous-groupe ouvert de I'), on
choisiti € I’ C I(n’), on bouche les trous en I’, d’ot1 7, avec discrétification orientée
o, et une action extérieure de I dessus, qui est relevée en une action effective grice a
i. On trouvera bien ainsi un “réseau” — une discrétification orientée dans ™ — je dis
qu’il ne dépend pas des choix qui ont été faits — en particulier, que les automorphismes
de (7, a, T'%) transforment 7y en lui-méme. De plus, si on a deux points , y de B, s
d’ot (), 7(y), parmi les classes de chemins de = 2 y (qui font un bitorseur sous 7(y),
7(z))ily aen a pour lesquelles w(z) — 7(y) envoie my(z) dans 7(y) — quand on se
limite 4 ceux-ci, on trouve un sous-groupoide du groupoide fondamental I1(, I'?), qui
est cette fois-ci un groupoide connexe a lacets. On fera attention que I' n’opére pas sur ce

groupoide, bien qu’il opére sur 'ensemble de ses objets.
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§35. — L'INJECTIVITE DET'q — Autexty,(73)

Théoreme 1%°. — Soit T' = Gal(Q,/Q), on Qq est la cléture algébrique de Q dans C,

considérons I’homomorphisme canonique
(1) r — ‘Io,g = Autethac(ﬁ'Qg).

Cet homomorphisme est injectif.
Démonstration.

Lemme 1. — Soitx € Q v # 0,1ze o € Uys(Q); choisissons un chemin
sur PY(C) de P = —j (point base pour définir mo3 = m1(Up3(C), P), (NB. Upz =
PY(Q) \ {0,1, 00}), doi un isomorphisme m1(Up 3(Qy), x) =~ 7o, et par transport de
structure une action effective de I sur o 3 (pas seulement extérienre). Alors K = Ker ©

opere trivialement sur 0,3-

Démonstration. — Il suffit de voir que 'opération extérieure de K sur m (V') ot
V = Ups \ {x}, est triviale. D’apres le résultat de Belyi, il existe un morphisme (défini
sur Q, ceci est essentiel)
P'Q — P'Q,
étale au-dessus de Uy 3 = P'Q\ {0, 1, 00}, et tel que = +— 0. Soit U’ le revétement étale
de Up3 = U induit, 7’ = m (U/) son groupe fondamental géométrique, sur lequel T’

donc K C T opére extérieurement. Alors (1) est un quotient de 7/, avec respect des
% q %

B5Démontré modulo le lemme 2 plus bas.



opérations extérieures de I, et il suffit de prouver que K opére trivialement sur 7’. Mais
7’ s’identifie 2 un sous-groupe ouvertde 71p 3 = 7 (avec respect des opérations extérieures
de K), sur lequel 'opération extérieure de K est triviale. Il s’ensuit que 'opération ex-

térieure de K sur 7’ se fait 4 travers un groupe quotient f77.

1 > ! » By > K > 1
1 > T > By > K > 1

[En effet, 'action extérieure de K se fait a travers I'action effective du groupe extérieur
FEk, laquelle par construction de K se fait par un homomorphisme Ex — I1/7 (Z =
Centre(m)), et 'action de E' induite se fait par le composé E}, — Ex — 7/Z, dont
I'image est dans '/ Z, ot V est le normalisateur de 7’ dans 7. Donc I'image de K dans
Autext(n") est contenue dans celle de N'//Z — Autext(7’), or N' /7’ est fini.]
Repassant 2 71 (V), on voit donc que 'image de K dans Autext(7;(V))) est finie,
donc I'image de K dans Aut(7 3) est finie. Elle est d’ailleurs formée d’automorphismes

intérieurs, donc le lemme 1 sera conséquence du

Lemme 2. — Tout automorphisme intérieur d ordre fini de 70 3 (groupe profini libre
a deux génératenrs) est trivial. De fagon plus précise : 7o 5 a un centre réduit a {1}, et tout

élément de 7 3 d ordre fini est réduit a 1.

Ceci est un énoncé d’algebre profini pure, que je reporte pour plus tard, pour en

terminer avec la partie “géométrique” de la démonstration du théoreme.

Lemme 3. — Pour tout onvert non vide V. C P*Q, considérant laction extérienre de

T sur i (V'), la restriction de celle-ci & K est triviale.

Quitte a passer 2 un ouvert plus petit, on peut supposer par Belyi que V' est un revéte-
ment étale de Uj 3 — et le raisonnement précédent montre alors que I'action extérieure
de K se fait via un groupe quotient fini — mais cela n’est pas suffisant pour notre pro-
pos, et n’implique pas par lui-méme que cette action soit triviale. D’ailleurs, au point
ol j’en suis, on aurait pu remplacer U par n’importe quelle courbe algébrique quasi pro-
jective lisse géométriquement connexe — pour trouver que K opere sur le groupe ex-
térieur 71 (V) via un groupe fini. Mais ici ’hypothése V' C P'Q implique qu’il existe
y € V(Q), soitx € U(Q) son image dans U = Uj 3. Prenant y, x comme points base
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pour les groupes fondamentaux, on trouve maintenant un homomorphisme effectif de

groupes fondamentaux

/ ~ A .

™ =m(V,y) = m(~np3) =m(U,x),

compatible avec une action effective de I sur ces groupes. Par le lemme 1 I'action induite
de K surm = (U, x) est triviale, donc aussi son action sur le sous-groupe 7. A fortiori
Iaction extérieure est triviale, cqfd.

On peut maintenant prouver le

Lemme 4. — K = {1} (i.e. le théoréme!)

En effet, sous les conditions du lemme 2, ’action de I" sur ’ensemble I = S (QO),
ou S = P§ \ V, est déduite de I'action extérieure de T' sur m (V) si card(I) > 2,
comme I’action sur les classes de conjugaison de “sous-groupes lacets”. Comme K opere
trivialement sur le groupe extérieur, il opére trivialement sur /. Ceci étant vrai pour tout
V, on voit que 'action de K sur P*(Q,) = Q, U {00} est triviale, i.e. son action sur Q,
Pest, donc K = {1}, cgfd.

Ouf!

Il reste a reporter la démonstration du lemme 2, que je vais reformuler sous une forme

plus générale:
Théoreme 2. — Soit m un groupe profini libre sur un ensemble fini I de cardinal > 2.
Alors:

a) Lecentrede T est égal a {1}.

b) 1l n’y a pas dans 7 d’élément dordre fini autre que 1.

Finalement je cale sur a) — tout comme je ne vois pas pourquoi le centre de I (et de tout
sous-groupe ouvert) doit étre réduit 2 {1}. Consulter Deligne a ce sujet !

Pour b), voici un expédient. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique
0, et considérons le corps des fonctions L = K(X)de U = P} \ {n + 1 points}
(n = card(I)). Alors 7 ~ 7,(U), et C’est un quotient de E;, = Gal(L/L). Comme

7 estlibre, £, — 7 sereleveen m — Ej, et il suffit de voir que £y, n’a pas d’élément
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d’ordre fini # 1. Mais d’apres Artin, il n’y a pas d’automorphisme d’ordre fini # 1 d’un
corps algébriquement clos L, sauf dans le cas oli L est extension quadratique d’un corps
ordonné maximal [?, qui soit le corps des invariants de 7 (donc 7 d’ordre 2 exactement).

Mais en occurence on aurait R O L, et L D K, or dans K I’élément —1 est un

carré, donc R ne peut étre ordonné — absurde !

Corollaire 1 (du théoreme 1). — Soit X une courbe algébrique (lisse, géomeétriguement
connexe, quasi-projective), sur k extension finie de Q. (Je présume que Laction extérienre de
EF surmi (X)) est fidéle si U anabélien — & défaut de powvoir le prowver, j énonce ;) Alors
il existe une partie ouverte non vide V de X telle que laction extérienre de EY sur i (V)

soit fidéle.

Démonstration. — D’apres Belyi, on sait qu’on peut trouver V' C X qui soit un
revétement étale de U = (U 3)i, je dis que ce V' 1a convient. Soit donc K le noyau de
Popération extérieure de ' = EF sur ' = m,(V5). Soity un point fermé de V, rationnel
sur I'extension finie &’ de k correspondant 2 un sous-groupe ouvert I'' = EF de I', soit
K’ =T"N K. Soit x I'image de y dans U: on a

7 =m(Vi,y) = 7 =m(Us ),

et par construction I’action extérieure de K’ sur 7’ est triviale, donc K’ opere sur 7’ par

automorphismes intérieurs. Or on a let3¢

Lemma 5. — Soit T un groupe profini a lacets, ™' un sous-groupe ouvert ; alors tout
automorphisme u de  qui laisse stable 7' et induit sur ™' un antomorphisme intérienr

(vesp. Lidentité) est intérienr (vesp. lidentite).

Admettons pour I'instant ce lemme — il en résulte que les éléments de K’, qui
operent sur 7 en induisant sur 7’ des automorphismes intérieurs, induisent sur 7 lui-
méme des automorphismes intérieurs, i.e. que I'action extérieure de K’ sur 7 est triv-
iale. D’apres le théoreme 1, on sait d’autre part que I'action extérieure de I sur 7 est
fidele, donc K" = {1}. Il en résulte que K est fini. Mais par Artin on sait que les seuls
sous-groupes finis # {1} de I sont ceux engendrés par une “conjugaison complexe” 7,

correspondant a un sous-corps ordonné maximal entre k et k. Mais pour un tel 7 on a

B3¢prouvé seulement modulo vérification de (2), (4) ci-dessous — pour le Corollaire 1; (2) est d’ailleurs

suffisant...
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X(7) = —1, donc P'action extérieure de T ne peut étre triviale — on gagne. En fait, la

démonstration a montré ceci :

Corollaire. — Sozent k un corps de caractéristique O, U une courbe algébrigue (lisse
etc.) sur k, telle que E¥ = T opére fidélement sur w1 (Uy,) (opération extérieure). Alors
pour tout revétement étale géométriguement connexe V' de U, L'opération extérienre de I’

sur w1 (V3) est également fidele.

Reste 4 prouver le lemme 5. Il suftit de le prouver dans le cas “respé” — Iautre s’en
déduit aussitdt. Simaaumoins une classe delacets (cas d’une courbe algébrique affinei.c.
non propre), alors 7 est libre — et le lemme 5 est valable justement pour de tels groupes.
Si (1;)1<i<y est un systéme de générateurs, soit L; le sous-groupe fermé engendré par [;,

nous admettrons que Vn € N*'%
(2) L; = Centr(L}).

Ceci posé, si 'automorphisme u de 7 induit 'identité sur 7/, In € N* tel que V1 <
i < wv,u(ly) =17 donc u(l;) centralise I]' = u(l;)", donc par (2) onau(l;) € L, i.e.
u(L;) C L;, maisona Aut(L;) ~ 7*, et un automorphisme d’un Z-module libre de
rang 1 est connu quand on le connait sur L; — «L;. Donc Vi on a u(l;) = I;, donc
u = id, cqfd.

Dans le cas ot 7 n’est pas libre, prenons un bon (z;, ¥;)1<i<, — de sorte que 7 soit

défini par la relation génératrice

g
(3) [[ivd =1

1
Soient A;, A} les sous-groupes fermés engendrés par z;, y;. (Ils sont d’ailleurs tous con-
jugués sous Aut(m)...). J’admets que ces groupes sont =~ Z (i.e. que leshomomorphismes
surjectifsZ — A;,Z — A envoyant 1 dans les x;, y; sont injectifs — c’est d’ailleurs triv-
ial en passant a m,,) e qu’on a, en analogie avec (2), pour tout n € N*

Centr (A7) = A;, Centr(A']) = Al

(

et on termine comme ci-dessus.

137pzls prouvé!
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Remarque. — Le résultat le plus fort de fidélité dans la direction du présent para-
graphe, concernant des actions de I" et de ses sous-groupes ouverts, serait le suivant : si
V est une courbe algébrique anabélienne sur I’extension finie & de Q, avec la cl6ture al-
gébrique k, alors non seulement I'action extérieure de E,’? = I"sur m1(V}) devrait étre
fidele, i.e.'?®

T - %(n)

injective, mais méme ’homomorphisme composé
I — N(x) = N(n)/TH(n) ~ T,

devrait étre injectif (auquel cas ce sera méme un isomorphisme, puisqu’il est surjectif par
construction méme de N'(7), I';....) Des raisonnements heuristiques faits précédemment
(moins convaincants sans doute que ceux du présent paragraphe !) semblent indiquer
que ce serait le cas au moins lorsque V' est un revétement étale de U = (Up 3)i, auquel

cas en effet ’homomorphisme I' — I'; s’insere dans un diagramme commutatif

N

Fﬂ E— Fﬂ/

oty = m (Ug), de sorte que 7 est un sous-groupe ouvert de 7y, et 7’ est un sous-groupe
ouvert convenable, caractéristique dans 7. Si on pouvait montrer que I'; — 'y est
injectif (ce qui est plus ou moins une histoire d’algebre profinie), il en serait de méme du
composé I' — I'z) — I'v, doncausside I' — I';. Donc modulo cette hypothese sur
les groupes profinis, et utilisant Belyi, on trouve que pour toute courbe algébrique V' sur

k, il existe V' C V ouvert non vide, tel que

F—>I‘7r/

(ot 7" = 71 (V7)) soit injectif. Quant a savoir si I' — T’z est lui-méme déja injectif —

ou ce qui revient au méme, siI' — I'y pour g > 2 etI" — T’y ; sont injectifs, je n’ai pas
de raison heuristique plausible pour m’en convaincre a présent — peut-étre est-ce tout

a fait faux ? L’argument plus ou moins convaincant rappelé précédemment (a supposer

138 Cet homomorphisme se factorise automatiquement par le sous-groupe N () qui normalise T (7).
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qu’on arrive a le justifier) montrerait seulement que si I' — I'; est injectif pour u#n 7 (ce
qui ne dépend que de son type (g, 7)) alors il est pour les 7’ ouverts dans 7. On le sait 2
présent (modulo peu de chose, tout au moins) pour les types (0, ) (v > 3) exactement
— ni plus ni moins — et on pourrait peut-étre le déduire pour les types (g, ) qui s’en
déduisent par “revétement fini”. Mais il est clair déja qu’on n’obtient pas les types (g, 0)
comme cela (¢ > 2), ni méme aucun (g,v) avecg > 1, v € {0,1,2}. Clest dire
qu’on est loin du compte...Le premier cas bien intéressant serait donc le cas (1, 1) (tore
a un trou !), ot ‘3{1 ~ SL(2,Z) opérant extérieurement sur 71 1 (groupe libre 2 deux
générateurs, encore — comme par hasard) — action “arithmétique” de I'q sur 71 ; (i.e.

’action extérieure mod ‘ifl ~ SL(2,Z) ) est-elle fidele ?
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§ 36. — ISOMORPHISME I'q — I'' ET L’INJECTIVITE DE
g — Autext(‘iil) ~ Autext(SL(2,Z)")

Soit™” 7§ 4 le groupe quotient de I'g 3 défini par les relations
(1) =0 =1

c’est donc le groupe “cartographique orienté pour structures triangulées”, les ;-
ensembles finis correspondant aux cartes orientées finies (pouvant avoir des boucles
aplaties) dont les faces sont des triangles ou des mono-angles. L’opération extérieure de
I’ (mais non celle de G3!) sur 7o 3 passe au quotient en une action sur 7%673. On peut

améliorer le théoreme 1 du paragraphe précédent par la

Proposition. — Laction extérienre de T sur 7 5 est fidele.

N

Pour le montrer, on va plonger 7 3 comme sous-groupe d’indice fini dans 7, 3, d’ot1
un plongement analogue

N A/
To,3 — 70,3

qui sera compatible avec I'action extérieure de I'q.
Considérons pour cela le schéma quotient Y = P%l/ S3 = X /G35 avec les trois

points ag, a1, @ de Y, rationnels sur Q, ag correspondant 2 la trajectoire {0, 1, 0o},

1
)92
épuise I’ensemble des trajectoires “singulieres” géométriques). On sait que Y~ est une

a1 2 la trajectoire {—1, 3,2} et an 2 la trajectoire {j, j}, (j = expZ) de &3 (ce qui

1391 es réflexions du présent paragraphe, un peu cahin caha, seront reprises de facon moins pesante au
¢

paragraphe suivant.



droite projective (sur Q a priori), qu’on épingle par ay, a1, a,, comme points 0, 1, 00,
donc Y ~ PL; ’homomorphisme X — Y s’identifie donc 2 un morphisme bien

déterminé
(3) f:X:Pa%Pa:Y

qui fait de X un revétement galoisien de Y, de groupe G3, étale au dessus de IP’(l2 \
{0, 1, 00}, avec comme indices de ramifications en ces points 2,2,3. Du point de vue de
la géométrie des cartes (se plagant sur le corps de base C), on considere la carte déterminée
sur X par le triangle sphérique (0, 1, 00) (sur I'axe réel comme équateur) — qui est donc
la carte pondérée universelle — comme image inverse de la carte universelle (ayant un
seul sommet 0, une seule aréte repliée 0 — 1, une seule face, de centre 0o0). Tout revéte-
ment étale topologique de Uy 3(C) C X donne ainsi un revétement étale topologique
de Up3(C) C Y, ayant au dessus de 1 la ramification 2, au dessus de I'infini la ramifi-
cation 3 exactement, ce qui correspond au foncteur “oubli” de la pondération, ol une
carte triangulaire pondérée est considérée comme une carte tout court. Du point de vue

des groupes fondamentaux, on trouve ainsi une équivalence de catégories:

Revétements étales de X \ {0, 1, 00} = Up 3 = mp 3-ensembles

(4) N
Revétementsde Y \ {0, 1,00} = Up3 /(lobjet X \ {0, 1, 0o} de la dite catégorie)

~ 7, -ensembles/E

* les revétements de Y \ {0, 1,00} considérés sont ceux dont la ramification est

subordonnée a la signature 2{1} + 3{o0},

* E estle m; 3-ensemble correspondant a 'objet X \ {0,1, 0o} de la catégorie des

revétements étales de Y\ {0, 1, 0o} a ramification subordonnée 2 2{1} 4 3{oc}.

Ici, le point base de Y\ {0, 1, 00} choisi pour décrire les revétements (2 ramification

subordonnée i...) par un groupe fondamental 2 ramification, étant encore P = —j, on
aura :

—1
(5) E=fo (P)
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et on peut expliciter ainsi la catégorie (7 5-ens.)/ E, ol £ est un espace homogene, iso-

morphe au quotient de 7(, 5 par le sous-groupe (5, noyau de ’homomorphisme surjectif

idoine,
lp — éléments d’ordre 2
(6) Iy + éléments d’ordre 2

loo +> éléments d’ordre 3

[en marge:] A calculer !,
On choisitun @)y € E comme “origine” de ¥ — pour pouvoir identifier £/ comme
70 g-ensemble 3 () 5 /70’y ~ &3 — alors Ens(m(, 5)/ E s'identifie, par le foncteur F' —
\ 10
Fq,> 2 Ens(myls).
On trouve donc en résumé une équivalence de catégories (dépendant du choix de

Qo)

7,3 — ensembles — 7T6(?3 — ensembles

qui est elle-méme décrite par un bitorseur sous (75, mo3) et, 2 isomorphisme (non

unique !) pres par un isomorphisme
~ /0
0,3 — T35

les isomorphismes ainsi obtenus (pour des origines variables du bitorseur) formant ex-
actement une classe de conjugaison par 7)s, i.e. un isomorphisme extérieur w3 —>
75 Quand de plus le choix de (g varie, on trouve un composé o3 — mg's — 7T 3
exactement une classe de 7, 5-conjugaison, i.e. un homomomorphisme extérieur.

"ai beaucoup turbiné pour pas grand chose — a défaut d’avoir écrit les fonctori-

P pour pas g
alités [?] tres générales [??] pour les “groupes fondamentaux avec ramification”. Par
exemple le bifoncteur / mystérieux de tantot est formé des classes de chemins de P €
X(C 0,1, 00} (point base pour calculer 7 3) vers jouant le role d’un nouveau
y L9 0,3 0

point base, ayant le mérite de s’envoyer sur celui — P — qui sert  calculer 7, 5, groupe

fondamental & ramification sur Y (C) \ {0, 1, 00}...). Il serait peut-étre plus commode

de définir directement un foncteur en sens inverse,

(7) Revétementsde Y (C)\{0,1,00} —— Revétementsétalesde X (C)\ {0, 1,00}
subordonnés 2 la signature 2{1} + 3{o0}
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par image inverse, suivi d’une normalisation.
Ici on utilise le fait que 'objet X (C) \ {0, 1, 00} de la catégorie des revétements a
ramification maximum imposée, réalise justement un maximum sur les points 1, 0o ou

la condition intervient. On trouve que le foncteur correspondant

(7 bis) o3 — ensembles — 7o 3 — ensembles

a les propriétés d’exactitude d’un foncteur associé a un morphisme de topos galoisiens
Bﬂo,s — BW6,3

(commute aux limites inductives, exact a gauche) et est donc défini par un (7 3, 7(, 5)-

ensemble qui soit un torseur (2 droite) pour 7 ;'

Le choix d’une origine pour ce
torseur définit alors aussi un homomorphisme correspondant my 3 — 7, 5.
Revenons a la situation arithmétique sur Q, ot on dispose non seulement des

roupes fondamentaux géométriques profinis 7 3, T, =, mais aussi d’extensions
group 8 ques p 0,3: 0,3

r

~
—_

g

1 — ﬁo,g > E()’g

(8)

~
—_

1 —— 73 » B3 > T

qui s’interpretent comme des groupes fondamentaux de Uy 3, resp. de Up 3 avec rami-
fication subordonnée 2 2{1} + 3{oo}. Les raisonnements précédents s’étendent a ce

cadre et fournissent donc un homomorphisme d’extension

1 —— 7?('0’3 > Eo’g > T > 1
® 1
1 —— T3 » Eos > T > 1

défini modulo composition par un automorphisme intérieur de 7 5 [To3 — o3

s’insére dans une suite exacte

(9 biS) 1— 7%073 — 71'673, — G35

10Ce bitorseur est aussi 'ensemble des Y \ {0} homomorphismes du “revétement universel”  ramifi-

cation imposée de cet espace sur le revétement universel ordinaire de X (C) \ {0, 1, oo}.
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et itou pour les groupes discrets, 1 — 73 — 7 5 — G3].

Ceci dit, soit K le noyau de 'opération extérieure de I" sur 7T6’3. On voit alors que
Popération extérieure de K sur le sous-groupe ouvert 7 3 se fait par un groupe fini (en
fait par Pintermédiaire de 7, 3 /70,3 =~ &3...) — ce qui implique, par le théoréme 1 du
paragraphe précédent, que le groupe K lui-méme est fini. Donc par Artinona K = 1
ou K = (1,7), 7 la conjugaison complexe. Mais comme x(7) = —1, il est évident
que Popération extérieure de 7 sur 7, 3 (ol méme sur 7 5, (= Z/2Z x Z/3Z) n’est pas
triviale. Cela prouve la proposition.

J’ai envie maintenant d’interpréter m; 5 comme ‘Zil /(centre) (le centre est isomor-
phe a {£1}), et itou pour 7 5 ~ T1.1/{=1}, isomorphisme qui soit compatible avec

Iaction extérieure de I'. On a (pour mémoire)

(10) 11 — GL(2,2),

Iisomorphisme étant obtenu ainsi

(11) T — T1o — Autext(m o) ~ Autext(Z?) ~ GL(2,Z)

[ot1 le premier isomorphisme est celui de bouchage de trou].

On adonc
(12) ‘Ifl ~ SL(2,Z)
et
(13) Centre(Ty 1) ~ {£1}

(s'identifie au groupe des homothéties de SL(2,Z)). Il est connu qu’on a dans

SL(2,Z)/{+£1} deux générateurs Ay, A3 satisfaisant respectivement
(14) N=1,0=1

et tels que ces relations soient une présentation de SL(2,Z)/{+£1}. Sauf erreur ces él¢é-

ments proviennent d’éléments uy, ug de SL(2, Z) lui-méme, satisfaisant

(15) ud =1,u; = 1,



et qui correspondent aux seuls éléments d’ordres 6 et 4 (4 conjugaison et passage a
Pinverse pres). En fait, tout élément d’ordre fini de SL(2, Z) est conjugué a une puis-
sance de u4 ou ug. Les sous-groupes engendrés respectivement par w4 et ug, cycliques
d’ordre 4 et 6, sont les groupes des automorphismes des deux courbes elliptiques excep-
tionnelles (dites “anharmoniques”) (en caractéristique 0).

Jen’ai pas de formule sous la main pour “placer” uy et ug, de fagon qu’ils engendrent
le groupe SL(2,Z) modulo son centre (ce qui implique sans doute qu’ils engendrent

SL(2,Z)) — mais on fera attention 2 la relation supplémentaire, s’ajoutant a (15)
(16) uj = ug

(c’est justement ’élément —1 du centre de SL(2,Z)). Je n’ai peut-étre pas besoin de la

formule explicite pour u4 et ug. On définit alors

(17) To3 — SL(2,Z)/{%1}
par

(donc Iy — (Asho)™h = A3’ = AgA3), ot If), I}, I, sont les générateurs de ) 4

correspondants a ceux lo, l1, [o de 7 3, avec les relations de définition
(19) LU =1,1F=1,12 =1,

de sorte que 7}, 5 est bien le groupe de générateurs [}, I/ satisfaisanta I = 1,12 = 1.

Je veux maintenant me convaincre que ’homomorphisme correspondant a (17),
(20) #h5 — SL(2,2)/{£1} ~ Tf, /{£1}

est compatible avec Popération extérieure de I' = I'q. Pour ceci, j’ai envie de définir
directement le composé avec o3 — 7 4, i.e. To3 = T /{£1}, et méme de le relever

en un homomorphisme

- =+
(21) o3 — %11
Au niveau des groupes discrets, on définit bien

(22) To,3 — SL(Q, Z)
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-1 -1, -1
par I — Uy, loo — Ug, lo — <U6U4) = Uy Ug",

et SL(2,Z) ~ T, s’identific au quotient de 7y 3 par le sous-groupe engendré par les

éléments
I o () (13
Dailleurs o3 peut s'interpréter comme un groupe de Teichmiiller Ty, !, et (22)

comme un homomorphisme

(23) o — T

dont je soupgonne qu’il se prolonge en un homomorphisme
(24) Tha — T11 = SL(2,Z)

[le premier membre étant] une extension de (1, 7) par 7y 3, qui n’est autre que le groupe
cartographique triangulé pondéré non orienté.

Jinterprete le premier membre de (23) comme le m; “géométrique transcendant”
du topos modulaire My, 4, classifiant les droites projectives avec quatre points disctincts
numérotés de 1 a 4 ; et le deuxieéme membre de (23) est le 7y transcendant du topos
modulaire M 3, classifiant les courbes elliptiques (avec une origine fixée). On devrait

donc pouvoir définir, au niveau des multiplicités modulaires sur Q,

(25) (Mg a)g = (Mii)o:

qui donnerait naissance a (23).

Mais on voit de suite qu’on a un isomorphisme canonique
|
(26) My = Ups

(je laisse tomber les indices Q), et la donnée de (25) revient donc aussi a la donnée d’une
famille de courbes elliptiques sur Uy 3. Mais si A est la “variable € Up 37, en prenant “le”
revétement quadratique Fy de P! ramifiéen 0, 1, 0o, A, on trouve une courbe elliptique,
avec quatre points marqués — au dessus de 0, 1, 00, A — dont on peut prendre le point
au dessus de 0 comme origine — alors les trois autres points sont les trois points d’ordre

2, indexés respectivemnt par 1, 00, A.

. . e . |
1 En effet ‘Zi]_y est extension de ‘Z!g y_1Par gy 1 (si(g, v — 1) anabélien) et itou pour les T+; Ty =

{13
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De fagon plus précise : sur un schéma de base quelconque S, sauf que 2 y soit in-
versible (caractéristique résiduelle différente de 2), on a un foncteur qui va de la catégorie
des systemes (E, o, ) d’une courbe elliptique (homogene) relative sur S, et o, § deux
sections de I/ formant une base de o /7, en tant que schéma localement constant en Fy —
modules (ou systeme local de Fo-modules) de S (donnant naissanceay = a4+ 3, comme

)14> — vers la caté-

troisitme larron — de sorte que (3, 7) etc. sont en fait aussi des bases
gorie des fibrés en droites projectives P sur S, avec quatre sections g, Uy, Ueo, A mar-
quées disctinctes en chaque point, en associant 2 F'le quotient £/ & 1, muni des sections
Up, U1, Uso, A qui sont images respectivement de 0, cv, 3,7 = o + [; et ce foncteur est
presque une équivalence de catégories. Ce qui lui manque pour I’étre, c’est que pour une
courbe elliptique relative £, la symétrie x — —x de £ — qui est un automorphisme non
trivial — opére trivialement sur I'objet correspondant E/{+£1}'*. Donc il faut prendre
le champ sur (Sch), déduit de celui des courbes elliptiques en commencgant par prendre
Isom(E, F) = Isom(E, F')/ £ 1, puis on prendra le champ associé & un préchamp
(les objets sur .S sont les “courbes elliptiques relatives a symétrie pres sur S”). Le champ
est représentable par une multiplicité modulaire Mj ;, ayant comme groupe fondamen-
tal géométrique SL(2,Z)"/{=£1} justement, déduit par exemple des variétés modulaires
a rigidification de Jacobi déchelon n, M 1[n] — avec un groupe SL(2,Z/nZ) opérant

dessus, de sorte que
(27) My >~ (Miq[n],SL(2,Z/nZ))
et en outre que le sous-groupe central {£1} de SL(2,Z/nZ) opere trivialement

sur M 1[n] ; donc on peut faire opérer le groupe quotient SL(2,Z/nZ) =
SL(2,Z/nZ)/{+1}, et poser

(28) M, = (Mya[n), SL(2,Z/nZ)")

(ce qui manifestement ne dépend pas du choix de n, n > 2). On trouve ainsi un homo-
morphisme

(29) Mgy~ Uy — My 4,

1421] revient au méme de dire que I’on a trois sections «, 3,7 de o &/ sur S, qui sont distinctes en tout

s € Setpartant # 1.
143 Les pages qui suivent sontinutilement compliquées, avec introduction de M7 ;, T} ; etc. il suffitd’y

aller brutalement avec la courbe elliptique y? = \/z(x — 1)(x — \) sur Up 3, pour avoir Uy 3 — M1 1

cf. plus bas...
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qui fait de M) , un revétement galoisien de groupe &3 de M 1, et de fagon plus précise
(30) Moy — My,[2) — M,

[la deuxi¢me fleche définissant un] revétement galoisien de groupe SL(2,Fs) ~ G3),
le groupe fondamental géométrique de M 1 [2] étant d’ailleurs isomorphe au noyau de
’homomorphisme SL(2,Z)"" — SL(2,Z/2Z) qui factorise ’homomorphisme canon-
ique SL(2,Z)"— SL(2,Z/2Z).

Passant aux groupes fondamentaux pour M(!)’ 4 = Upz et M 1, on trouve un homo-

morphisme de suites exactes

1 —— fog =Ty — Bz =Noa > I > 1
(31) | l J
1—>§f1—>E171 » T > 1

([avec] ‘i’frl = ‘iil/{il} ~ SL(2,Z)/{£1}), qui identifie Ey 3 & un sous-groupe
ouvert d’indice 6 dans E{ | = Ey;/{%1}, etitou pour 7o 3 dans T} On trouve ainsi

un isomorphisme

(32) 70,3 —5 Ker (Tffl — 63) ~ (Ker(‘ffl — 63))/{:|:1}

compatible avec les actions extérieures de I'. On peut dire aussi qu’on a une structure
d’extension

(33) 1 — @3 — T = 63— 1

(le. 1 — @3 — SL(2,Z)/{£1} — SL(2,Z/2Z) — 1) compatible avec les actions
de I' (I' opérant trivialement sur G3).

Je finis par m’apercevoir que ce qu’on obtient ici est loin de (22) — cet homomor-
phisme (22) n’a rien d’injectif, par contre il est surjectif, et ses valeurs sont, non dans
SL(2,Z)/{=£1}, mais dans SL(2, Z) lui-méme ! Il faudra donc que je revienne encore
sur une fagon de donner un sens arithmético-géométrique remarquable a (22), et son ex-
tension aux groupes profinis correspondants. Pour le moment, je m’en tiens a exploiter
un peu (33). Tout d’abord je note que les arguments faits dans le cadre schématique

marchent aussi dans le cas transcendant, analytique complexe, et fournissent alors

(34) o3 — Ker(T), — S3) = Ker(SL(2,Z)/{+1} — SL(2,Z/2Z))
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compatible avec (32), ou encore une suite exacte,
(35) 1 — mo3 — ‘Zﬁ =SL(2,Z2)/ £ 1 — &3 =SL(2,Z/2Z) — 1.

On aimerait interpréter (35) et (33), comme correspondant aux suites exactes analogues
liées au diagramme (9), reliant 7o 3 et m) 3 — en identifiant 7 5 & T, 75 2 T Iy
reviendrai tantot.

Remarque. — On peut se demander si ’homorphisme

#os — SL(2,Z)/{£1} ~ Tf, /{£1}

144 (

se remonte’ ** (de fagon plus ou moins naturelle) en un homomorphisme

oz — SL(2,Z)" =~ %1,
etitou pour les groupes discrets
To,3 — SL(Q, Z) ~ (’S:T,l

Bien stir, comme 7 3 et 7 3 sont libres (avec deux générateurs) on peut toujours remon-
ter — d’exactement guatre fagons d’ailleurs (qui nécessairement, dans le cadre profini,
respectent les réseaux discrets). Mais peut-on le faire en respectant les opérations de I' ?
Il suftirait pour cela qu’on puisse remonter Uy 3 — M7, en Uz — My (NB. M ; est
une Z/2Z-gerbe au dessus de M] , ), etje suspecte, d’apres le yoga “anabélien” que j’essaye

5 _ que tout relévement de 7y 3 — ', com-

de développer, que I'inverse doit étre vrai
mutant aux opérations de I est défini par un tel relevement Uy 3 — M, ;. OrPexistence
d’un tel relevement Uy 3 — M, ; signifierait exactement Iexistence d’une famille de
courbes elliptiques sur U 3, avec rigidification de Jacobi d’échelon 2, qui corresponde a
Iinvariant tautologique \. Je doute qu’il en existe une, comme je doute que le relevement
en termes de groupes profinis 4 opération puisse se faire.

A vrai dire, comme ‘ifl = SL(2,Z)" n’a plus de centre trivial, il n’est plus
raisonnable de vouloir “tout exprimer” par les opérations extérieures de I' sur ‘iil, il
faut plutdt revenir a Pextension Ey; = FEjy, de I' par ‘iil, et la question est si

’homomorphisme

Eo’g — Ei,l = El’l/{ﬂ:l}

144Qui, on peut remonter, et ’est plus ou moins trivial...cf. plus bas...
145Dys tout fait, cf. page suivante pour une formulation plus raisonnable...
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s€ remonte en

?
Ey3 — Eigq,

ce qui est plus fort que de trouver un relevement T3 — ‘ﬁff’l, compatible avec les
opérations extérieures de I'. Pour apprécier cette différence, je note que I' opere sur
I'ensemble £ des quatre relevements g 3 — ffl (interprétés comme homomorphismes
extérieurs), et la question posée sous la forme faible est s’il existe un élément de £ invari-
ant par I'. §’il n’existait pas, il y aurait en tous cas un sous-groupe ouvert de I', d’indice 2
ou 4, qui laisserait invariant un élément — donc, quitte a passer a I'extension finie corre-
spondante de Q, on trouve un relévement, et quitte & passer a une extension un peu plus
grande, les guatre relévements possibles commutent a 'action extérieure de I'. Par con-
tre, rien ne prouve que 'on puisse trouver un “germe de relevement” de Fy 3 — EY ;| en
Eg’3 — EEJ (germes pris par rapport aux sous-groupes ouverts de F 3 contenant 7 3,
ou méme tous les sous-groupes ouverts). L’obstruction a remonter sur Ej 3 lui-méme,

i.e. a scinder une certaine extension de E 3 par {£1}, est
(36) o € HX(Ey3,2/2Z),

etrien ne dit que cette classe de cohomologie puisse s’effacer, en passant a un sous-groupe
ouvert de Fj 3.

Mais en termes géométriques, les courbes elliptiques relatives cherchées sur Uy 3 for-
ment les sections d’un champ sur (U 3)« — qui est une Z/2Z-gerbe — I'obstruction se

trouve donc dans un groupe de Brauer,
(37) B € H*(Uy3,2/22Z),

ou comme U = Up 3 est une courbe algébrique affine sur un corps (il suffirait qu’elle
ne soit pas de type 0, 0), il s’en suit que ’homomorphisme canonique (i coefficients de
torsion quelconques)
H*(Ey, —) — H*(U, —)

est un isomorphisme. D’ailleurs, il doit étre plus ou moins trivial que 3 est I'image de o
— ce qui confirme I'intuition que si le relevement est possible au niveau des groupes fon-
damentaux profinis (arithmético-géométriques), il 'est aussi au niveau des multiplicités
modulaires elles-mémes, donc qu’on a une existence d’une courbe elliptique relative sur

UQ,3 qui...
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Il est vrai qu’il est bien connu qu’une classe de cohomologie (37) a coefficients de
torsion s’efface, en passant 2 une extension finie du corps de base (Q en I’'occurence). En

fait, on a une suite spectrale
(38) H*(Uo3,Z/2Z) < EY? = HP(Q HY(Uo3,Z2/2Z)),
etici HY(Uy 3) = 0 pour ¢ > 2, donc on trouve une suite exacte
L EY'=HY(Q,HYU)) = Ey* = HY(Q,Z/2Z) — H*(Uys) —

Je me rends compte enfin que I'existence d’un relevement — i.e. de la courbe elliptique

hypothétique sur Uy 3 — est tout a fait triviale, il suftit de le définir par I'équation

y=va(r—1)(z - \),
ie. y?—a(x—1)(x—\) =F(z,y;\) =0,

ce qui définit une courbe plane affine, ou passer en coordonnées projectives
Fz,y, 2 \) =122 — 2% + (1 + N2z — Azz? = 0.

Je ne vais pas approfondir la question ici, dans quelle mesure ce choix est “naturel”.

Il donne en tous cas un homomorphisme tout ce qu’il y a de précis
!
(39) My, = Uz — My,

d’ot un homomorphisme d’extensions

1 > T3 = ‘36,4 — Ey3 = 0!74 > T s 1
> l | |
1 ’ ‘Azirl =SI(2,Z) —— E11 =N, > I > 1
défini modulo automorphisme intérieur par un élément de ‘ifl = SL(2,Z)", et au

niveau des groupes discrets,

.
To3 — T1,1
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et méme,
(42) o3 < D'y = Ker(T], = SL(2,Z)" — &3 = SL(2,Z/2Z))

(et itou pour les groupes profinis). Ici 7 3 est tel que le sous-groupe de congruence du
deuxieme membre [?], soit I'y soit produit direct [??] sous-groupe 7 3 et de son centre
{£1}. Mais en fait, il y a exactement quatre sous-groupes dans I'y qui réalisent cette dé-
composition. Pour ne pas faire de jaloux, on pourrait regarder I'intersection des quatre,
qui est un sous-groupe de I'y d’indice un diviseur de 24=16 [?]*° ; c’est I'intersection
des noyaux de quatre homomorphismes I'y — Centre(I'y) = {£1}. En tant que sous-
groupe de 7 3, il est d’indice un diviseur de 8 [c’est vrai et c’est méme trivial...] — ¢a
ne m’étonnerait pas que ce soit justement le groupe des commutateur de g 3, qui est
d’indice 4 — il y a 12 toute une situation a élucider...

Bien entendu, il faudrait aussi expliciter ’homorphisme (42) (défini modulo auto-
morphismes intérieurs) par ses valeurs sur les générateurs ly, 1, [ — j’y reviendrai peut-

étre tantot' .

Théoréme. — L'action extérienre naturelle de L' sur T, et méme sur T o=

T /{ELY, est fidele.

On utilise le fait qu’on a un homomorphisme extérieur injectif
~ =1+
7T073 — ‘31717

compatible avec 'action de I', en procédant comme pour la proposition du début (ou

70 5 jouait le role de T71).

Corollaire. — Les homomorphismes canonigues (surjectifs)
(43) FQ — Fl,u (V > ].),

sont injectifs, donc des isomorphismes.

146NB. Ca doit étre le noyau de SL(2, Z) — SL(2,Z/4Z).
Y11 n’est pas clair si 7o 3 est invariant en tant que sous-groupe de Til = SL(2,Z), i.e. stable par

Paction extérieure de &3 sur SL(2,Z) — je présume que oui, puisque S3 agit aussi extéricurement sur

0,3 2 priori...‘If1 /™o 3 serait une extension centrale intéressante de S3 par {£1}...
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Il suffit de le prouver pour I'q — I'y ; (puisque I'; ; est un quotientde I'y ,,, v >
1...), or on a un homorphisme canonique I'; ; — Autext ‘Zfl et on peut considérer le
composé,

I'q = I'y; — Autext ‘Zil — Autext ‘Z’fﬁ;

par le théoréme précédent ce composé est injectif, donc aussi I'q — I'y 1, cqfd.
Remarque. — On a vraiment 'impression, avec la proposition du début, et le résul-
tat précédent baptisé “théoreme”, d’avoir démontré deux fois la méme chose, et avec la
méme démonstration encore ! Donc il est temps, apres ce détour, de s’assurer qu’il en
est bien ainsi, i.e. que ’homorphisme 73 — ‘i’fﬁ qu’on vient d’utiliser s’identifie bel
et bien 4 ’homomorphisme 7o 3 — 7 3, moyennant un isomorphisme convenable (qui
reste a décrire) commutant aux actions extérieures de I', qu’on se proposait de constru-
ire (cf. (10) a (20)) — et on I'a perdu en route, en essayant de trouver 7 5 = T’ffl
par factorisation dans ’homomorphisme composé 7o 3 — 753 — Tffl [la premicre
fleche étant donnée par la surjection canonique] — et on s’est en un sens fourvoyé, car
homomorphisme “naturel” w3 — T’} sur lequel on est tombé n’¢était pas du tout
celui qu’on avait en vue : j’étais & c6té de mes pompes. Donc il me faut revenir a la

charge !
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§ 37. — THEORIE DES MODULES DES COURBES ELLIPTIQUES
VIA LEGENDRE (RIGIDIFICATION D’ECHELON 2)

Je me rends compte que j’ai pas mal compliqué des choses pourtant bien simples, au

paragraphe précédent. D’abord un remords de topologie des surfaces'*®:

Proposition. — Soit X wune surface topologique paracompacte, G un groupe discret
opérant proprement sur X ; on suppose que pour tout x € X, le stabilisateur G, opere
fidélement sur un voisinage de x (de sorte que G opere fideélement — en fait les deux doivent
étre équivalents) en préservant lorientation locale (donc G, est un groupe cyclique) de sorte
queY = X |G est une surface topologique paracompacte. Considérons lensemble X' =
{x € X | Gy # (1)} — qui est une partie discréte de X stable sous G — et l'image
Y' C Y de X' - partie discréte de Y — et la “Signature” sur (Y,Y"), pour laquelle le
coefficient d,, (y € Y') est Lindice de ramification ord(Gx) en lesx € X au dessus de y.
Pout tout G-revétement X' de X, considérons alors X' |G = Y' comme espace au dessus
deY . Alors :

a) Y' est une surface topologique, revétement ramifié de’Y, subordonné & la signature

d=dX/Y).

“8Variante : G opere sur X avec sous-groupe invariant G satisfaisant les conditions ci-contre [i.e.
ci-dessus] on a alors, posant Y = X /G avec opération de G/G = H dessus : Rev(X,G) =~
Rev((Y,d),H), qui donne m1(X,G,2) — m((Y,d,H),y). Application: So3 ~ T (~
GL(2,Z)"/ £1) (ot Sp,3 est une extension de T 5 = G3 x Z/2Z par mp 3).



b) Le fonctenr X' — Y' = X' |G est une équivalence de catégories :

(1) Rev(X,G) — Revy(Y).

N.B. On peut expliciter un foncteur quasi-inverse, en associant  tout revétement ramifié
Y’ de Y compatible avec d, le (X, G)-revétement “normalisé” (en un sens topologique
facile a expliciter) de X Xy Y”. On a un énoncé analogue pour les schémas localement
noethériens réguliers de dimension 1, ot le foncteur quasi-inverse s’obtient en normal-

isant X X y'Y'.

Corollaire. — Soient v € X \ X', y son image dansY . On suppose Y connexe (i.c.
que G opere transitivement sur l'ensemble des composantes connexes de X ). Alors on a un

isomorphisme canonique
(2) m(X,G,x) — Wl((Y,c_i),y)
d’ot, pour X connexe, une suite exacte canonique

(3) 1= m(X,z) = m((Y.d),y) = G— 1

N.B. On a un corollaire analogue dans le contexte schématique, X et Y étant des
schémas réguliers de dimension 1 — ou, le cas échéant, des schémas relatifs lisses de di-
mension relative 1 sur un S, mais dans ce cas il faudrait (si j’en ai besoin) faire un peu
attention de préciser 'énoncé en forme raisonnable.

Exemple. — Prenons X = P!(C) \ {0,1,00} = Uy3(C), G = &3 opérant
de fagon habituelle, donc (avec les conventions du paragraphe précédent), identifiant

PY(C)/(G = &3) aP!(C), avec:

(0,1,00) » 0 doy =2
(4) (2,-1,1/2) 51 dy =2

(7,7) » oo do =3,
ontrouve Y = P(C) \ {0}, etd = 2{1} + 3{o0}. On trouve donc un isomorphisme

canonique:

(5) ™1 ((Uo3(C), &3),z) ~ m ((P'(C) \ {0}, d), ),
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ott malheureusement on ne peut prendre = P = j; il faut prendre 2 € §*(C) \
{0,1,00,2,—1,—1/2, j, 7} etle plus commode sera de prendre x tel que y = f(z) soit
le point base typique () = y pour calculer le 1 a ramification — pour un tel x on trouve

donc un isomorphisme canonique
(5 bis) m ((U073(C), S3), a:) ~ 7r673

eten choisissant une S3-classe de chemins du point base initial P = y sur X = Uj 3(C)
vers x, d’ot1 un isomorphisme correspondant du premier membre de (5 bis) avec 7y 3, on

trouve un isomorphisme canonique
(6) ™ ((U073(C)7 63)7 P) = 7T[/),3

(qui change par automorphisme intérieur quand on modifie le choix d’une G3-classe de

chemins), d’ou la suite exacte
(7) 1 — mo3 — mh3 = G3 — 1,

qui n’est autre que (9 bis) du paragraphe précédent, mais interprétée ici de fagon bien
plus transparente comme suite exacte d’homotopie pour &3 opérant sur Uy 5(C). Eton
trouve de méme, dans le cadre arithmético-géométrique, travaillant sur le schéma Up 3 =
Uo 3,q et son quotient Uy 3/&3 == P, \ {0}, avec la signature 2{1} + 3{oo} dessus, le

diagramme de suites exactes :

1 1
1—>7r03:§6f4—>;6’73 y Gy > 1
| |
(8) 1 —— Ey3 =Ny, —— E()3 y Ss > 1
Ty = Tq ~T,
1 1

Nous voulons maintenant mettre en relation U 3, avec I’action de &3 dessus, avec lamul-

tiplicité modulaire M ; pour les courbes elliptiques (indices Q sous-entendus). Cest
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domage d’ailleurs de travailler seulement sur Q — je vais travailler plutét sur Z[%] —ie.
en caractéristique résiduelle différente de 2.

Au paragraphe précédent j’ai identifié¢, un peu vaseusement, Uj 3 = M(!), 13 M q[2)
(sous lequel M 1[2] est une gerbe liée par Z/2). Les ennuis techniques (plutdt les com-
plications conceptuelles) tiennent au fait que pour les courbes elliptiques (plus générale-
ment pour les variétés abéliennes de dimension quelconque), si 7 est un entier > 3, la
“rigidification de Jacobi d’échelon n” est bel et bien une rigidification, i.e. tout automor-
phisme d’une courbe elliptique relative E qui induit I'identité sur ,, /' — sous schéma
noyau de nidg — est I'identité; mais il n’en est plus de méme pour n = 2, ot1 1 est
Iidentité id ; au-dessus d’une partie ouverte fermée de .S et —id g sur le complémentaire.
Ceci suggere, pour une meilleure compréhension, de coiffer M 1[2] par un M; 1[n], otr
nestun multiple de 2; donc M ;[n] sera un schéma ordinaire de type fini sur Spec Z (son
image dans Spec Z seral’ouvert Spec Z[1]) etau-dessus de Spec Z[1], le topos modulaire

M, ;1 se récupere comme
(9) M171 = (Ml,l[n]v GL(27 Z/TLZ) = Fn)

au-dessus de Spec Z[+]."*” Ici M 1[n] est le schéma qui représente le foncteur sur (Sch) :
S +— ensemble des courbes elliptiques relatives sur S
munies d’un isomorphisme (Z/nZ)% — , E'*°
sur lequel le groupe I, = GL(2, Z/nZ) = Aut((Z/nZ)?) opére de fagon évidente.
Le schéma modulaire “grossier” (par opposition a la multiplicité ou topos modulaire) est

décrit au-dessus de Z/nZ par
(10) My, ~ My,[n)/T,

au-dessus de Z[1].
n
N.B. Le schéma M ; sur Spec Z peut se décrire comme “I'enveloppe représentable”
du foncteur non-représentable
S+ classes d’isomorphisme de courbes elliptiques relatives sur S...

— itou sur un schéma de base (par exemple Q ou Spec Z[%]), quelconque...

1% Attention, c’est bien GL(2,Z/nZ) et non SL(2,Z/nZ) qu’il faut prendre ici.
159Ce foncteur est représentable si et seulement si n > 3 (donc il ne Pest pas pour n = 1, 2).
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Il faut faire attention qu’en tant que schéma sur Z[%] (ousur Q, en passant a la fibre
générique), M 1[n] n'est pas relativement connexe (i.e. n’est pas 2 fibres géométrique-

ment connexes). En effet, un isomorphisme
2
(Z/nZ) ~  F
implique par passage a la seconde puissance extérieure, un isomorphisme
2
2/n2)s = N\ oE = 57 (S)
Z/nZ

d’ot1 un isomorphisme

Z/nZ ~ pu(S)

qui s’identifie (prenant 'image de 1 mod n) a une section de y¢ (S) o1 ;) estle (Z/nZ)*-
torseur relatif sur Spec Z[2] des “racines primitives n-iémes de 1. On a donc un mor-

phisme canonique
(11) Mia[n] = py,

et c’est ce morphisme qui est a fibres géométriques connexes en caractéristique 0. Passant

a la limite sur n variable, on trouve sur Q
(12) MLl[OO] = lim Ml,l[n] — ,uio ~ SpCC x
%

ou le dernier isomorphisme est canonique et > C Cestla sous-extension cyclotomique

maximale de Q,,.
On récupere les My 1[n'], pour n'|n, n' # 1,2, 4 partir de M; ;[n] avec I'action de

I',, dessus par

(13) Mi[n'] = Mya[n] xr, Ty o~ My [n]/ K
sur Spec Z[X], ot

(14) Ky =Ker (I, = ')t

Si on applique cependant cette formule dans les cas non licites n'=1 ou 2, on trouve pour

le cas ' = 1, non M 1 mais M 1 (schéma modulaire grossier), et pour n’ = 2, non

BLK,, o opére librement sur le schémassin/|n, n' # 1,2 mais pas bien stirsin’ = 1 ou 2.
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M 1[2] (qui n’est pas non plus un schéma), mais ce qu’on avait appelé au paragraphe
précédent M, 1[2]'.

On peut expliciter M ; et ]\/4? 1 sur Spec Z tout entier en termes des M 1[n] en
les décrivant au-dessus des schémas ouverts Spec(Z[%]), Spec(Z[%]) qui recouvrent
Spec(Z) (i.e. pour (n, n')=1) par (9) et (10) en y prenant d’abord n puis 7/, et en “recol-
lant” au-dessus de Spec(Z[-L;]), par ces mémes formules appliquées a nn’...

On a d’ailleurs (pour mémoire)
Théoreme. — ]\Z/l ~ RS  (surSpec Z).

On peut épingler un tel isomorphisme (défini a priori modulo le groupe affine entier
X = £X 4+ n,n € Z), en notant qu’il y a dans ]\7;1 deux sections privilégiées sur Z,
dont les valeurs au point générique correspondent aux deux classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques en caractéristique 0 (sur C par exemple) qui ont des automorphismes
différents de id, — id — les deux groupes d’automorphimes qu’on obtient sont d’ailleurs
Z/AZ et Z/6Z (tres facile, par exemple par voie transcendante). Ce sont ce qu’on ap-
pelle sauf erreur les courbes elliptiques “anharmoniques”. Sur un M 1[n], le groupe
des automorphismes rationnels sur &£ d’une courbe elliptique décrite par un point x de

M, 1[n](k) s’identifie canoniquement au stabilisateur de z dans I, :
(15) Aut(E,) ~ (T')).-

Bien stir on a des énoncés idoines sur un schéma de base quelconque, pas nécessairement
un corps. Cela montre déja que les automorphismes des courbes elliptiques sont liés de

facon essentielle 2 la ramification de I';, opérant sur M 1[n]. On trouve ainsi :

Proposition (Sur Spec Q,sin # 1,2). — Il ya exactement deux orbites del,, opérant
sur My 1 [n] qui sont “critiques’, et qui correspondent & des stabilisatenrs isomorphes respec-
tivement a /AL et Z|6Z, qui sont les groupes d’antomorphismes des courbes elliptiques

(“anbarmoniques”) correspondantes.

On montre que I',, 7 opére pas fidelement sur M 1[n] — le noyau de cette opération
est le sous-groupe central {£1}, image du groupe correspondant de GL(2,Z) — il cor-
respond au groupe des automorphismes “universels” £id i des courbes elliptiques £. Le

groupe quotient

(16) ' =T, /{£1}
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opere fidelement, et on peut regarder le “topos mixte” (M 1[n],I"),) — on trouve aus-
sitot qu’il ne dépend pas (4 équivalence canonique pres) du choix de n [a cela pres que

]152

Pouvert de Spec Z sur lequel “il a un sens” dépend de n...] >* — et en fait, ona:

(17) (M a[n],I,) ~ My,

au-dessus de SpecZ[+], ot la multiplicité schématique modulaire M ; est décrite, en
termes de courbes elliptiques “définies modulo symétries”, comme au paragraphe précé-
dent.

Remarque. — La proposition précédente semble dépendre de 72, mais on voit a priori
(grice au faitquelesI',, ./, n'|n, n' # 1, 2 opérent librement) que si elle est valable pour
un n, elle est valable pour tous.

Notons aussi

Corollaire (de la Proposition). — En caractéristique 0, les stabilisateurs dans I, (e
groupe qui opére fidélement sur (M 1[n]) des points des deux orbites critiques sont respec-
tivement ZJAZ et Z/6Z.">°)

On a supposé ici que n # 1, 2, mais rien ne nous empéche de regarder aussi

(18) M1,1[2], d:Cf: M1,1[2m]/r2m,2 = M1,1[2m]/r2m,??

(o m est un entier quelconque > 2). L’action de I'y =~ GL(2,Z/2Z) =~
SL(2,Z/2Z) ~ &3 =~ I'y,, /T9p 0. Il n’est plus vrai, certes, que I'y;,, o opere librement
sur M 1[2m] — car I'y,y, o contient élément —1 € Ty, correspondant a la symétrie
universelle —idp — i.e. 2 ’élément —1 de GL(2, Z). Mais le résultat général de rigidité

rappelé au début implique que
Domo = T%,,0/ £1 ~ Ker (I, = I') ~ &3)

opere encore librement sur M 1[2m] — et cela implique que le corollaire de la proposi-
tion est valable encore pour I'action de Iy (~ I'y =~ &3) sur M, 1[2]".

Digression terminologique. — M ;1 = M 1[1] etles M 1[n],n € N*, sont définies
a priori comme des multiplicités schématiques modulaire, i.e. a) comme des topos locale-

ment annelés localement isomorphes au topos étale d’un schéma (en 'occurence de type

1

nn’

52donc a condition de se placer au dessus d’un schéma de base tel Spec (Z[—]) ot n2, n’ sont tous deux

inversibles...

153yalable pourn > 2, cf. plus bas.
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fini sur Spec Z, ou sur Q si on travaille en caractéristique 0) et b) définis, a équivalence
pres définie elle-méme a isomorphisme unique pres, comme “représentant” les foncteurs
correspondants .S’ — catégorie des courbes elliptiques relatives sur .S, avec rigidification
d’échelon n, i.e. isomorphisme (Z/nZ)g ~ ,, B
= Ell,,(S)

donc par construction , on a pour tout schéma S une équivalence:
Ell, (S) — Hom(S, My [n])

[ou les homomorphismes sont des homomorphismes de topos localement annelés, i.e.
homomorphismes de multiplicités).] Pour que les catégories Ell,,(.S) soient discrétes,
ou encore que M 1[n] soit un schéma, ou encore que les automorphismes d’une courbe
elliptique respectant une rigidification de Jacobi d’échelon 7 soient I'identité, il faut et
il suffit que n > 3,ie. n # 1,2. Donc M, 1[2| n'est pas un schéma, mais M; 1[2]’ en
estun, et My 1[2] — M;1[2] est un isomorphisme local (décrit entierement par une
Z/2Z-gerbe sur M 1[2]'). 1l faut quand méme prendre la peine de définir :

“théor.” , “défini®
~Y

(20) Mia[2] =" (My1[2m), Toma) = Mia[2] = Mya[2m]/T5,,,

(onaaussi My 1[2m|/I,, 5 = M; 1[2m] /9y, 2) comme 'homorphisme canonique de
“passage au quotient grossier” qui a un sens chaque fois qu’un groupe discret (disons) G

opere sur un schéma (disons) X, comme un morphisme
(21) (X,G) > X/G=Y

dont le foncteur image inverse (faisceaux sur Y = X /G — G-faisceaux sur X) est
évident. Ici on a un sous-groupe invariant z de G' qui opére trivialement sur X, tel que

G/ z opére librement, ce qui signifie que le morphisme (21) se factorise en
(22) (X,G) = (X,G/z=G) =Y =X/G=X/G

de sorte que le morphisme de multiplicité (21) s’identifie aussi, simplement, a :
(23). (Mi1[2m], Dop2) — (Mi[2m], 1%, 5) =~ My, [2]

Par contre, si on veut descendre jusqu’a M 1[1]' = M| ,, en passant au quotient (au

sens “grossier”) dans M 1[n] par I/, ’homorphisme

(24) (Mia[n],T0) = Mi, — My, [n]/T) = My,
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n’est plus un “isomorphisme”, i.e. n’est plus une équivalence, car I/, n’opére pas libre-
ment — il a (méme en caractéristique 0) de la ramification de degrés 2, 3. [Si cependant
en excluantles courbes elliptiques anharmoniques, ¢a marcherait — ce n’est “qu’au voisi-
nage” de ces courbes elliptiques que (24) n’est pas un isomorphisme...].

En faitles raisonnements du paragraphe précédent établissent un isomorphisme (val-
able sur Spec Z[3])"**

(25) My[2) ~ My, ~ Ups

et cet isomorphisme est compatible avec les opérations de

(26) Iy, ~Ty=GL(2,Z/2Z) = SL(2,Z/2Z)

sur M 1[2]’ d’une part, de &3 sur U 3 d’autre part, quand on considere 'isomorphisme
(27) [y = GL(2,Fy) — G

qui associe, a tout automorphisme de F2, son action sur les trois éléments non nuls o =

(1,0),8=(0,1) ety = (1,1) = a + B (de sorte qu’on a d’ailleurs)

(28) y=a+f, a=0+y f=7+a.

Il faudrait expliciter cette compatibilité, en considérant I'action naturelle de &4 sur M ,,
M ,, étant la multiplicité modulaire définie par

(29) Hom S, M},,) =~ catégorie des courbes relatives sur S, localement

multipl(
isomorphes a ¢ et munies de . sections mutuellement
disjointes numérotées Sy, Sa, . .., Sp.
N.B. C’est représentable bel et bien par une multiplicité si et seulement sin > 3,
i.e. sile champ des groupoides qu’on veut représentés est “rigide”,’>> et alors cette
multiplicité est méme un schéma, isomorphe d’ailleurs canoniquement au sous-schéma
In— N . . .. |
Mon(/,,—3,Ups) C Uy’ *,otticif,—3 = {i € N | 3 <4 < n} —ainsi Mg 3 ~ SpecZ

(schéma fini), et M, ~ Upz = P} \ {sections 0, 1, 00} = Spec Z[T|[1/{T(T —1)}].

1541 ’image de M;,1[2]’ dans Spec Z est Spec Z[}] tandis que celle de M, ~ Up 1 est SpecZ tout
entier.

155Si on veut une représentabilité pour n = 0, 1, 2, il ne suffit plus de travailler avec une topologie étale

— il faut des topologies fppf par exemple.
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Mais on fera attention qu’il y a une opération naturelle de &,, sur M, donc sur
Mon(1,,_3,Up3) — alors que I'on ne voit a priori que 'action de &3 x &,,_3 sur ce

dernier : I'isomorphisme canonique

(30) M}, =~ Mon((L,_3,Upz) C U™ (oul,3 ={i €N |3 <i<n})
ne tient compte que des opérations naturelles du sous-groupe

(31) G5 x 6,3 C 6,

de ©,, sur M(!)’n, et pas de celle de G,, tout entier. Dans le cas de n = 4, 'opération de

b = GL(2,F2) ~ &3 sur M0!74 qui nous intéresse est celle qui correspond au sous-
groupe &1 X &3 qui fixe le premier élément (correspondant a la section nulle d’une
courbe elliptique) et qui permute les trois suivants (correspondant aux trois éléments
d’ordre 2 d’une courbe elliptique générique en caractéristique différente de 2, qui sont
les trois autres points fixes de  +— —x), alors que 'opération naive de &3 sur Uy 3 cor-
respond au sous-groupe G3 X &; dans &, qui fixe les trois premiers éléments. Petite
question de gymnastique schématique (indépendante maintenant de la géométrie des
courbes elliptiques, mais histoire de géométrie projective de dimension 1) : comment
passer d’une de ces actions de &3 al’autre ? On a envie de prouver que ce sont les mémes !

Notons que si [ est un ensemble a 4 éléments, alors il lui est associé un ensemble a 3

éléments de “partitions de type (2,2)”, Pyo(I) = I, et ’homomorphisme
(32) 6[264—>Gj263

est surjectif — son noyau est un sous-groupe isomorphe (non canoniquement) a F» X Fy
— donc un groupe commutatif V() annulé par 2, i.e. un espace vectoriel sur Fy, et en
tant que tel de dimension 2. En fait, V() opérant sur [ fait de I un V'(I)-torseur —
donc I est muni canoniquement d’une structure de plan affine sur Fy, et V(1) C &;
est le groupe de ses translations. &; s’interprete comme le groupe des automorphismes
affines de I (foute permutation de I est affine — il y a sur 'ensemble I une et une seule
structure de plan affine sur Fy), et §; comme le groupe Aut(V (I)) — ce qui suggere
dinterpréter I comme ensemble des trois éléments non nuls de V (1), et en fait, on

constate que I’on a une bijection canonique

[ Sviyr¥

= V()\ {0}

(33)
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en associant & une partition I = I'UpI”, avec I', I" de cardinal 2, la seule permutation
de I quiinvarie I’, I” et induit sur chacun une permutation non triviale (les éléments de
S obtenus ainsi sont les permutations paires dordre 2, qui avec 'identité forment donc
le sous-groupe V' (1)).

On trouve,sii € I, d’ott I \ {i} de cardinal 3, une application canonique
(34) IN{i} > 1

enassociantaj € [\{i}lapartitionde [ en {7, j } eten son complémentaire. Cette bijec-
tion étant compatible avec le transport de structure, on en conclut que 'isomorphisme

correspondant

(35) Sy = 6;

est aussi le composé

(35) Snyiy = 61 = G5,

(&1\y étant le stabilisateur de 7 dans &) donc les quatre sous-groupes symétriques
d’indice 3 &\ ;) de & (i € I) sont canoniquement isomorphe 4 &7 — donc entre

eux, par des isomorphismes qui sont d’ailleurs déduits des bijections canoniques

(37) IN{i} — IN{j} (i #5445 € 1),

égales 2 la transposition (non a 'identité) sur I \ {7, j}. Cette bijection en effet est le
composé

I\{i} =T =1\ {j},
et pour ¢, j variables, ces isomorphismes forment un systeme transitif d’isomorphismes.

\ . | 7 . 7 .
evenant a action de G4 sur , la clef de la compréhension est donnée par ceci :
R talactionde & M, 4, laclefdel h td

Proposition. — Considérons le sous-groupe V (1) de S formé de l'identité et des in-
volutions paires. Alors laction de V (1) sur M(!), [ est triviale, donc S agit sur M, 67 1 par
Uintermédiairede S1/V (I) = Gj.

Corollaire. — Soit v € I, alors laction de S 5y C &y sur M(!), ; est déduite de celle
de & via lisomorphisme S p\ (i) — &y provenantde I \ {i} — I

156N.B. M ; se définit en termes de I, pour tout ensemble I de cardinal > 3 comme M) ,
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En particulier, pour I = [1, 2, 3, 4], pour comparer 'action de &1 9 33 et de S o 3 43
sur M(!L 4 =~ Uy 3 — ot la premiere est 'action standard de &3 sur Uy 3, la deuxieme celle

de &3 sur M1, 1[2], on utilise I'isomorphisme

(38) S5 = Ga34)

explicité dans (37), correspondant a la bijection
1—=4,2—3,3—2

des ensembles d’indices, qui correspond donc 4 'automorphisme

(39) int(oy) : 63 — &3

en identifiant maintenant les deux ensembles d’indices [1, 2, 3], [2, 3, 4] 2 [0, 1, 00}, eten
désignant par 0; € Gyg1,00) (pouri € {0,1,00}) la transposition des éléments # 1.

Donc

Corollaire. — L’Zsomorphisme canonique
1
U073 —So—> M1,1[2]/ (sur Z[i]),

quand on fait operer Sz = Gyo 1 00y sur l'un et Launtre membre, est compatible avec ces

opérations, via l'antomorphisme int(01), i.c.
(40) plu-x) = (oruor ") - o(x)

Il faut quand méme démontrer la proposition 4, qui équivaut bien stir a ceci :

Corollaire. — Soit X une droite projective relative sur un schéma S, I un ensemble
a quatre éléments, (S;)icr une famille de sections mutuellement disjointes, et o une in-
volution paire de I (correspondant & une partition I = {iy,i2}Up{is, is} par ciy =
Uy, Ol = 11, 013 = 14, 01y = 13). Alorsil existe un automorphisme (évidemment unique)

ude X, tel que u o s; = Sy

Démonstration. — On peut supposer que X = IP’}g, s1 = 0,89 = 00;donc s3, 54

s’identifient a des sections de OF ; on prendra u défini par

u(z) =2, A eT(5,0%)

z
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. 7 .o . 4 e : )\ _ >\ — 1
qui échange 0 et 0o, et la condition pour échanger s3, s4 s’écrit 5= S, o = syie
A = s354 (N.B. il suffirait que (51, S2, S3) et (51, S2, S4) soient mutuellement disjointes
— pas la peine que 3, 54 soient mutuellement disjointes...)

Plagons nous a nouveau sur Q (pour fixer les idées), et considérons les groupes fon-

damentaux des multiplicités modulaires M 1, M7 ;. On part de

My ~ (Mya[n],T,) n>3

11~ (Mign), I =T /£1) n>2

(41)

(ou pour n = 2 on remplace M 1[2] par M; ;1[2]'), qui donne des isomorphismes de

groupes extérieurs

7T1(M1,1) ~ T (Ml,l[n}, Fn) (TL Z 3)
(42) l l
T (M) ~ i (Mya[n], I7,) (n>2)

ol comme au (41) sin = 2), et comme M; 1|n]| est connexe (méme s’il n’est pas géomé-
b p g

triquement connexe)'”’, on trouve

1 —— 7T1(M171[7’LD E— 7T1(M171) > Fn > 1
o F

1 —— 7T1(M171[n}) Em— 7T1<M{’1> ” F;z y 1

qui permet de reconstruire 7 (M 1), en tant qu’extension de I',,, quand on connait
m1 (M7 ) comme extension de I/, par image inverse viaI',, — I'/. On trouve comme

de juste
Proposition. — 71 (My,1) est une extension centrale de mi(Mj ;) par {£1}.

D’autre part, on a les suites exactes d’homotopie sur Spec Q

1 » mi (M) —— m(Miq) > '), s 1
(44) lN l l
I —— m (M) —— m(Mj,) N s 1

157 st le théoréme de Kronecker d’irréductibilité de I’équation cyclotomique.
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1 1 AL ~ + ~ ~ L 1
~ , ~ ~
(avec les isomorphismes 71 (M7 1) 2R (M) T Ni1) et la théorie

transcendante fournit des isomorphismes extérieurs canoniques'>®

(45) m (M) ~ SI(2,Z), m (M] ) ~ SI(2,Z)" = SL(2, Z)/+1,

On a la compatibilité essentielle suivante entre (43), (44), (45 : la commutativité de
(46)
1 —— 7T1(M171) 281(2,Z>A—> 7T1(M171) > Fn > 1

b | -

1 —— SI(2,Z/nZ) —— T, = Gl(2,Z/nZ) - (Z/nZ)* —— 1

(ol Xy, est le caractere cyclotomique).

Passant a la limite sur n, ceci donne un diagramme commutatif

1 — 7T1(M1,1> ~ 81(2,Z)A—> 7T1(M1,1) > Fn s 1
(47) lsurj l Hi
| L SI27) —— 5 GI2,7) —— (2 —— 1

diagramme sur lequel nous allons revenir.

Pour I'instant je vais exploiter le deuxi¢eme isomorphisme (42) pour n = 2:
(48) m(Myy) =Ny = m(Mia[2), T2 = &3) = m1 (Vo s, G3),

ot le dernier isomorphisme correspond a I'isomorphisme int(c;) : &3 — S3, explic-
ité dans (40). On trouve donc bien, comme prévu aux paragraphe précédent — et de

fagon entierement conceptuelle, 'isomorphisme d’extension

1 — 7T1(ML1) e 7T1<M171) > Fn > 1
o P
1 — Wl(m, 63) s 7T1(U073,63) > Fn s 1

\ 7 _ Tt~ ~ / ~ / Y
oul'on a T (Ml,l) = 11 = SL(Z, Z), T (Ml,l) =~ val’ 7T1(U0’3, 63) =~ 7T073 et
m (U3, S3) =~ Ej 5. Dailleurs, reprenant ces réflexions dans le contexte transcendant,

on voit que cet isomorphisme

(50) 7%0,3/{[%7 lgo} = 7AT6,3 ;> ﬂ-l(M{,l) = SL(27 Z)k: SL(27 Z)A/ +1

158 A ttention ; ne pas confondre SL(2, Z) avec SL(2, Z) !!!
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est associé & un isomorphisme

(51) mos/{l1, 12} = mys — SL(2,Z)' =SL(2,Z)/ £ 1
déduit de I'isomorphisme de multiplicités analytiques complexes

(52) 11 = (U, 63).

Il faudrait quand méme expliciter ’homomorphisme (51) — qui n’est défini que mod-
ulo automorphisme intérieur, a priori, par des formules explicites — alors que sa défi-
nition ici sort de fagon purement conceptuelle, “géométrique” (au sens de la géométrie
algébrique relative, des courbes rationnelles et elliptiques sur des espaces analytiques ar-
bitraires). C’est 1a un calcul clef, sGrement instructif, qui ne devrait pas présenter de
difficulté particuliere...

Jai un peu laissé tomber en chemin dans tout ¢a le schéma modulaire “grossier”
]\2\; 1, apres avoir affirmé qu’il est isomorphe a E} et qu’il y a deux sections marquées,
dont les les valeurs en caractéristique 0 correspondent aux deux classes d’isomorphisme

de courbes elliptiques anharmoniques. En termes de 'isomorphisme
(53) ]Ejl ~ M171[2]//F/2 ~ U0’3/63

(valable sur Spec Z[1]), on trouve bien, au dessus de S = Spec Z[3], que ]\Z/ 1 se déduit
d’un schéma relatif Y qui est localement (au sens étale) isomorphe 2 P§, en enlevant une
section s, dont I'existence implique déja que Y est globalement isomorphe 3 P{, — donc
Y \ s(S) isomorphe 3 E§. Dans cette approche, on a donc envie de désigner par oo (non
par 0, comme en théorie des cartes !) cette section, qui correspond aux “points a 'infini”
(0,1, 00) de Up 3, ou encore au “point 2 'infini” de ]\//[\1/1 Il est d’ailleurs facile de vérifier
a priori (par la compactification de Deligne-Mumford de M ; et de ]\//[\1/1) que ]\/4\1/1 sur
Spec Ztoutentier estdelaforme Y \Im s, ou Y estlisse et propre sur Spec Z tout entier,
et s une section — des lors ce qu’on connait par exemple sur la fibre géométrique, et le fait
que Z est principal, impliquent que Y ~ PL et qu’on a donc ]\/4\1/1 ~ IE% Pour choisir
cet isomorphisme, on utilise les deux sections de El, correspondant aux courbes anhar-
moniques. Ces deux sections ne sont pas dz'sjoz'ntes, elles se rencontrent en caratéristique 2
et en caractéristique 3 (pour ce qui se passe en caractéristique # 2, i.e. sur Spec Z[%], on
le voit bien par Pisomorphisme (53) — car en caractéristique 3 les deux orbites (2, —1, 1)

2
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et (4, 7) coincident et se collapsent en un seul et méme point). Mais prenant 'une de ces
sections comme section nulle (sauf erreur c’est celle qui correspond a la courbe elliptique
la plus riche en symétries, a savoir le groupe Z/6Z, qu’on prend — c’est une question de
convention bien stir — c’est donc aussi 'orbite {7, 7}, correspondant  un stabilisateur
isomorphe 4 Z/3Z), cela détermine I'isomorphisme ]\71/1 ~ [E} au signe prés. L'autre
section devient alors un entier de la forme 2¢3° (a, b € N* — entiers bien déterminés
dont je ne sais pas la valeur par coeur), et on achéve de normaliser en exigeant que le signe

soit plus. Donc

Théoreme (pour mémoire — c’est bien connu). — /'y a un isomorphisme unique
(54) M, ~E,

qui en caractéristique 0 donne a la courbe anbarmonique de groupe d’automorphisme
Z/6Z linvariant 0, et a celle de groupe Z/AZ un invariant > 0 (qui sera nécessairement

2430 avec a,b € N* bien déterminés, mais par moi oubliés...b = 3, ¢f ci-dessous).

En termes de I'isomorphisme
],W\;l ~ U0’3/63 C ﬂ1/63

valable sur Spec Z[1], ceci correspond 2 un isomorphisme entre P! /&3 et P! qui 2
Porbite (0, 1, 00) associe 0o (non 0), et a 'orbite (7, 7) associe 0 (non 00), A I'orbite

(2,1, %) le fameux 223 (et non 1). La fonction (invariant modulaire)

(55) J(A) € Q)
qui réalise cet isomorphisme, i.e. le morphisme
J

(56) P, — P,

correspondant (de degré 6, avec J o u = J,u € &3) est donc lié a celle inspirée de la

théorie des cartes, soit f(\), par
(57). J(A) =230 F(\)

Dailleurs, f(A) (ou J(A)) se calcule aisément par la connaissance de ses zéros et de ses

poles, avec leurs multiplicités, et la “normalisation” pour la valeur de f (oude J) sur une
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des sections 2, —1, % ; on trouve immédiatement

3 2 (z— 1)

(58) f(z) = 22—zt 1)

donc,

(22— 2+41)3
22(z —1)2

Comme J(\) doit garder un sens en caractéristique 3, et ne peut pas étre constante, ceci

(59) J(z) = 20123073

montre d’ailleurs que b = 3, donc (59) s’écrit aussi

22(z—1)
mais on se rappellera que cette formule n’est pertinente — ne permet de calculer
Pinvariant d’une courbe elliptique — que si la caractéristique est différente de 2,
heureusement ! Pour décrire
(60) M, — E}

(et en particulier pour déterminer I'autre invariant modulaire critique 2%33, i.e. pour
déterminer a) aussi au voisinage de 2 — disons en caractéristique différente de 3 — il

faut une étude des courbes elliptiques qui ne passe plus par la représentation (de Leg-

endre, sauf erreur) y? = /z(x — 1)(x — \), ou encore, par la rigidification de Jacobi
d’échelon 2, mais par celle d’échelon 3.

Remarques. — On voit tout de suite que le quotient P} /S s’identifie 2 P} de fagon
unique en prenant comme images des orbites (0, 1, 00) et (7, 7) les sections 0 et 0o (par
exemple, en suivant la convention qui correspond a la théorie des cartes), et en prenant
comme image de 'orbite (2, —1, 3 ) un nombre rationnel qui soit > 0.

Ceci est possible a priori, car on note que les orbites (0, 1, 00) et (j, 7) ne coincident
en aucune caractéristique, donc correspondent a des sections disjointes de ¥ = }P’% /s,
tandis que 'orbite constante (2, —1, %) coincide avec la premiere en caractéristique 2,
avec la deuxiéme en caractéristique 3 (et ce sont la les deux seules coincidences qui peu-
vent arriver).

On voitdonca priori que la troisi¢me section sera de la forme 2%/ 3%, avec o, B € N*.

Le calcul explicite est dailleurs évident ; ’homomorphisme composé

(61) pL 1\ PL/G, ~ Pl
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doit étre de la forme f; = c f, avec la constante ¢ € Q choisie de telle fagon que
cf se réduise bien en toute caractéristique (ce qui détermine ¢ modulo le signe), et que

fi(=1) = cf(—1) = ¢ > 0(ce qui leve 'indétermination du signe). On trouve alors

A2(A—1)2 22

(62) fi(A) = AT 12 §f(>\),
donc
(63) fi(—=1) = ;2),_2 (doncav =2, = 3).

Mais on fera attention qu’au voisinage de la caractéristique 2, ces calculs ne se rapportent

plusa M, 1 et M, 1, ot la configuration des trois sections n’est pas la méme qu’ici...

Sur la lancée de ces réflexions, il serait naturel de regarder de plus pres le schéma

(64) M 1[4] sur lequel agit I'y = GL(2,Z/4Z) viaT'y =T'y/ + 1
et ’homomorphisme
(65) M171[4] — Ml,l[2]/ ~ U0,3

compatible avec
I = GL(2,Z/4Z)/ £1 — T, = Ty ~ GL(2,Z/2Z) =~ &,
Un calcul immédiat, compte tenu que (Z/4Z)* ~ {1} donne
Card 'y = 2Card SL(2,Z/4Z) = 8Card SL(2,Z/2Z) = 16Card I’ = 16 x 6.
Donc
(66) Card (T, = Ker(I'y — I'y)) =8

ie. M 1[4] est un revétement galoisien de M (2] d’ordre 8. Notons qu’il n’est

pas géométriquement connexe sur Q, ou sur Spec Z[1], puisque M 1[4] se trouve sur

5%En faitle noyau de ’homomorphisme GL(k, A) — GL(k, A/J) est toujours un groupe commutatif
— et méme un A/.J-module isomorphe 2 (4/.J)* - si J est un idéal de carré nul d’un anneau A. Donc
ici Ker(GL(2,Z/4Z) — GL(2,Z/2Z)) est un groupe commutatif, et méme un espace vectoriel sur Fa; il

est isomorphe 3 F5.
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Pextension quadratique 1}, de Spec A ott A = Z[3], qui n’est autre que A(i). On a une
factorisation de M 1 [4] — M 1[2]":

M, [4 U03S—>M11[ =R ¥
(67) \ l l
= p —2— Spec Z[3] =5
[ot1 les fleches horizontales sont galoisiennes du degré indiqué et] ott maintenant

My a[4] — My4[2]' = (Uos)s

est un revétement galoisien dont le groupe est le noyau de I , ey {£1}, ou encore
celui de SL(2,Z/4Z)" — SL(2,Z/2Z), que nous allons désigner par ST" ,, qui est
d’ordre 4.

Proposition. — Le groupe
(68) STy2 = Ker(SL(2,Z/4Z) — SL(2,Z/2Z)

est isomorphe & TL(2, ¥2) (groupe des matrices de trace nulle & coefficients dans ¥2), avec
lopération évidente de SL(2, Fy) dessus, et le sous-groupe {1} correspond aux matrices
scalaires — le quotient ST , des deux est isomorphe & ¥5 (de fagon idiote et pas canonique
du tout !). Regardant M 1[4] comme un revétement galoisien de M7 1[2], = (Uo3) g
on trouve geometriquement “le” revétement abelien universel de U 3 de groupe annulé par

2 (et pour cause), qui a comme groupe de Galois (Fo) 01> [ (diagonale).'®

Enfin, tout est essentiellement tautologique, mais un calcul amusant a faire sera de
redécrire 'action de SL(2, F2) sur TL(2, F5)/(matrices scalaires), de facon a I'identifier

alaction de &3 sur F{ ’ ’OO}/(diagonale). Comme revétement de
(69) MlJS/ ~ M171[4}/SF21 ~ M1=1[2]/S//F/2

M, 1[4] est un revétement galoisien d’ordre 24 (=4 - 6) de groupe SL(2, Z/4Z)’. Ce serait

bien qu’on n’ait pas un isomorphisme

(70) SL(2,Z/42) ~ &,

160NB Ce sont les 4 supplémentaire de ce sous-espace F2 <= TL(2, F3) qui forment un torseur sur le
dualde V' = TL(2, F2), qui devraient correspondre aux quatre relévements en gy 3 — ‘31 1 =SL(2,Z2);

cf. plus haut sur ces questions.
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(o1 &4 est le groupe des automorphismes de 'octaedre), et que M 1 ¢, ne soit le revéte-
ment de Pg, \ {0, 1, 00}, avec ramification compatible avec 2{1} + 3{oc}, qui corre-
spond  ['octaédre dans la théorie des cartes — on devrait avoir sur S = Spec Z[3][i] un

isomorphisme canonique
(71) M 1[4]g ~ courbe de Fermat 2" + 3" + 2" = 0 (sur S')'¢!
dont le groupe d’automorphismes est justement une extension de &3 par

112191°) /(diagonale)!

Pour bien faire, il faudrait expliciter la relation entre courbes elliptiques £ (sur un
schéma S au dessus de Z[1][i]) munies d’une rigidification de Jacobi d’échelon 4, €1, e,

avec e A ey = [i] 71, et solutions “non triviales” de I’équation
(72) 2 +y +2"=0

sur S, i.e. les systémes de sections x,y, z € I'(S, OF) satisfaisant (72), modulo multi-
plication par un “scalaire” a € I'(.S, Og*) — ou encore, rompant la symétrie en posant

X =x2/2z,Y = y/z,les solutions de I"équation
(73) X' +Y ' =-1(=i), X,Y €I'(S5,0%) ...

On a ainsi interprété M 1[2]" et (modulo des vérifications et une étude un peu plus
poussée) M 1[4], en relation avec deux cartes triangulaires pondérées régulieres — la
carte “diédrale” ou carte triangulaire pondérée universelle (trois sommets 0, 1, oo, trois
arétes, deux faces qui sont des triangles, type (p, ¢) = (3, 3)), et la carte octogonale, qui
est un revétement d’ordre 4 de celle-ci (étale en dehors de {0, 1, 0o }).

Il serait bien aussi de regarder de plus pres le variétés modulaires congruentielles
M, (3] et M7 1[5], correspondant 2 des groupes modulaires “géométriques™:
(74)

ST = SL(2,F3)/ £ 1 (d'ordre 12) C GP(1,F;) (d'ordre 24) ~ &,

en fait on doit avoir ST ~ 24

ST = SL(2,F5)/ £ 1 (d'ordre 60) C GP(1,F5) (d'ordre 120) =~ groupe du bi-icosa¢dre

1617] yaudrait mieux écrire ’équation de Fermatici xj + 27 + x5 = 0.
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Sauf erreur, ces groupes sont respectivement les groupes 24 du tétracdre orienté et celui
245 de licosaedre orienté. Si je me rappelle bien, les cas n = 2, 3,4, 5 épuisent les cas
de courbes modulaires congruentielles M 1 [n] qui soient rationnelles. C’est une chose
remarquable qu’on trouve par exemple tous les polyedres réguliers finis a faces des tri-
angles [sauf un, 4 arétes repliées — celui de la figure (76), cf. plus bas...] ; il était clair
a priori, par P'isomorphisme entre T ; et le “groupe cartographique triangulé orienté”
7)., qu’on devrait retrouver tous les polyedres réguliers finis a faces des triangles de cette
fagon, mais non pas que ce soit des sous-groupes de congruences, trés exactement. Le

tableau obtenu est alors le suivant :

groupe G = ST, courbe modulaire type du polyedre

D; ~ G4 M;1[2)  triangle sphérique
2 Mi4[3 tétracdre
(75) 4 11[3]
S, M 1[4 octaedre
\ 25 M 1[5] icosaedre

Comme autres courbes modulaires (pas congruentielles) rationnelles galoisiennes sur
M, 1, il y aurait encore les quotients des précédents par les sous-groupes invariants de

ST, distincts du groupe entier et de 1. On trouve comme quotients possibles :
a) Cas G3: le quotient {£1} (via signature).
b) Cas®y: le quotient Z/3Z = 23 (via &4 — &3 induisant Ay — As).

c) Cas &y : le quotient G, et le quotient {£1} de celui-ci. (pour d il n’y a rien, A5

étant un groupe simple).

Les courbes modulaires rationnelles obtenues se réduisent aux deux cas a) et b) (qui sont
retrouvés dans c)). Dans le cas a), on trouve le revétement quadratique de Y = P (C) \
{0, 1, 00}, qui est non ramifié en oo (car 'indice de ramification devrait diviser 2 et 3),
qui correspond donc au revétement y = /x(z — 1) etala carte sphérique de type (2,1)
(sommets d’indice 2, faces d’indice 1), formée d’un sommet avec une aréte (équateur)

délimitant deux faces qui sont des monogones.
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Le cas b) est le revétement cyclique d’ordre 3, ramifié seulement en 0 et en oo (en 1,
Iindice de ramification doit étre diviseur de 2 et de 3, donc est 1) avec carte sphérique
de type (3,3), avec des arétes qui sont des boucles repliées : (76) 1 seul sommet, 3 arétes
repliées qui en sortent, une face triangulaire.

Les variétés modulaires sont trop proches de M, 11 — avec un groupe
d’automorphismes (quotient de I, = SL(2,Z)) trop petit, pour pouvoir étre
rigidifiantes ; il faudrait que le groupe de Galois-Poincaré du revétement soit multiple de
12 (multiple de 4 et 6!), pour que la courbe modulaire ait une chance d’étre rigidifiante.
Ces cas semblent donc nettement moins intéressants.

Il y aurait lieu par ailleurs, dans chacun des trois cas restants de (75) (mis a part
donc le premier cas, qui correspond 4 M 1[2]’ et est A peu prés compris), d’expliciter
la relation entre les points des courbes rationnelles correspondantes, et entre courbes el-
liptiques a rigidification de Jacobi, d’échelon respectivement 3,4,5. 1l y a sGrement des
choses précises dans Klein, mais on aimerait faire des choses un peu plus fines, qui soient
valables simultanément en toute caractéristique, i.e. sur des schémas de base généraux.
Ce souci semble intuitivement lié¢ 4 la question des opérations de I'q sur les classes
d’isomorphismes des cartes, et plus particuliecrement des cartes sphériques régulieres.
C’est assez extraordinaire que [?], depuis trois ans que la question est 13, n’y ait pas encore

touché. Dieu sait qu’elle est juteuse !

Complément sur les rapports anharmoniques:
. . . . 1 .
Soient x1, T2, T3, T4 des sections partout distinctes de Pg, on veut construire la sec-
tion correspondante de Up 3 = P4 \ {0, 1, 00} . Soient a, b, ¢, d sections locales de O,

avec ad — be inversible, telles que :

az+b

(77) u = ua,b,c,d A m

transforme (21, T2, z3) en (0, 1, 00) — on aura donc
Les conditions sur (a, b, ¢, d) pour uz; = 0 etc sont

ax1 =0, aro+b=cro+d, cx3+d=0
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qui donnent, si par exemple a est inversible (sinon on peut supposer ¢ inversible), en

résolvanten b, ¢, d [ici quelques lignes de calcul élémentaire omises] :

(24 — 21)(22 — 73)
(22 — 71) (04 — 23)

(79) >\(l‘1,l’2,x3,x4) =

En tant que fonction rationnelle en 1, 22, 23, 74 (a coefticients dans un anneau integre

fixé), A est caractérisé par les deux propriétés :

a) invariance par rapport a une (méme) transformation homographique sur les vari-

ables X1, T2,T3,T4, f(uxlu ul’g,uxg,ul‘4> == f('rthu $37x4>, et

b) f(0,1,00,24) = 4 (avec un grain de sel pour donner un sens au premier mem-

bre).
On ade plus

c) une propriété remarquable de symétrie, qu’on explicite en définissant un homo-

morphisme de &, dans le groupe homographique (moralement, GP(1))

oeB, 7 5 GP(1)
S;
de telle fagon qu’on ait
(80) MZo-11, To-12, Tg-13, Tg-14) = P (>\($1,$27 3, 934)) e
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