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Algébre Chap VIII
MODULES ET ANNEAUX SEMI SIMPLES

§§7 et 8 (Btat 7)
19245

Aux commentaires de la Tribu, le rédacteur ajoute les suivants.

Page 37@ cor.4 an "théordme de densité¥. A renvoyer, sous une forme

plus générale, & l'appendice sux les'raprésentations lindaires dfune
algébre; oli 11 faudra prouver (comme conséquence immédiate du théoréma’
de densité) : 51 & toute classe f-de représentations linéasires irréduc~
tibles de dimension finie de A, an fait correspondre 1'espace A}‘_ de
ges coefficients, la somme des Aﬁ_ est directe. Ce résultat, 1ndépén«
dant de la caractéristique; impligue sussit®6t le cor.4 é en caroo; ane
représentatioﬁ linéaire semi-simple de dim. finie est caractérisde par
son caractdre. Dire aussi que le caractere d'une reprdésentation irré-
ductible n'gst jamaig identiquement nul.

Page 40; prop.4, dire exﬁlicitament dans 1'énoned que le dual de
J—A(s,m) est o, (M,5).

Page 41& prop-5, ajouter en corollaire : Les sous-modules du mo-

dule semi-sinple 1sotypi§ue T ngS eorrespondent biunivoquement aux
sous espaces vectoriels de llespace vectoriel & droite T sur D. Le
cor. 3 du th.! du par.?! a été manifestement mis rien que pour ¢a, et
on veut pouvoir référer au féeultat mis sous la forme ol il sert. No-
tons qu'il donne sans autre démonstration la forme générale des idéaux
& gauche oh & droite dtun snneau simple A ﬁé_)(v) = V! @DV", résultat
gui me semble mériter d'€tre mis au n°4 du per. 4 (structure des an-

neaux simples) par exemple en proposition eprés la prop.til.
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‘Page 4?;-remplacer les lignes 5-8 par : prouve que le bicommatant
de M, clest-d-dire ol (M), s'identifie & celui de A, o'est-a-dire A.
Page 57; autre corollaire & la prop.2 : le radical d'une somme
directe de modules est identique & la somme directe des radicaux, ce-
lui d'un produit de modules est conteﬁu dens le produit des radicaux.

Page 18¢ Le théordme de Erull-Remak-Schmidt Le rédacteur est

convaincu qu;il faut le garder, pour les raisons suivantes i ;

1) Son intér€t intrinsdque est indéniable, i1 est de plus manifeste-~
ment indispensable si on veut classifier des modules non semi-simples,
pP-6X. les représentations linéaires de dim. finie dun gmwoupe qui se
permetitrait de ne pas &itre semi-simple (p.exo le groupe des x —»ax+b);
et 11 n'est pas dit que Bourbakl (ou un lecteur) ne doive faire de tel-
les classi:ficatl‘.or}s° ; .

2) Appliquant K-R-5 au mo@ule ABi ol A est un annean d'Artin, on trouve
1a décomposition, unlque & automorphisgme - intérieur prés; de ltidentité
en sgm@e_de projecteurs orthogonaux indéeomposables. D'ol, p.exX. le th;
de K-R-S pour un object M d'uns catégorie abélienne tel que l'anneau A
des endomorphismes de M soi# diArtin {Ce qui peut arriver méme si M
n'test pas de longueur finie; ex ; faisceaux analytiques cohérenta sur
une variété hol. compacte).

3) Bn particulier, K-R-S donne donec le théoréme analogue pour les fi~
brés vegtoriels anal. resp. slgébriques sur une variété analytique |
resp. algébrique. Or d'aprés Atiyesh, ce résultat est absolument indis-
pensable pour une étude poussée des fibrés vectoriels, car seules les

clagses de fibrés indécomposables ont quelque chance de former (pouxr

vne dimension et une classe topologique donnée) une variété irréduc-

o b=
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tible.

Quant aux raisons données contre K.R.S., je direi simplement que
ce n'est pas sa faute s'il est velable aussi pour les groupes non com-
mutatife (la m@me chose pourrsgit d'ailleurs se dire de la plupart @es
gorites des par.1.2.3 !) et que ce n'est pas une raison pour se dé-
fendre de lL'utiliser dans le cas abdlien. MEmes remarques concernant
lfargument : K.R.S. marche aussi dans les classes abéliennes ; de plus,
les cas utiles semblent se ramener éomme il a été dit au cas traité,
via le corollaire sur les idempotents dans un anneau d'Artin (que je
demande & &tre mis en corollaire). En tous cas, il semble probable que
ai Bourbaki ne met pags K.R.S. ieci, il n'en parlera pas non plus ailleurs,
{jusquiaun jour ol il sera canulé).

Sur les modules A-étendus. Le rédacteur n'a pas vu de place rai-

sonnable au par.? ol en perler. An contraire, ¢e semble venir assez

naturellement en un n°5 au par.4, & titre d*illustration de la méthode
de commutation. Il référe done {au par98) & une proposition 7 du par.4,
qui reste & insérer, (lemme 1 du par.?} ancienne rédaction). Le rédac-
teur s'apergoit d'ailleurs que ce résultat ne “résulte" pas de Chap.lI,
par.s prop°10} mais lui est identique, et il serait ridicule de ne pas
le dire explicitement (ce guli n'empEche pas de donner la jolie démong=

tration de Koszul).
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§7u Produit tensorisl de corps commutatifs

Familles d'endomorphismes deux & deux permutables

d'un espace vectorlel sccccciviccsscncases Po 4

1. Extension des scalalres et radical. 2 Produit tensoriel da deux
corps commutatifs. 3 Extensions composées. 4 BEndomorphismes semi-
simples et endomorphismes diagonalisables d'un espace vectoriel.

5 Opérateurs absolument semi-simples. 6 Familles d!'endomorphismes
semi-simples ou diagonalisables permutables. 7 Décomposition cano-
nique d'une algébre commutative. 8 Décomposition canonique dtun
automorvhisme.

§ 8. Radical et semi-simplicité d'un produit tensoriel
Modules e86parables . c..csssieescsssssie Do N

1. Produit tensoriel avec un module simple. 2. Modunles et algdbres
séparables : critéres de séparabilité. 3, Prodult tensoriel avec un

module séparable. 4. Semi-simplicité d'un produit tensoriel de
modules. 5. Modules simples sur un produit tensoriel d'algébres,

Projet d'eddition eu Chapitre VIIT d'ala®bre scecosecs pod5

Projet d'addition & l'appendice I du chapitre III cc.sc P-47
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§7 Produit tensoriel de corps commutatifs

Familles d'endomorphismes deux & deux permutables

d'un espace vectoriel.

-

A partir du n°2 du présent é, tous les corps ei toutes les al-
geébras envisagés sont supposés commutatifs. A partir du n°4", tous les
espaces vectoriels envisagés sont de dimension finie.

}., Extension deg scalaires et radical.

PROPOSITION 1. - Soient B et C deux anneaux, ¢ un homomorphisme

-~

de B dans C', N un B-module, considérons C @BN comme un C-module &

gauche et soit f l'application canonique n —>1&n de N dans C QBN.

Alors on a
(1) £ (I (C o) & wy(N)

Montrons d'abord que si N est simple, le premier membre de (1)

est nul ; en effet soit n un él6ment non nul de N, N &tant simple

c'est un génératenr de N dome £(n) est un générateur de C PN, done
ntest pas contenu dans le radieal de? c @BN {(pruisque ce dernier est
distinet de C QBN en vertu de par.b, n°2, prop.1). Donec n ntest pes

é61lément du premier membre de {1 )", qui est par suite nul. Prouvons

maintenant le cas général, ctest-a-dire gue si né€N est dans le pre~
mier membre de (1), ii est annulé par tout nomomorphisme u de N dans
un B-module simple P. En effew, » définit an homomorphisme 1 @u de
CQBN dans € GBP", et comme £{n) est dans le radical de C &N son image
est dans le radicel de G.QBP' or cette imege est esussi l'image cano-

: nique de ul(n) dans C @BP, donc tg.(n) est nul en vertu de ce qui précéde.

Dans la suite de ce numoro, nous considérons deux algtbres A et

B sur un corps commutatif k, que nous identifions & des sous-algdbres
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AO1 resp. 1 ® B de leur produit tensoriel C = A GkB Si M est un
A-_-module', N un B-module, alors M&g est muni d'une structure de
G-module naturelle, définie par la condition (a®b).(m®n) = (am) & (bn)
quels que soient a€A, b &B, mEM et nEN. BEn particulier, prenant pour
M_le A-module Aa" AQkN se trouve muni canoniquement d'une structure de
C-module, D'ailleurs, comme AO N = (A @, 3) @ N= ¢ OBN", on voit gue ce
C-module s'identifie au module déduit de N par extension & C de l'anneaun
des scalaires B. Nous identifierons N & un sous-groupe de A@, N par
lt'application n —> 1 @n. . :

On notera gue dans le cas oh N = B, la structure de C-module
qu’on vient d'envisager sur AOkN e 0 ntest autre que la structure de
C-module & gauche de C.ls

PROPOSITION 2. ~ Soient A et B deux alglbres sur un corps k.

=A@B, et N un :B—modu;ec On a
(2) W, (A@F) N K Chy(HN)

et cette inclusion devient une égalité_dans chacun deg deux cas suivants

a) A est de dimension finie sur k, ol N est un B-module de type

fini et A est réunion d'une famille filtrante'croissante,de sous

algdbres de dimension finie sur k{par exemple', A est une extension

algébrique de k).
'b) ¥ = By, et le radical de B est un idéal nilpotent.

L'inclusion (2) est un cas particulier de (1). Prouvons 1tégalité -
dans (2) quand A est de dimension finie sur k, il sufflt
de prouver que le radical de A @kx contient celui de W, done que tout
homomorphisme v de A@g dans un C-module simple P s'annule sur le

radical de N. Pour ceci, il suffit de montrer que le radical KL(P) de
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P en tant gque B-module est nul. Or les homothéties dans P définies par
les éléments de A sont des endomorphismes pour la structure .de B-modu~-
le, done wB(r) est & la fois an sous-B-module et un sous-A-module,
done un sous-C-module, et P étant simple, k-5(P) est done réduit a {o}
ou identique & ?, Mais P étant simple .et A de dimension finie, on voit
aussitdt que P est un B-module de type £ini, done K%(P) # @ (par.6,
no2, prop.1), ce qui prouve bien K‘:‘B(P) & {0}

Supposons W engendré par un nombre fini d‘'éléments x1',xa,... v Xy s
et A réunion d'une famille filtrante croissante (Ai)i&I de sous
algdbres de dimension finie sur ks Soit x€& K‘B(N)", prouvons qus
x & Ky(A® K. Comme les x; engendrent le C-module A &N, il suffit
de montrer (pa:gnﬁ",propd) gue, quels que soient les élémente_cj
(1£3<4£n) de ¢, les éléments Xy + ex engendrent encore le C-module
Aakm Or il existe un.i tel gue les c;, appartiennent tous a ,
Cy = Ai@kB" D'aprds ce qui & déjd 6té démontré on & x € K"ct(Ai @kn‘)

done les x, + c,x engendrent le C;-module A, ® X, dono le C-module

engendré dins A@kN par ces €léments contient N et est par suite égal
a A OKN" ce qui achdve la démenstration. '

Enfin, supposons que K (B) soit nilpotent, soit A4 un entier natu-
rel tel que K (BJ = 0. Comme ltidéal bilatdre J engendré par K (B)
dans C est formé des sommes finies .Z.-.aj_:f:1 (a.iéA', ry € K-(B)) et que
A commute 3 B, on voit aussif;bt que l'on & aussi JE = 0, done J est
contenu dans le radical de ¢, done “(B) < &(C). La proposition 2 est
démontrée.

PROPOSITION 3. - Soient B une algdbre sur un corps k, A un corps

contenant k dans son centre, ¢ = A@B, et N un B-module. Alors le



; et il no 245
radical du C-module A & N est A-étendu (par.4, n°5 définition 1) si

lt'une des deux conditions suivantes est vérifide :

a) k est le corps des invariants d'un groupe d’automo;'phismee de A
b) A est un corps commutatif extension séparable de k, N eat ds

type fini. ,
Prouvons d'abord la conelusion dans l'hypothdse &). On vérifie

aussi_,tﬁt que si u est un automorphisnie de A laissant fixe les éléments
de k,; alors l'endomorphisme u@®l de l'espace k-vecioriel AQkN permute
entre eux les sous~C-modules de cet espace, done aussi les sous-C-modu-
les maximaux, done laisgse stable l'intersection de ces derniers, ctest
a dire le radical Holh ®, N). Ia conclusion résulte alors de par.4,
n°s, prop.7. _

Plagons nous maintenant d'ans 1'hypotheése b)', goit V l'intersection
de WG(A® N) avec N, 11 faut proaver H,(A®N) < AfV. Soit
X = By & n, un élément du radical de A 013" on peut supposer les
8y lizlairemnt indépendants sur k, tout -revient & montrer qu'alors les
n, sont aussi dans le radical de A® K (et par suite dans V). Soit L
une clfture algébrique de A, u .un k-avtomorphisme de -Q-, alors
(a®1) (x) = Zula,) @n,
1'annean u(A) @kB, donc d'aprds la proposition 2,a) il est aussi dans

le radical du module {. & N sur 1l'enneau C! =QOEB., Or A &tant sépe-

est dans le radical du module u(A)QkN sur

rable on peut trouver m k-automorphismes u.J de A" tels que la matrice

(u (ai)) 30it inversible. Alors pour des )ié €) donnés (1 £igm) on

peut trouver des p.jéﬁ- tels que 2. ity (a;) = )\1 pour tout i. Comme
Z. pyluy B 1)(x) « 2 hy ® n, est dens le radical de Q-Gkn et cecl

quels que soient les Aié .Q. il s'ensuit gue les g sont dans le
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radical de {) & N, domc aussi dans le radical de A@N, en vertu de
1'inolusion de la proposition 2 appliquée au produit tensoriel
Q @, Oﬁ).- Cela achdve la démonstration. (N.B. Si on arrivait &
se débarrasser de l'hypothdse de finitude sur N dans prop.2, &), on
sfen débarrasserait aussi dans prop.3, b) et ailleurs). '

COROLLAIRE 1. - Sous les conditions =) ou b) de la proposition 3,
on a HyAB ) A8, Hg(m)
Cela résulte en effet aussitbt de la proposition 3 et de 1'1nclu—7

-

sion (2) dans la proposition 2s

COROLLAIRE 2. - Soient B une alzdbre sur un corps k, N un B-module

K une extension séparable de k. Alors on s la formule

“.K @ﬂi 9135) = K@, L3(N) dens chacun des cas suivants

a) X est de degré fini sur k ou § est un B-module de type fini.

b) N = B", et le radical de B est nilpotent (par exemple B est une

algdbre d'Artinj.
Bn effet, en vertu de la proposition 3, on a _
3 ' 5
%@?(K OkN) = KGkY ot ¥ est l'intersection du premier membre
avec N, or dans les cas a) et b) cette intersection est précisément
K‘]'g(N) en vertu de prop. 2.

2. Produit tgnsoriel de deux corps commutatifs.

THEOREME 1. - Solent E et F deux extensions dfun corps k, on

suppose E ou ¥ séparable sur k. Alors E Okll‘ est une k algdbre sans

radical. .
Clest un cas particulier de prop.3‘, b)o

COROLLAIRE 1. -~ Soient E et F deux extensions du corps k, 1l'une

des deux étant séparable et 1'une des deux étant de degré fini. Alors

< e R gicn Rt
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EQkF est une k-algtbre composée d'un nombre fini de corps.

En effet', si par exemple E es} de degré fini; alors R akr est une
algtbre sur F de dimension finie dono un anneau d'Artin', et comme son
radical est nul en vertu du théordme 1", c'est un anneau semi-simple
(par.6, th.4, cor.2). Comme il est commutatif, c'est le composé direot
d'un nombre fini de corps,(parQE', prop.11). _

COROLLAIRE 2. - Soient k un corps commutetif, E, l€ign) des

gxtensions de kA, on suppose tous lea ]S‘1 sauf un au plus séparables et

fous leg Ei sauf un awn plus de degré fini. Alors le produit tensoriel

des Ei est composé direct d'un nombre fj.ni de corps.

81 n42 11 n'y a rien & démontrer, pour n = 2 1'énoneé se réduit
au corollaire 1, pour n»2 on peut supposer que les Ei avec 123 sont
séparables et de degré fini. Le corollaire 2 résulte alors par récur-

rence sur n du corollaire 1.

COROI.I.AIH]?‘ 3. = Soient k un corps commutatif, K une extension
géparsble de k, £€k E:] un polynbme sans facteurs mulitiples dans k[x]o

Alors f est aussi sans facteurs multiples en tant qu'élément de K[X_]a

Dire que f est sans facteurs multiples dans k[X| signifie (par.6,
prop. ) que l'anneau k[x_] /(£) est semi-simple, c'est-d-dire cbmposé
direct d'un nombre fini de corps. D'apre2s le corollaire 1 il en résulte
que son produit tensoriel aveec K est aussi le composé dfun nombre fini
de corps. Or ce produit tensoriel s'identifie & KEX]/(f), par suite £
est aussi sens facteurs multiples dans K[X]o

COROLLAIRE 4. - Soient k un corps commutatif, E et F deux exten-

sions de k. Alors le radical de la k-algdbre E@kF est l'ensemble de

ses éléments nilpotents.
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Soit () une olGture algébrique de E. D'apréds la prop.2,a), le >
radicel de E& F est contenu dans celni de Q) & F = 0 ® (B &ky_)’, on
peut donc supposer E algébriquement clos. Solt KX le corps des inve~
riante du groupe des k-automorphismes de E, on a E@KF = E@K(B‘.@k!‘)",_
et en vertu de prop.3 }.e radical de EOEP est engendré par celui de
K@ F’ il suffit donc de prouver que tout é1ément de ce dernier est 3

nilpotent. Soit u = 2 x { @Yy un 6l6ment de K (K ®.F). Soit B Llexpo-
sant caractéristique de k, il existe un entier m tel que xlp &€ k pour
tout i (Chap.5, par.8, propl) d'ol résulte gue

uP = Z:xipm@y"P est deang P. Comme cel élément est dang le radical
de Kﬂkj‘ done non inversible, et & fortiori non inversible dansg le
corps F, il est nul, par suite u est bien nilpotent.

Remargue Soient E &t F deux extensions du corps k, et supposons
que B soit séparable et de aegréhfini sur k, on peut alorspréciser la
structure de E.Ok? comme suit. Soit x un générateur de B sur k (chep.5,
par.t1 ,p1_'op.4)", £€ k[X] son polynbme minimal, alors E s'identifie &
x[X]/(2), done E® F stidentifie & FE(J/’(I),D Or £ étant le polynbme
minimal sur k d'un élément x séparable sur k', les racines de f dans
une extension quelcongue de k sont toutes simples, donec f n'a pas de
facteurs multiples dans F"Xj at s'y décompoze dono en un produit de
polynbmes irréductibles £, ',..o,.fké r['x_'jo Par suite FE{]/(tJ gtidentifie
& la somme directe des corps F[Z]/(.f;i)c. :

L'vhypothése de séparabilité dans le théoréme 1 ezt essentielle,
comme le montre la

~

PROPUSITION 4. - Soient k un corps commutatif, K une extension de

k", p llexposant caractéristigue de k, L) une clBture algébrique de k,
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kP~ 1 le corps image de k par l'automorphisme inverse de l'automorphisme.

x--)xp g_gﬂ.o Les conditions suivantes sur X sont équivalentes ;

a) K est séparable sur k

b} Pour toute extension L de k, KOKL est une k-algibre sansg

radical.

¢) Pour toute extension L de k, 1l'annean KOkL n's pas d'éléments
. S T

nilpotents non_nuls.

a) K@kkp“1 n'a pas d!'éléments nilpotents non nuls.

Liimplication a) == b) n'est autre gue le théordme 1', 1'implica-
tion b) —=pe) résulte du fait qu'lun élément nilpotent d'un anneau com-
mutatif est dans le radical, l'implication o)=}d) est triv;i.ale, reste
& prouver gue d implique o Supp'gsgnt d) vérifié", on vgut done prouver
que K~est séparable sur k, c'est-a-dire (chep.5, par.8, prop.3) que K
et kp- sont linéasirement disjoints sur k. Cela signifie gue si Xy
(1« 1<n) sont des éléments de X linéairement indépendante sur k, ils
sont aussi linéairement indépendants sur lcp‘Jo Solent donc a; des 616~
ments de kpm1 tels que Z:aixi = 0, congidérons z = Z.xi 8&1", on &
alorg z¥ = inp 8aip, or aigék dtotx xip @aip = aipxip&1 dfo
zP = (Za{’xli’) @1 = 0 puisque Zaipxip &= (Zaixi)p = 0. Done
z est nilpotent, done nul', done a; = 0 pour tout i; ce gqui prouve que
les Xy gsont bien lindairement indépendants sur kp~ et achéve la
démonstration.

3. BExtensions composées.

-

Soient k un corps commutatif', E et F deux extensions de k. On ap~

-

pelle extension composée de E et F une extension G de k muni de la stiruc-

ture supplénmentaire définie par la donnée de deux k-isomorphismes u de
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E dans @G et v de F dans G, tels Que G soit le corps engendré par u(E)
et v(F). Deux extensions composées (G,u,v) et (G',u’,v!) de E et F

sont donc isomorphes sl et geulement 8til existe un k-isomorphisme ¢

de G sur G' tel que u' = ug, v! = vyp. Solt B une base de transcendance
de P suxr k; alors_il est immé&at que poug toute extension composée
(G,u,v) de E et F} ¢ est algébrique sur le corps engendré paxr E et
v(B), donc G admet une base de transcendance sur u(E) contenue dans
v(B). Soit alors L) une extension algébriquement close de B admettant

une base de transcendsnce dont la puissance est su moins égale & celle

de B; alors l!'isomorphisme ufi

de u(E) sur E peut se prolonger en un
isomorphisme £ de @ dans L. Posant G' =« £(G), v' = fov et désignant
par u' l'isomorphisme identique de E dans @', on voit done gue
(G&u,v) est isomorphe a (G',uf,v'). Cela prouve la premidre partie

de la

PROPOSITION 5. = Soient k un corps,(l une extension algébriquement

close de k', E et F deux gous~extensions, on suppose que.Q admet une

base de transcendance sur E ayant une puissance au moins égale & celle

>

d'une base de transcendance de ¥ sur k. Toute extension composée de B

et ¥ sst isomorphe & une extension composée de la forme (Gv,u,v) ol ¥

est un kwiaomqrphisme de F danslﬁ., o Gv dégsigne le corps engendré

par v(F) et E;‘gi v. 1'application identique de B dens {2, v &tant £ixé,

les k-isomorphismes v' de F dans £l qui_définissent une extension com-

posée isomorvhe & celle définie par v, sogt exactement les composés

wv,.gﬁ % est la restriction & v(F) d'un B-isomorvhisme de Gy dans,ﬁlp

La premidre assertion résulte des réflexions qui précddaient,

1la dernidre est une conséquence immédiate de la définition d'un
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isomorphisme de deux extensions composée.

COROLLAIRE. - Si F est de degré finil n sur k;, 11 y & au plus n

extensgion compqséea deux & deux non isomorphes de E et ¥s

En, ei’fet', il y a an plus n k-isomorphismes de F dans £,

La donnée d'une extension composée (G,u,v) revient auséi
Ayla donnée d'une extension G de k et d'un homomorphisme w de la
k-algebre Eak}‘ dans G, tel que le corps engendré par l'image de
E OkF solt G ‘: en effet u et v définissent w = u Ov', et w définit
inversement u et v en prenant la restriction de w & E et & F. Soit ?/
11idéel noyau de w, alors Eekrly est isomorphe au sous-anneau
w(E@kF) de G, et est par suite un snnean d!intégrité ; et &, qui est
le corps des fractions de w(E le‘)‘, est done isomorphe au corps des
fractions Q de l'anneau d'intégrité EOKF/?. On peut considérer sur
Q la structure dl'extension oomposée de E et F définie par l'appliea-
tion canonique w' de EOkF dans Q, alors l'extension composée G est
isomorphe & ltextension composée Q. D'ailleurs, si on part d'une
extension composée (G!,u',v') isomorphe & (G,u,v), 1'idéal y’qui lui
correspond est évidemment identique & f. Inversement, partant d'un
idéal }dans E@kli‘ tel que 1'anneab. quotient E&kF/y soit un enneaq
d'intégrité, on peut former le corps des fractions Q de cel anneau,
qui est une extension de k muni d'une structure d'extension composée
de E et F, grfice & l'application canonique w de EakF dans Q § 1l'idéal
défini par cette extension composée est ‘?o

DEFINITION 3. - Soit A un anneasu commutatif, < o0 1déal dans A.

On dit que ?est un idésl premier si A/y est un anneaun dfintégrité.

Comme un anneau 4'intégrité n'est pas réduit & {0} s 11 convient
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de remarquer qu'un idéal premier dans A est nécesgairement distinet
de A, ‘

Les réflexions gui préeédaieht peuvent se résumer ainsi 2

PROPOSITION 6. - Solent B et P deux extensions d*un corps k. Pour

toute extension composée G de E et F, 1l existe un vnique idéal pre-

miex ?dane E@kF tel gue G soit isomorphe & l'extension composée,

cofips des fractions de E&kF/yo
De fag'on imagée, on peut dire que l'ensemble des types dlexten-

gsions composées de E et F est en correspondance biunivoque naturelle
avec l'ensemble des idéaux premiers de E @kF°

PROPOSITION 7. -~ Soient E et F deux extensions d'un corps k:, on

suppose E ou F géparable, et B ou F de degrd fini. Alors 1l n'y s quiun

nombre fini dfextensions composées (Gi’ui'vi) inéquivalentes entre

elles, et l‘homomorphisme de E@k.!‘ dans le corps composé G = TTGi,
¥
défini par les homomorphismes ui@vi, est un isomorphisme de E@kF suxr

G

En vertu du corollaire 1 du th.t, E@kF est le composé direct dtun
nombre fini de corps Gi' ses idéaux sont donc les sommes directes d'un
certain no'mbre des Gi", et on voit aussitdt qu'un tel 1déal? est pre-
mier si et seulement s'il contient tous les Gy sauf ltun Gy , et slors

; Q
E@k}'/}b&est isomorphe a Gy o La proposition 7 résulte alors de la
) ¢
proposition 6.

PROFPOSITION B, = Soit E une extension galoisienne de degré fini

d'un corps kv. ¢ son groupe de Galois, P une sur-extension de F. On

définit un isomorphisne w de l'algdbre Eok ‘ gur l'algébre produit FG

par la formule wle®f) = (s(a)f}séG. et isomorphisme est compatible

- o gt Eﬁ‘.‘lﬂ. i
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avec les opérations de ¢ si on pose sf(e @2) = s(e) @£, et

slayliee = (Biglycqe
Soit £ une clbture algébrique de ¥, En vertu de proposition 5,

toute extension composée de E et F est dquivalente & une extension
{(F,u,v) od v est ltapplication idehtique de F dans P et u un k~isomor-
phisme de E dans fl, donc un sutomorphisme de E pulsque E est galoi-
sien. D'aprés la m®me proposition, ces extensions composdes sont non
isomorphes deux & deux. La premiére assertion de la proposition 8 est
done un cas particulier de proposition 7. La vérification de la
deuxi&me est évidente.

PROPOSITION 9. - Soit E une extension d'un corps k, et soit {2

une extension algébriquement close de E. Les conditions suivantes sont

toutes équivalenteg

a) 'E est une extension radicielle de k (Chap.5, par.8, déf.1)

b) Pour toute extension F de k, E@kF n'a qu'un seul idéal premier.

c) Pour toute extension F de k, deux extensions composées de E et

¥ sont toujours éguivalentes.

bt) EGkQ n'a gu'un seul idéal premier.

c¢!) Deux extensions composdes de E _e_t_ﬂ.sont toujours équivalentes.

b) équivaut & c¢), et b') dquivaut & c!), en vertu de la prop.6.
Comme a) signifie que tout k-iéomo:rphisme de E dans une extension al=
gébriquement close donnde est réduite & ll'identité (Chep.5, §8,
propd), la proposition 5 (ol l'on change les rbles de E et F) montre
que a) impligue c¢). D'eilleurs c¢) implique trivialement ct), enfin c!)
implique a), car d'apres la prop. 5 les types d'extensions composées

de B et () sont en correspondance biunivogue avec 1les k isomorphismes

¥ ._mﬁ -‘i-
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de B dans £1, cela achdve la démonstration.

4. Endonmorphismes semi—sigp;es et endomorphismes disgonalisables

d'un espace vectoriel.

PROPOSITION 10. - Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel

V de dimension finie sur un corps commutatif k, A la sous-slg2bre de

Jfk(v) engendrée par 1 et u. Les propriétés sulvantes sont équiva~-

lentes :

a) Tout sous-espace de V stable sous u admet un supplémentaire

stable sous u.
b) Le A-module V est semi-simple.

¢) L'aigébre A est semi-simple.

d) Le polynBme minimal P de u est sans fecteurs multiples.

Les sous-espaces vectoriels de V stables sous u sont les sous-A-
modules de V, done a) & b). Lialgdbre A est isomorphe le‘x k LX]/(P)
(Chap.7,par.5, n%) donec ¢)&=p d) d'epr2s par.6 prop. . Enfin,
b)'¢:§>o) d’aprés la propositiom 3 du par.5.

DBFINITION 2, - On dit gue 1’endomorphigme u de V est semi—eimple

g'il vérifie les conditions équivalentes de le prop.ilU.

DEFINITION 3., ~ Soit un endomorphisme d'un espace vectoriel V de

dimension finie sur un corps k. On dit gue u est diagonal paxr rapport

& une base (ei)iél de Vv sl se matrice par rapport & cette base est

une matrice dlagonale, cl'est-d-dira si on a u(ei) = c,e; (cy € kot

est dit diagonalisable s'il'existe une base de V par rapport & laguel-

le u soit diagonal.

PROPOSITION 11. = Soit u un endomorphisme dfun espace vectorlel

de dimension Pinie ¥V sur un corps k. Pour gque n scit diagonalisable,
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11 faut et il suffit que u soit gseni-simple et que les racines de son

polynbme solent toutes dans k.

La nécessgité de la condition est évidente, la suffisance résulie
de le prop-%0 du chapitre VII, par.5.
COROLLAIEE 1. ~ Supposons k algébriguement clos. Alors les con-

ditions suivantes sur o sont équivalentes :

a) u est semi-simple

b) les racines du polyn®me minimal de u sont simples

¢) u est diagonalisable.

Ce corollaire rdésulte aussitdt des propqsitiona 10 et 11,

COROLLAIEE 2, = §$ u est diagonalisaeble, sa restriction & un

gous-espace ve¢t0r1e1 ﬁ stable par u est aussi dlaegonallisable.

En effet, le polynbme minimal de cette restriction divise celui
de u, et il suffit done d'appliquer le critére de la prop.it.

5« Opérateurs absolument semi-simples.

PROPOSITION 12. ~ Soient k un corps commutatif, V un espace vec-

toriel de dimersion finie sur k, u un endomorphisme de V, K une exten-

sion de k, V(K} et W) ltespace vectoriel et ltopdérateur déduits de

V et u par extension du corps des scalaires & K. Si ug) est semi simple

slors u est seni-gimple. S1 u est semi-simple et si X est gséparable sur

k, alors Rig) egt semi-simple.

Soit P& Ic[f(] le polynbme minimel de u, c¢'est aussi le polynbme
minimal de Qg Si P est sans facteurs multiples dans K[?j; il ne
)
peut menifestement evoir de facteurs multiples dans k[X] . Ia réeiprogue

est vreaie sl K est séparable sur k (th. 1, cor.3). Cela prouve la prop.
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DEFINITION 4. - Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel V

de dimension finie sur un corps k. On dit gque u est absolument semi

simple si pour toute extqnsion K de k, l'opérateur u{K) déduit de u

par extension & X du corps des scalaires est semi-simple.
On tel endo.morphisme est donc & fortiori semi-simple, et si k est
perfait la réciproque_est vraie en vertu de la proposition 12.

PROPOSITION 13. ~ Solent n un endomorphisme d'un espace vectoriel

Y de dimension finie sur un corps k, A l'algébre d'endgomorphismes en-

gendrée par 1 et u, k' un corps parfait extension de k. Les propriétés

gsuiventes scnt dquivalenies

aj u sct absolumenti semi-simple.

b) U(gr) E8E semi-simples

¢) Toutes les racines du polynOme minimal F de u sont simples.

d) A est composée directe de corps extension séparables de k.

a) ==>1b) trivialement. Soit {1l une clbture algébrique de k', D)
implique que u‘fl)eSt Semi-simple (prop.12), donc son polyndme minimal
(qui niest autre que P) a toutes ses racines distinctes, d'ol b) =)
¢) signifie que P se décompose dans kE{] en produit de polynbmes irré-

ductibles P, dont toutes les racines sont simples, donc que A est lso-

i
morphe an composé direct de corps k[}g/(Pi), et gque ces derniers sont
des extensions géparables de k,'d'oﬁ g) & d). Enfin ¢) =>»a), car soit
K une extension quelcongue de k, prouvons gue u(w) est semi~simple ;

en effet son polyndme minimal, qui est enccre ¥, ne peut avoir de fac-

teurs mutiples puisque toutes ses racines sont simples par hypothese.
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6. Familles dlendomorphismes semi-simples ou diagonalisables

permutables.

-

PROPOSITION 14. - Soit A une algébre commutative de dimension

finie sur un corpa k. Si A est semi-simple, toute

sous-algdbre de A.est semi-simple, Réciproquement, si A est engendré

par une famille (Ai)iél de sous-algébres seml-simples, et sl k est

perfait, alors A est semi-simple.

Une sous-algdbre B de A est une elgébre d'Artin commutative, et
ai A est semi-simple tout élément nilpotent de A est nul, & fortiori
tout 6lément nilpotent de B est nul donc B est sans radlcal (par.6,
cor. du th03)j done B est semi-simple. Pour la réciproque, on peut
supposer l'ensemble dtindices I fini. Par hypothése chaque Ai est
composé d'un nombre fini de corps, qui sont des extensions de degré
finl de k, par allleurs séparables puisque k est parfait. En vertu du
cor.2 au théoréme 1; le produit tensoriel des A1 est donc semi-simple.
Il en est done de m&me de A, qui s'identiflie & une algdbre quotient de
oe produit tensorielo.

PROPOSITION 15. - Soient V un espace vectoriel de dimension finie

sur un corps k, :the famille d'endomorphismes deux & deux permutables

de V, A 1l’algtbre d'endomorphismes de V engendrdée pam'grgi 1. Pour gué

v Soit un A-modinle semi-simple, 11 faut et il suffit gque A solt une

algdbre semi-simple. Alors tout ué€ :Fest semi~simple, et la récipro-~

gue est vraie si k est parfalt.

La premidrs assertion résulte de la prop.3 du par.5. La deuxiéme

résulte de la proposition 14.
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COROI.]}AIBE 1~ = Soient V¥V un espace vectoriel de dj:mension finie sur

un _corps k"; u et v deux endomorphismes absolument semi-simplea permu-

tablea de 'V,, alors u#v et uv sont absolument semi-gsimples.

COROLLAIRE 2, - Les notations étant celles de la pr0p,15. les pro-

priétvés suivantes sont éguivalentes :

a) Tous les u ¢S5 sont absolument semi-simples (définition 4)

Y} A est composé direct d*un nombre Iini de corps séparables sur. k.

¢) Quelle gque soit 1'extension K de k, l'ensemble §(R') des opéra-

teurs u(K) déduits des ueff par extension & K du corps des scalalres

engendre une K-algdbre seml-simple.

Soitfl une extension algébriquqment close de k. &) signifie que
les LiTe)) (neT ) sont semi-simples, done (prop.15) que 1a {l-algébre
gqu'ils engendrent est semi-simple. Or cette dernidre s*identifie &
‘Q.@kA,. done {2 @, A ot & fortiori A n'a pas d'élément nilpotent non
nul, donc A est composé dlun nombre fini de corps Ai' De plus, poux
tout i, N GkAl est seml-simple, c'est-d~-dire (prop.4) ‘O‘i est une
extension séparable de k. Donc &) = b). b) = e), car en vertu du
th.1', si b) est satisfaite, KGkA est semi-simple pour toute extension
K de k. Enfin e¢) % a) comme on voit en prenant K = (let appliguant
la prop.is & L'ensemble des u(.n) [ué?)o

COROLLALEE %- - S01t A une algébre commutative de dimension finie .

sur un corps k. 51 A est cbmposée directe dlextensions séparahi!.ee de k,

11 en est de m8me de toute sous-algébre B de A. Réciproquement'. 8l A

egt engendrée par des sous-algébres Bt gui sont composées directes

dtextensions séparables de k, alors A est aussl composée directe

dtextensions séparables de k.
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Identifions A & l'ensemble des homothétiéa du A-module As; done

toute sous-algébre de A & une algdbre d’endomorphismes de ltespace

vectoriel V = Aso Aloys le corollaire 3 résulte aussit6t du core. 2.

PROPOSITION 16. - Avec les notations de la proposition 15} les

propriétdés suivantes sont équivalentes ;s

a) Il existe une base de V par rapport & laguelle tous les n€F

sont diagonaux.

b) L'algtbre A est composée directe dl'algdbres réduites & k.

¢) Tout ueS est diagonalisable.

b) 1mpl§que a), car A étanf gsemi~sinple, le A-module V est somme
diregte de A-modules simples Vi, isomorphes & des composantes simples
de A, done de dimension 1 sur k. Prenant un élément non nul dans
chague Vii on obtient la base cherchée. a) impligue o) trivialement.
Prouvons que c¢) implique b). En vertu du corollaire 2} A est composé
direet d'un nombre fini de corps Ai; prou#ons que chegue A1 est ré-
duit & k. Sorttxéli; soit P son polynOme minimel sur k, cl'est aussei
son polyndme minimal en tant qu'endomorphisme de V, done (prop.11)
toutes ses racines sont dans k, donec on a x &k.

' 7. Déoomposition canonigue d'une algébre commutative.

PROPOSITION 17. — Soient A une slgébre commutative de dimension

finie sur un corps k? R son radical (identigue & l'ensemble de ses

é1éments nilpotents), B = A/R; B; (1£1<n) les extensions de k

composantes simples de l'algébre semi-simple B, Bie la plus grande

sous-extension séparable de 310 Solt S llensemble des x &A tels gue

l'endomcrphisme u s y —7Xxy de l'eépace vectoriel A solit absolument

semi-simple. Alors S est une sous~algdbre semi-simple de A composée
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directe d'extensions séparables de k, et c’est la plus grande sous

algébre de A ayant ces propriétés. L'homomorphisme canoniiue de A sur

B = A/R induit un isomorvhisme de S sur l'algdbre composée direote des

corps Bis :
Le failt que S soit une sous-—algébre résulte de propds, cor°1

et du cor.2 & la méme proposition, on coneclut gue les corps composants
de S sont des extensions séparables de k. D'ailleurs, d'aprds ce méme

corollaire, si L est une sous-algebre de A composée directe d!'exten-

glons séparables de k. alors pour tout x&L, n_ es{ shanlumant semi=

simpla, d'ok L £ S. Comme S n'*a pas d'éléments nilpotents, on &

RN S = {03 donec l'homomorphisme canonigue ¢ de S dans B est injectif.
Restc & prouver que son imag'ev esj: la somme des Biso Soit sés', s' gon
image dans B. L'endomorphisme b —=3»gtDh de l'espace vectoriel B est
absolument semi-simpie, done ses restrictions aux By le sont aussi,
done si s} est la composante de s! sur Bi;' l'fendomor;phieme b -—-9811)
de L'esgpace vectoriel :Ei1 est absolument semi—simple', -donc son polynbme
minimal a toutes ses racines simples (prop.313). Comme ce pblyncme'est
ausgsi le polynfme minimel sur k de l'é]'.élpent sj'_ de lfextension Bi.’ on
voit que si est séparable sur k, clest-A-dire est dans Bis' a'odt
pS)e 2_. Bis' Reste & prouver que 2.. B, < p(S). Il suffit de prou~
ver que tout élément b du premier membre dont toutes les composantes
b € B, sauf une sont 1'6lément unité de By, est dans ¢(S). (En effet,
l'espace vectoriel engendré par les éléments du type envisagé contient
les By, donc est identique & leur somme). Soit 1 l'indice tel que

b:L 4 1, soit P le polynbme minimal de b, &B,  sur k, P a toutes ses
racines distinctes, et distinctes de 1. Soit Q(X) = {(X=1)2(X), Q &
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toutes ses racines distinctes et on a Q(b) = 0. Tout revient & trouver
un reprégentant a de b dens A tel que Ql(a) = O, car alors le polynBme
minimal de (x-—»ax) divise A et a done toutes ses recines distinotes,
ce qui signifie a&S en vertn de prop?13., Soit a, ‘un représentant quel-»
conque de b, on a évidemment Q(a-1)€ R‘., on va alors prouver par récur-~
rence éur llentier k» 1 qu'il existe un représentant e, de b tel gue
Q(ak)e;Rk (ce gui achdvera la démonstration, puisque R. est nilpotent).
Supposons done trouvé un représentant ak;1 de b tel que
Qle,_,) €RS
on a Q(ak_:1+r)_-,——_'Q(ak;1) + T Q'(ak-;d) mod R

(1:;2)', et cherchons un r€R tel que Q(a.k;1 +r)é& Rk. Or
2(k=1)

en vertu du développement du premier membre suivant les puissances
croissantes de r. Comme 2(k=1)<£ k", 11 suffit de choisir r de telle
fagon que le deuxidme membre soit nul. Nous aurons prouvé que clest
possible si nous montrons que Q'(ak;1) est inversible. Or dire quiun
x&A est iz}vgrsible signifie que 1'idéal qu'il engendre est identique
& A, c'est-~d-~dire n'est contenn dans eucun idéel meximal, ou enfin que
son image dens B satisfait & la méme condition, Or l'imege de Q'(ak:i)
est Q'(b), et Q'(X) = P(X) + (X-1)P*(X). La composante de Q'(b) dans

B, est done P(1) st j # 1, (by -1 JP*(by) dans le cas contraire, donec

js
# O dans tous les cas puisque P est le polyn®me minimal de b, et que
bi est séparable et ;% 1. Donc Qt(b) est inversible, ce qui achdve la

démonstration.

S s'appelle la composgsente semi-simple de A. Si k est pari’ait',
toute extension de k est séparable donec Bi = Bis et par suite g

COROLLAIRE 1. - Soit A une algdbre commutative de dimension finie sur

un corps parfalt k. Alors A est somme directe de son radical et de sa
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partie semi-simple.

-

COROLLAIRE 2. - Soit A une algébre commutative de dimension finie

Sur unm corps ke S1 A ept somme de son radical et de sa composante semi-

simple, il en est de méme de toute sous-algebre de A. Réciproquement;

81 A est engendrée par des slgdbres gul sont somme de leur radical et

leur composante semi-simple, il en est de mé€me de A.

R + 38 = A signifie que A/h est cqmposée dlextensions séparables de
k. Soit alors B une sous-algdbre de A, son radical R(B) (ensemble de
ses 6léments nilpotents) est Rf\B; done ﬁ/R(B) ptidentifie & une sous
algdhra de A/ﬁ, dona est elle-m@me compnsée d'extensiona méparables
de k en vertu de prop.15. cor.3. Réciproquement. si A est engendrée
par des sous-algebres Bi telles que Bi/R(\B1 goit composée directe de
corps extensions séparables de k, alors A/h, qu@ est engendrée pesr des
sous=-algdbregs isomorphes aux B/R ﬁ]j!i", est elle-m@me composée directe

de corps extensions séparables de k, en vertu du méme corollaire.

COROLLAIRE 3. = Soient @ une algébre comnutative de dimension

finie sur un corps k, V un A-module fidele, R le radical de A, § 88

composante semi simple. Pour gu'un x €A soit dens R {resp. S) 11 faut

et 11 suffit gque l'homothétie , gsoit nilpqtent (resp. absolument

gsemi-simple).

Le premier cas est triviai puisque R est ll'ensemble des éléments
nilpotents de A. Le deuxidme résulte du critére ¢ de la frop,13; sl on
note que le polyndme minimal de Xy est identique au polynBme minimal
de l'endomorphisme y —3Xy de l'espace vectoriel A. Ces deux polynémes
sont en effet identiques au polyndme unitaire unigue, générateur de

1'idéal dans k[kj formé des polynbmes f tels que f£(x) = O.

‘ ) I-..’—“’I"--#.,- £
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COROLLAIRE 4. - Soit A une algebre commutative de dimension finie

sur un corpa k, supposons A somme de son radical et de sa partie semni-=

gimple (par exemple k parfait). Soit V un A-module, de dimension finie

sur k. Alors V est somme directe de sous-espaces vectoriels Vi

(1 £14n) tels gue :
a) chague Vi est un S-module simple ;

b) pour tout 1£J3<n, '3 = 1,.3 V; est un sous-A-module de V.
Comme V est un A-module de longueur finie, 11 existe une sulte
de Jordan-Hglc_ier W, = {0}C'1Coooq cwn = V de V. Comme V est un
S~module semi-gimple, on peut trouver pour tout i tel que 1£1<n
un supplémentalre Yi de W1;1 datie wi stable sous S. Tout revient &
montrer que vi est un S-module simple, oxr Vi est isomorphe au S~module
wi/wi;1 ’ donc~ on gait que cl’est un A-module simple, donc un A/R-module
simple, donec un S-module simple puisque AR s'identifie & S.
PROPOSITION 18, - Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel V

de dimension finie sur un corps k. Supposons gue u soit de la forme

_ \
ne u, 4+, ou ug

w, commutent ; alors une telle décomposition est unique, et u, et u,

est ebsolument semi-simple, u, nilpotent et ug et

g'expriment comme polynbtmes en u & coefficients dans k. Si k est par-

fait, une telle décomposition existe toujours.

Soient A ltalgedbre d'endomorphismes de V engendrée par 1‘, Uge s
R son radical; S sa composante semi-simple. Cn a v.séS (prop-1T, cor.3)
et comme l'image de ug dans AfR engendre évidemment llalgébre A/R, il
gtensuit que AfR est tdentigue & l'image de 5, done A = R + S, Solt A!
le sous-algdbre de A engendrés par u, alors A! est augsi somme de son

redical et de sa partie semi-simple (propo18', cor:2) et comme la somme
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de R et S est directe, on en comelut u €AY, u EA', d'oli A' = A. D'oi
aussitdt llunicité de la déecomposition u = uén, et le fait que u, et
un s'expriment comme polyn®mes par rapport & n. Réciproquement, suppo-
gons l'endomorphisme u tel gue l'algeébre A engendrée par 1 et u soit_
somme de son radicel R et de sa partie semi-simple S (ce qul est tou-
jours le cas si k est parfait)n Alors on a u = ng i, evee usés et
un& R, et d'aprés la prop.18, coru§ cette décomposition satisfait. aux

conditions de la prop.18. Cela ach®ve la démonstration.
Ies endoworphismes vy et u, de la prop 18, dsns le cas on ils
existent, sont appelés resp. la composante semi-simple el la composante

nilpotente de u.

COROLLAIRE 1. - Soit A une algdbre commutative de dimension finie

sur_un eorps k, V un A-module de dimension finie sur k, R le radical

de A et S sa partie semi-simple. Si x = s+r (8&8, r &R) est un élément

de S + R, plors l'homothétie X, admet sy et Ty comme composanies semi

simple et nilpotente. Supposons gue V soit un A-module f£idéle, et solt

x&A. Pour gqu'on ait x &R (resp. x &S, resp. xE€R+S) 1l faut et 1l

suffit que l'homothétie Xy soit nilpotente (resp. absolument semi-

simple, resp. admette une composante semi-simple).

Toutes les assertions sont évidentes, sauf que sl Zy admet une
pertie semi-simple, alors xE€R+S, Or comme les parties semi-simple et
nilpotente de £ sont des polynbmes en Xgs C€ sont des homothéties Sy
et v, de ¥, et dlaprés ce quton & vu on a s€S, r&R, d'ol x = s+r ES4R

ce gui achéve la démonstration.

COROLLAIKE 2. - Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur
un_corps k,?" une famille d'endomorphismes deux & deux permutables de
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V, A l'algebre d'endomorphismes engendrée par 1 9_§§‘.'Pour gque A
solt somme directe de son radical et de sa partie semi-simp_le g8
11 faut et i1 suffit que tout n€S admette une partie semi-simple.
Alors S est 1l'algdbre engendrée par 1 et les parties semi-simples
des ugs .
Pour tout u €S, soit A(u) l'algdbre engendrée per 1 et u. On

a vu dans lg démonstration de la proposition 18 que u admet une
partie semi-simple s:} et seul_ement gi A(u) est somme de son radical
et de sa partie semi-gsimple ; dl'autre part A est l'algebre engendrée
par les A(u). Donec la premidre assertion résulte du corollaire 2

de la prop.17. ILa derniére assertion résulte du fait gue l'applica-
tion de projection de A sur sa partie semi-simple S est un homomor-
phisme d'elgébres, transformant lea générateurs u€Sde A en leur

partie semi~simple uge
PROPOSITION 19.~ Soient V un espace vectoriel de dimension finje

sur_un corps k, -3 un_ensemble dl’endomorphismegde V deux & deux
permutables, A llalpdbre d'endomorphispes encendrée pex ¢ et 1. Les
Dropriétés guivantes goxnt dguivalentes, st toujours gatisfaites si

k est algdbri L :
a) Il existe une bage (ei) de V telle gue pour tout ue ¥, ls
matrice-de u par rappori & cette bage n'eit gue deg zérgs an deagous

de la diasonale principale, ek u admetto une partie gemi-gimple

d'alrdbres réduites & ko
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&) implique b) trivialement. b) impligque c), car en vertu du
cpr.é & la proposition 18; A est somme de son radical et de sa partie
semi-simple S, de plus cette derniére est engendrée par 1 et les
ng (ues:) qui sont diagonalisables, ddnc S est composée directe
d'aelgdbres réduites & k (prop.16). Bnfin c) implique &), car avec
les notations du cor.4 & la prop.17, il suffit de prouver gue les
Vi sont de dimension 1 (car alors, prenant dans chaque v1 un élément
e, non nul,,on obtient la base cherchée). Or la partie semi-simple
S de A étant isomorphe & la composée direcrte de norns rédnits &
k, et Vs étant un S-module gimple donc isomorphe & une composante
simple de S, la conclusion s'ensuit.

_COROLLAIRE.~ Soitif'gg engemble dfopératsurs nilpotents deux
4 deux permutables dans un espace vectoriel ¥ de dimension finie

sur un corps algébriquement clos k. Si V est non nul, il exigte up

§1ément non nul de V annulé vpar tous les u ¥,

En effet, les conditions de la proposition 19 sont satisfaites,
et 11 suffit de remarquer (gveo les nota?ions de cette proposition) .
que pour tout u €%, w, = W-u, annule etﬂ comme on voit par l'inspec-
tion de sa matrice.

8.~ Décomposition canonigue d!'un automorphisme.

(N. B, Ce numéro, demandé par Borel, ne semble pas dans l'esprit
de ce chepitre. Comme on ne g’en servira sans doute qu’gu moment de
parler de groupes slgébrigues, i1l semble raisonnable de le renvoyer
& cet endroit).

DEFINITION 5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie

sur un corps k. Un endomorphisme u de V est dit unipotent si 1-u
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est nilpotent, autrement dit si u n'a d'autre valeur propre que 1.

Si u est unipotent, O n'est pas_valeur propre de u, donc u est
inversible. Si K est extension de k, et si Qg désigne 1'opérategr
déduit de u par extension & K du corps des scalaires, u est unipo-
tent si et seulement si 2y l'est. Si u est unipotent et diesgona-
liseblie, u est réduit & 1l'identité ; donc =i k est parfait et si
u est univotent et sgmi—simple, u est rédult & 1'identitd,

PROPOSITION 20. -~ Soient V un espace vectoriel de dimension

finie sur un corps k, x un antomorphisme de V. Pour que x puisse

se mettre sous la forme x = X X , 8vec X abgolument semi-simple,

8
cet X permutables, il faut et il suffit gue x

X unipoteng.et Xg

admette une décomposition en partie semi-simple et nilpotente (prop.

18), et alors cette x, et x, sont déterminés de fegon unigue : x

-1
8

partie nilpotente de x. x, et x, peuvent s'exprimer comme polynbmes

s
est la partie gemi-simple de x, et - i1 +x

8 .
X8 ot x, est la

en u & coefficients dans k. Une telle décomposition de u existe tou-

jours si k est parfait.

Si on peut écrire x = XgX, avee X, abso;ument senl-simple et x

et X permutables, posons X

a

unipotent, x = 14v, on v est nilpotent

8 u

et permutable & Xqe On 8 done x = X, + XV et ceci constitue une

décomposition de x en somme d'un opérateur absolument semi-simple
et d'un opérateur nilpotents permutablesn‘Réciproquement, si x

admet une telle décomposition x =Xx_ + X9 alors x_ est inversible

8 g
(sinon le noyau de Xgs gui est stable sous l'opérateur nilpotent
Xt contiendrait un é1ément non nul ennulé par ce dernier, donc aussi

par x, contrairement & l'hypothése que u est un automorphisme) et
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h 3
1xn on trouve x = XXy ou X, est absolument semi-

posant x, = 1+xs“

u
simple,.xu unipotent, et Xg permate a X0 On sait déja que Xy stex-
prime comme polynOme par rapport & x ; il en est de m@me de

=1

X, ¥ Xg X, car on volt aussitdt que 18“1 donc aussl son produit

par x apportient au bicommutant de X, donc on peut appliquer par.i,
orop.6 au module associéd A l'endomorphisme u. La dernidre agsertion

de la vrop.20 résulte de la prop.18.
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§8° hadical et semi-—simplicité dlun produit tensoriel

Modules séparables

1. Produit tensoriel avec un module simple.

Lzns ce numéro et le swkivant, nous considererons, comme dans
par.7, N y deux algébres A et B sur un corps k, et nous identifierons
A et B aux sous-aalgéb{-es A1 resp. 1®B de leur.produit tensoriel £
A @kB=C° 'Pouz_' tout A~modulie M et Tout B-modulie N’; M@kN sera considé-
ré comms un C-wodule de la fagon natureils déja expliquée., Dans J.ev
pPrésent paraprapue, nous allons surtout expliciter certaines consé-
quences uvilies des résultats généraux donnés .dans par.7 N°1.

HOUsS auwrtiw besvlu par ia suite du

LEENE i.~ {(Au chap.IIi, appendice ), Soient U un corps, P (resg.

Q) un espace veciuriel & droite (resp. & gauche) sur D, (Pi)ie r tne

feuiile de svus-cspuces vecioriels ade P, '(Qj)_'e 7 une famille de
i 1€ :

~

V de T, ok fonad 20Ud - paie
riciVw de Q, V@ W & uu_sous-groupe de P @DQ par 1l'application du

premier groupe cans le second, produit tensoriel des injections canont-

Sous-eSpucéy veciuriels de Q, F‘dentifions, pour tout sous—-espace vecto-

-

Ques de V dans P et de W dans Q. Alors on & :
Que l'application canonique V @Dw ~—>P @DQ s0it injective résul-

te aussitBt du fgit que V et W admettent des supplémentaires dans P et
Q. Posons maintenant V 51‘;&?1, W= 5:‘\ QJ, tout revient a prouver que 3
le premier membre de (i) est contenu dans V @Dw. or V@DV est l'inter-
seciion de P @Dw et de Vv @DQ, comme on voit encore aussitdt en décom-

posant F et Q en sommes directes de V resp. W et d'un supplémentaire.
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Par sulte, 1l suffit de prouver gue le premier membre de (1) est
contenu dans P@Dw at dans V@D « Prouvons par exemple ls premiére
- de ces inclusions, il suffit & fortiori de prouver Q (P gDQj) St
P@pW. Or, prenant une base (et)teT dans P, les deux_membi-es de
cette inclusion s'identifient respectivemar}t aux sous-groupes ;
O(QJ (T)) et ( QQJ)(T) du groupe Q(T), et sont donc mariifeste-
ment identiques, , ;
COROLLAIRE.- Soient D un corps, P (resp.Q) un espace vectoriel
& droite (resp. & gauche) sur D, (Pi)'iel (resp. (QJ)JGJ).{me fa,;
mille d'espaces vectoriels & droite (resp. & gauche) sur D, Soit,{owo

tout 1€ I (resp. j €J) {resp., v.) une application linéaire de
Zous £8P Us ALSRe V4

P dans P, (resp. de Q dans Qj) et_supposons gue tout dlément de P

-

(resp. Q) annilé par tous les ug (resp. vj) soit nul., Alors 1l'appli-

cation de PODQ dans ’i j'Pi O:DQJ’ dont les composantes sont les
4

applications u, @ .v. de P@.Q dans P, ®.Q., est injective.
1o D’ ] 2 S¥pge S8 LTy AL

En factorisaent l'application considérée er le produit des appli-
cations naturelles ¥ @®.Q --;f:'l (PLGDQ)—"T (B, @DQ:])' on
est ramené au ces ol 1'un des deux ensembles I,J est réduilt & un 5
élément, Supposons que ce soit J. Comme 1e.noyau de uIGD-{i s'identi-
fie & Py @, Q, ol P désigne le noyau de uy , notre assertion résulte
alors du lemme 1.

PROPOSITION 1.~ Solent A et B deux algdbres sur un corps k,

M un A-module, N un B-module, Supposons N simple, soit D le corps

commutant de N, Z son centre, D° 1le corps opposé & D. Identifions le

C-module M@ N & (M@, D) @8 oud (M®,7)®,N. Alors on a :
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(2) WM (N) = okDO(HOkD)ODN < U A®, 7 (RS, Z)®, N

En tant que B-module, M@ RN = (n'ekl_)) @ N est isotypique de type
N § done (par.zl', propes", cord) ges sous-B-modules sont exactement les
sous~groupes de la forme VODN', o V est un sous-espace vectoriel de
l'espace vectoriel & droite M@k]) sur D, qu'on peut cogsidérer aussi
oomme un espace vectoriel a gat_xclge sur D°o Un tel sous-module est aussi
wn sgug-A-modqle, done un sgus-c-modgle, si et seulement si ¥V eat un
soug-A-module, donc un sous-(A @kD°)-=moduleo Done les sous-modules L
de M@kN correspondent bianivoquement aux sous-modules V de MQkD par .

la correspondance précddente. Cette correspondance respectant les

relations d'inelusion, aux sous-modules V correspondent les sous
modules I maximaux, d4' 01\1, en désignant par I liensemble des sous~modules
maximaux de M @D 3 g (M@kﬂ) = Q(V@Dﬂ)o En vertu du lemme 1, le
deuxidme membre est égal & (V(é. 17) BN = A@kDOIM@kD)GDN, dtol
la premidre relstion dans (2) Posons C! = AOkD , et expliecitons
c.!M&kD). Ecrivons M@, D = (M®, 2Z) ®,D = \HOKZ)GZD" ; comme Z
ast le corps des invariants du groupe des automorphismes intérieurs
du corps D°", on peut appliquer le corollaire & la prop.2,2) du par.7,
(ol on remplace B par A® Z., A par D°, ¥ par ¥@7% et M par %), ce
qul donne K7, (mo W) <= e q(MﬂkZ) ® 0. D'ou
k" (MG,J)G N C l(",@ .,(H@.,Z)@ DGDW, ce giul (compte tenu de
lt'asgociativité du nrodult tensoriel) n'est autre que le dernidre
inolusion dans la formule (2)-

COROLI.AIRB %, - Sous les conditions de la prop.1, pour gue Hokl!

80it un C-module sans radical (resp. semi-simple, resp. simple) il

faut et il suffit gque M@.(D goit un (AGVD J=module sans radical (resp
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semi~simple, resp. simple). Pour gue M@ N soit un C-module sans radi-

cal, i1 suffit aussi gue m&kz soit un A@kz-module sans radical.

Les assertions relatives au radical sont conséquence immédiate des
formules (2). Les autres résultent de la définition, compte tenu de la
correspondanc? biunivoque signalée plus haut entre sous-modules de
M@ N et sous-modules de Mﬂkl)o 4

S1 on suppose que c'est M qui est simple (N étant un B-module
quelcongue) on vérifie aussitdt que la formule (2) se remplace par .z
(2 bis) HL(M@F) = M&),, “Droe, B(D'O@N) CUO; Ky g 528K
o D' désigne le corps commutant de M, D'° le corps opposé, 2! le
centre de D', Si M et N sont tous les deux simples, l'application
successive de (2} et (2 bis), ou le raiscnnement de la proposition 1

directement,; donne aussitﬁt les résultats sulvants 3

COROLLAIRE 2. - Soient M un A-module simple, N un B-module simple,

D* le corps commutant de M et Z’ le centre de D', D le corps commutant

de N et % le centre de D, considérons M@ N comme un C-module

(C = A&kB) et comme un D?@, D-module. Alors on & ]
KM@ N) = «(D' @ D). (M@ N). Do plus K (D'®,D) est 1'idéal engen-
dré par u‘-(z'@kz). En perticulier, pour gue M @K soit sans radical,

i1 faut et il suffit que D’Okl) soit un anneau sans radiesl, on aussi

que Z"@kZ soit un annesu sans radical.

‘Il faut seulement montrer encore que l!'idéal engendré par
H"(Z‘ka) dans l1l'annean D'@kD est contenu dans le radicsal de ce
dernier. Or cela ;ésultg du fait que les &léments de %‘(zrekz) .sont
nilpotents (par.7, th.1, cor.4) et oontenus dans le centre de D'®, D

De mé€me, une double application du corollaire 1 prouve 3
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COROLLAIRE 3, i Dans les conditions du corollaire précédent, poux

que M® N soit un C-module semi-simple (resp. simple), il faut et il

suffit gue 1'anneeu D'Okl) gsoit semi-simple (resp. solt un corpsa).

(N.B.~ Le rédacteur ignore si la deuxi®me inclusion dans (2) n'es%t

pas nécessairement une égelité).

2. Modules et algébres géparables : critéres de séparabllité.

La prop.4 du par.T conduit & poser 1la définition suivante g

o

DEFINITION 1. - Soient A une alg®bre sur un corps k, ¥ un A-mociule,;

On dit que M est séparable (sur k) si, gquelle gque soit l'extension
K de k, K& M est un (K@ A)-module sans radical. L'algébre A est dité

géparable (sur k) si le A-module AB ltest, clest-i-dire si pour toute

extension K de k, K&, A est un arnneau sans radical.

En vertu de la proposition citée, si A est une extension de k,
cette définition coincide avec la définition donnée au Chap.V d'une :
exfension géperable de k. Notons aussi que A est une k-algébre sépara-
ble si et seulement si l'algZbre opposée A® 1vest. Si M est sépurable
sur k, M est sans radical, et si k' est parisit la réciproque est vraie
en vertu cie 87, prop.3 b), cor. Enfin, pour que le A-module K soit
séparable sur k, il faut et il suffit qufil'le goit en tent que module
sur son anneau de homothéties Ao

PROPOSITION 2., - Soient A une slgébre sur k, M un A-module, K une

extension de k. 51 M est séparsble sur k, alors le
(K Gle\)-module K@M est séparaeble sur K.

Ceci_ résulte aussitBt de ia définition, compte tenu de liassocla~
tivité du produit tegsqriel. '
PROPOSITION 3. - Soit A une algébre sur un corps k. Si H est un
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A-module séparable sur k, alorg tout sous-moduls N de ¥ est séparable.

Soit mi)i&I une famille de A-modules ; pour gue son produif (resp.
s2_somme directe) soit un A-module séparsble, il faut et il suffit que

¢hague Mi le soi'sg

Soit M un A-module, N un sous-module. Pour toute extension K de k,
le (K@kA)—module KQKK stidentifie & un sous-module de Kékﬁ‘, done est
sans radicsl si ce dernier est sans radicsl (p&raﬁ., prop.z)', d'ot la
premi2re assertion de la proposition. SOit-mi)iéI une famille de
A-~modules. Les Mi stldentifient é. des sous-modules de la somme direct;e
et du produit de la famille (lli), done sont sépa:rab]_.ea sur k si Z—Mi
ol r"mi lfest‘, d'apres ce qul préeeéde. Inversement, supposons les lgi
séparables, prouvons que leur produit est un module séparable sur k,
ce qui impliquere en méme temps que la somme directe est séparable,
puisqu'elle est un sous~module du produit. Soit K une extension de k.
Les applications k-linéeires naturelles de K@k r_:l Ml’ produits
tensorie;s de l'identité dans K par les-projections de TZ‘I Mi sur s=es
facteurs, définissent une spplication k-linésire naturelle de 3 :
X @, M, dens [, 1 (XK@ ). Cette application est d'silleurs A-liné-
aire, et elle est injective, en vertu du cor. du lemme 1. Dono
K@k ‘TL-] M; est lsomorphe & un sous-module de m(K @klﬂi), qui est sans
radical puisque ses facteurs sont sans radical : il s‘ensu:}t que
K @, T, est sans radical, dono que r;"\ M, est séparable, ce gui
achéve la démonstration.

-~

PROPOSITION 4 (Exercice 7). - Soient A une slgdbre sur un corps k,

M un A-module de type fini, K un coxrps parfai"t:,_'extension algédbrique

de k. S1 K@ M ost un K@, A-module sans radioal, alorg ¥ est séparable
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sur k. Bn particulier, si K@ A est un anneau sang radical, A est une

k-algdbre séparable.

Soit L une ?xtension quelcongue de k, on doit prouver que le
radicel du L@ A-module L@ M est nul. Soit L) une cléture algébrique
de T, ona &« OO (LOM), ot L DM est un (L B A)-nodule de
type fini, done en vertu de la proposition 2,5) du paxr.T le.radicall
de L@kn est contenu dans celui du (Nl @ ihl-module ﬂ@ﬂl‘, il suffit
de. prouver que ce dernier est nul, Or K étant algébrique sur lc', on

peut supposer K contenu dans Q-, et on peut done écrire Q@km =

= Q) QK('KQkM)o K étant pa?rfaif.,ﬂ-est ane extension géparable de K,
de plus (K@krﬁ) est un (K @kA)-module de type fini, on est donc dens
les conditions d'application du cor. & la prop. 3 aj dn para'l", qui
implique gque l("a@ kA(m @kA) est nul puisque K7y @kA(KQkM) est
nul par hypothéseg

~

THEOREME 1. - Soient A une algdbre sur un corps k, M un A-module

simple, D son corps commutaﬁ, Z le centre de D, Les propridtés sui-

vantes sont équivalentes s

a) ¥ est _séparable sur k

b) D est une k-algdbre séparable

¢j Z est une extension séperable de k.

Soit K unc extension de k. En vertu du cor.2 & la prop.! le radi-
oal‘de_Kka est nul si et seulement si celui de l'anneaun KGkD est
nul, d'ou l'équivalence de a) et b) ; et le radical de K D est nul
81 et seulement sl celui de K®,Z liest, d'ou l'équivalence de b) et

0)o
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Le th.1 conjugué avec la prop.3, donne des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un module semi-simple sur A soit séparable.

Plus particuliéremegt 3

_COROLTAIRE 1. - Soient A une algdbre d'Artin sur un corps k, M

un A-module fidélé° Les propridétés suivantes sont équivalentes

a) A est une k-algdbre séparable.

'b) Tout A-module est sé€parable sur k.

b!) M est un A-module séparable sur k.

o) A est semi-gimple, et ses composentes slimples sont des k-alge-

bregs séparables,

d) A est semi-simple et son centre est une algdbre séparéble

sur k. . |
b) impligue trivialement a) et b'), prouvons gue b') implique b},
ce qui établira en mé€me temps (en faisant M = As) que a) implique b),
d'ol 1'équivalence de a), b), b'). M étant séparable, son radical est
nul, comme ce radical contient K"(A).M et que M est un module fiddle,
K'(A) est nul, donc A est semi-simple (par.6, th.4, cor.2). Donc M
est somme Qirecte de sous-modules simples Mi, qui sont séparablgs
comme sous-module de M qui est séparable (prop.3). Dlautre part, M
étant un module fideéle sur l'anneau semi~-simple A, tout A-module N est
iéomorphe & une somme directes de modules simples, isomorphes & des
composantes simples mi de M, donc N est séparable en vertu de prop.3,;
ce quil prouve bj. Ainsi a), b), b') sont équivelentes. De plus a)
implique,on 1l'a vu, que A est semi-simple, dono.que chagque composante
simple Ai est un A-module simple en vertu de b); done A1 est séparable

sur k comme module sur son annsau d'homothétles Ai’ ce qui signifie
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que A, est une k-elgébre séparable d'ol o). Réoiproqu§ment, c) im-
pligue gue les composantes simples Ai de A sont des A—moduleg sépa=
rables sur k. Il en est dono de méme de leur somme directe A, d'ol a&).

Reste & montrer que la propriété d) est Sguivalente aux autres.
Pour ceci, on est aussitdt ramené au cas o A est simple. Soit alors
S un A-module simple (nécessairement fidele), D son corps commutadp,
Z2 le centre de D. D'apres ce qui a ?té vﬁ, A est une k-algdbre sépa-
rable si et seulement si S est un A-module séparable sur k, ce qui s
lieu si et seulement si 2 est une k-alglbre séparable (th.1}. Or
identifiant A & i‘asnneeur des homothévies de 5; on selt (pur.5, th.2
) gwe L est le couwmutent de D, dorc Z est mussi le centre de A, ce
qui aghéve la démonstration.

CUROLLAIRE 2. - Soient A une algdbre sur un corps k, M un A-modu-

lg; Ay l'anneay des homothévies de M ev B le commutant de M. On suppo-

se que M et son contremoduie sont de longueur finie (par exemple M de

dimension finie sur k). Alors les propriétés suivantes sont équiva-

ventes : S

a) ¥ est un A-module séparable sur k.

b) M est un B-module séparable sur k.

c) Ay est une k-algeébre géparable.

d) B est une k-algdbre séparable.

On peut supposer A = AM. Alors A est le commutant de B sen vertu
ds par.4, th.1; cor.?, D'ailleurs A et B sont des snneaux d'Artin
{par.2, prop.8). Done a) &> ¢) et b)&=»d) en vertu de 1l'équivalence

des propriétés a) et b'} dans le corel. Digilleurs l'intersection

ACYV B est le centre commun de A et B, done ¢)&=p d) en vertu du cor.1
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COROLLAIRE 3. - Soient A une algdbre sur un corps k, M un A-module,

de dimension finie sur k. Pour gue M goit séperable sur k, il faut et

il suffit que pour toute extension K de k, le

(K@kA)wmodula K® M soit semi-simple. Bn partiouliexr, si A est de

dimension finia sur k, A est une k-algebre séparable sl et seulement

sl pour toute extension K de k, KO# est une K-algtbre semi-simple.

Comme K@km est de dimension finie sur X, et & fortiori un
(KO?)-—module de longueur finie, il revient au méme de dire qu'il est
semi-simple ou gu'il est sax}s'radical (pari6, th.4) d'ol la oonclu-
sion. - Nous dirons gu'un A~module de dimension finie sur k est

absolument semi-simple (sur k) s'il est séparable sur k, en particulier

nous dirons que la k-slgebre A est absolument semi-simple sur k, =i
elle est séparable et de dimension finie. En vertu de par.7 prop.i13,

‘ un endomorphisme u d'un espace vectoriel V de dimension finle sur k

est absolument semi-simple {(par.7, déf.4) si et seulement si l'a;gébre

d'endomorphismes engendrée par u et 1 est absolument semifsimple, ou

encore si et seulement si le module assooié & u {(chap.VII, par.5) est

sbsolument seml-simple, Tout le monde est content.

3, Produit tensoriel avee un module séparable.

THEOREME (7) 2. - Soient A et B deux algdbres sur un corps k,

C=A®P, K un A~module, N un B-module. 51 Ul sst séparable sur k

(n®2, d6£.1) et W sans radicsl, alors M@kn‘ est_un C-module sans radial

N étant sans raediocal est isomorphe & un sous~module dfun prodult
r;_'lNi de B-~-modules simplt_es, done H®kﬂ est isomorphc_a & un sous-module
de M @, Ii !Bi, Qui. lui-n8me gtidentifie & un sous-module de

M e, ) (a1, cor. an lemme 1). Il suffit donc de prouver gque
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chaque H @kNi est un C-module sans redical, ce qui nousraméne au cas
oli N est un B-module simple. Soit alors D son corps commutant, 2 le
centre de D. M é'l_:ant eéparable, il s'ensuit par définition que M @kz
est an (A @&, 2)-module sans radical, d'ol résulte (prop, 1,

cor.1) que M @kﬁ est un C-module sans radical, ce gui echdve la démons.

COROLLAIRE 1. - Scient A et B deux algdbres sur un corps k,

C=A@&B, il un A-module séparable sur k, N un B-module guelcongue.
Alors on's L @kB(M ® N <@, HyiN).

En vertu de par.6 prop. cor.i il suffit de wontrer que
(M @kn)/m @kl("n(li)) est un C-module sans radicel, or ce module ;
g'identifie & M @k(n/ K’B(N)), qui é_st sans radical en vertu de th.2,
puisque H/#“B{N) est sens radical.

COROLLAIRE 2, - Soient A et B deux algdbres sur le corps k. Si A
est séparsble, on & #’{AGKB)C A ®kI('(B)° '

Il suffit de faire M= A_, N = B dans le coroliaire 1.

COROL]_’..AIRE 3. -~ Solent A ef B deux algebres sur un corps k,

C=A®,B, M un A-moduls, N un B-module. Si ¥ et N sont séparables sur

k, 11 en est de m8me du C-module M & K.

‘ Il faut montrer que pour toute extension K de k, K @km @kn) est
un K@k(A OkB)-module sans radical. Or ce module s'ldentifie au module
(KD, M) &N sur (K@, A) @, B, dont le premier facteur est un (KD A)-
module sans redical puisque M est sépsrable, et le deuxidme est sépera~-

ble sur k, d'ol la conclusion en vertu du th.2 (oh llon échange le rdle

des facteurs M et N).
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4. Semi-simpliej:té d'un produit tensoriel de modules.

FROPOSITION 5. - Soient A g__b_ B des algébres sur un corps k,

C = A@kB, M un A-module, N un B-module, on considére le C-module MOkN

1°) S1 ¥ et N sont semi-simples, l'un des deux étant séparable sur
k et 1l'un des deux étant de dimension finie sur k, slors Makﬂ est semi-
simple. . '

2°) 81 MO, N est semi-simple (resp. simple), M £ {0} et N # {0},
alors M et N gont semi-simples (resp, simples).

3°) 51 k est _algébriguement clos, M et N simples, et M ou N de

dimension finie, alors M Okll est simple.

Démontrons 1°). On peut se limiter au cas ok M et N sont simples.
Alors M&kN est sans radicel en vertu du th.2. Supposons par exemple M
de dimension finie sur k, alors MOKN est un B-module de longueur finie,
dono & fortiori un C-module de longueur finie, donc semi-simple puis-
qu'on module d'Artin sans radical est semi-simple (par.6, th.4). =

Supposons maintenant MGkN semi-_siu_pple sur C. Soit'N' un SouS=Dhe
module de N, alors M@klv' est un sous~C-module de M@kw, il existe done
un projecteur ¢ de M® N sur H® N'. Comme M # {0}, on peut trouver un
m&M et une forme k~lindaire h sur ¥ tels gue him) = 1. Alors
n—>Mhe& 1)(e(n®n)) est un B-homomorphisme de N dans k @kNl qui
iransforme tout n'€ N' en 1 @ n’€k &kﬂ'e Composant aveec l'isomorphis-
me canonique de k @ N' sur N', on trouve donc ugbrojecteur de N sur N,
ce qui prouve que N est semi-simple. On voit de méme que M est semi
simple.

Plagone nous maintenant dans les hypoth®ses de 3}, supposons par

exemple que M est de dimension finie, alors son commutent est réduit &
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x (par.4, lemme 3), et la conclusion résulte alors de prop.l, cor.3

COROLLAIRE 1. - Soient A une algdbre sur un corps k, M an A-module,

K une extension de k.

1?) Supposons K ou M est séparable sur k, et K ou M de dimension finie
sur k. Si M est semi-simple, alors KOkM est un (K QkA)—module semi~

.Bimgle. - ]
29) S1 K@gl est un (K @kA)-module semi-simple (resp. simple), alors M

est un A-module semi-simple (resp. gimple).

3°.) Supposons k algébriqueﬁent olos, et K ou M de dimension finie sur k.

Alors M es® simple si et seulement si K& M est un (K & A)-module simple.

COROLLAIRE 2. - Soient A 8t B deux algébres sur un corps k.

1°) Supposons A ou B géparable sur k, et A ou B de dimension finie.

Alors si A et B sont semi-simples, il en est de méme de l'slgdbre A @kB.

2°) Si AOkB est semi~simple (resp. est un corps) alors A et B son%

semi-simples (resp, sont des corps).

-~

PROPOSITION 6 (& renvoyer au per.9 7). - Soient A et B deux algbbres

simples sur un corps k, suvposons A ou B de dimension finie sur k, et A

ou B de centre k. Alors A QL‘B est une algébre simple.

Une algébre simple sur k de centre k étant séparable sur k en vertu
de th.1, éorol, i1 résulte du corollaire 2, o) que A@IC'B est semi-simple
Pour prouver_q_-u°elle est simple il suffit donec de prouver gque son centre
est un corps', ce qui fésulte ausgitét du

LEMME 2, - Soient A et B deux slgebres sur un corps k, 2 et 2!

leurs centres, alors le centre de A®; B est Zﬂ?kzlo

Soit u = S_ a; @ b, un élément du centre de A®, B, il suffit de

S
montrer qu'il est contenu dans Z @, B et dans A @, Z', prouvons par
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exemple la deuxi®me inclusioz;c On peut supposer .}es 8y linéairemeni_; 5
indépendants. _Pour tout P€B, on a ub = bu c'eet-&.-dire Z.ai@(bb b)
=0, d'ou bbi'bib = 0 pour tout i, et par suite biE- Z' pour tout %,
dton uéA @27,

o 3 Mcdulegz simples sur un produit tensoriel d'algdbres.,

LEMME 3. - Soient A et B deux slgeébres sur un corps k, P un module

simple sur A OkB. de dimengion finie sur k. Alors P est isomorphe 3 un

guotient d'un module M ® N, ou M (resp. N) est un module simple sur A

(resp. B) de dimension finie sur k., ILes classes des modules simples M

ot N sont bien déte:minées par la classe de P,

Soit M un sous-ul}-module non nul minimal de P, Munissops aCA.(M,P)
de la structure de B-module provenant de la structure de B-module de P'
{ce qui est possible, les opérations de B dans P étant des homomorphig~
mes gpour la structure de A-module de P). Liapplication naturelle P de
M@ oL (M,P) dens P est (A@kn)-linéa:.re, comme on vérifie aussitdt.
Soit N un sous-B-module non nul minimal de c( (1,P) (un tel N existe
car eC (M, P} est de dimension finie sur k et non réduit a nzo_}) Alors q:
induit un (A®@,B)~homomorphisme non nul de W@ N dens P, donoc sur P :
puisque P est simple, ce qui abhéve la démonstration de la premidre as-
sertior}o De plus comme M@kﬂ est en.tant que A-module, isotyplque de
type u'. on voit que la c¢lasse de M est bien déterminde par celle de P.

-

Il en est de meme de celle de N, pour la m@me raison.

PROPOSITION 7. - Soient A et B deux slgdbres sur un corps algébri-
Quement clos, C{A) (resp. C(B), C{AX B)) 1'ensemble des clasgses modules

glmples sur A (resp. B, resp. A®,B) gqui sont do dimension finie sur k.

Pour tout Sié C{A) et tout TJéG(B), S,_@kl‘j est un (A@@)-mbdule
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simple de dimension finie sur k (prop.5, 3°) dont on désigne la classe

par p(i,j). L'application p de C{A) X C(B) dans C(A okn) aingi définie
est bijective.

Elle est surjective, car en vertu da lemme 3, tout module simple P
sur A19k3§ de dimension finie sur k,_est isomorphe & un quotient dtun
module S, @ij. done & 818 kTJ lui-m8me puisque ce module est simple,

p est injective en vertu'qg la dernigre assertion du lemme 3,

PROJET DADDITION AU CHAPITRE VIII D'ALGEBRE
On propose d'ajouter aun §5 (Anneaux simples et semi-simples) un
nouvean numére intitulé "Duals et produits tensoriels de modules sur
un anneau semi-simple", qui pourrait par exemple se placexr entre les
actuels n% 4 et 5. Voiel 1la rédactign proposée de ce numdro.

On désigne par A un annean semi-gimple.
PROPOSITION 1. - Soit E un A-module (& geuche ou & droite) de type

fini. L'applioation canonigue de E dans son bidual est alors un isomorw

Ehis.ﬂgo
Décomposant B en somme directe de modules simples Eig on voit

immédiatenent qutuns condition nécessaire et suffisante pour que.l’as:
sertion soit v?aie pour E est gu’elle le sgit pour chaque Ei‘ Or, cha-
que Ei,eat isomorphe a un sousnmodule de A; congidérd comme module\@
gauche ou & droite sur lui-m&me. Le mBme raisonnement que cl-dessus,
appliqué & A au lieu de E; montre alors qu'il suffit de démontrer la
proposition dane le cas ot E = A ; or elle est vraie dans ce cas parce

que A est un module gonogéne libre.

PROPOSITION 2, - Solent B un module & droite de type fini sur A
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et P un module & gauche de type fini sur A. Soit [ un sous-enneeu du

centre de A. L'application canonigue de EOAF dang le module des appli=-

cations doublement linéaires de E* @ F* dans A (ol E* et F® sont les

duals de E et de P ; cf. Appendice II au chap.III) est alors un

isomorphisme,

Représentone E comme somme directe de modules simples Ei et F conm
somme directe de modules simples Fj y on voit tout de suite que, pour
que l'assertion soit vrale de EQAF, il flgt et suffit qu'elle le soit
pour chaque B, QAFJD Or un module simple & gauche (resp. & droite) est
isomorphe & un 1déal & gauche (resp. & droite de A). On voit done qu'il

suffit de démontrer la proposition dans le cas ol B = Ad', Fe=A . Or,

elle est vraie dans ce cas, puisque E et ¥ ont alors chacun unegbase
de un.élément,

Nous allons maintenent déterminer la structure de E@AF dens le
cas ot B et F sont des modules simples. Soit A = A, +...+ Ay la décom-
position de A en somme directe d'idéaux bilatéres qui sont des anneaux
simples ; soit ey 1'61ément unité de Ai‘ On sait qu'il y a des indices
i et j tels queEAk=Osikfi,AkF=Osik#j : on a alors xe; = X
8l x€&E, oy =y Si y€F. S1 1 4 §,onax @Ay = xe, @Ay = x@Aeiy =0
quels que solent x&E et y €F, dtou B QAF = {O}. Suppcspns doneg &

partir de maintenant que { = J. Soit K le commutant de E, qui est un

.corps : alors E admet une structure de module sur K, et les opérations

de K commutant par définition & celles de A ; pour tout A-module &
gauche @, E@A 3 admet par suite une structure dtespace vectoriel sur K.
Soit D 1l'espace vectoriel EOA P 3 F est isomorphe & un idéal & gauche

minimal de Ai", et A‘i est somme directe dtun certain nombre, solt n, de

-
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modules isomorphes & F ; par ailleurs, E®), Ay =0 si 4L Alen
résulte que E@A A eet.somme directe de n espaces_isomorphee & D. Mais
E @A A stidentifie & E, et la structure d'asﬁace vectoriel de E®, A
sur K stidentifie alors.é. la structure de module sur K de E. Or la
dimension de E sur K est égale & la longueur du A-module & droite A'i_
considéré comme module sur son commutant (propos,éd_,), dore a la lon-
gueur de A, congidéré comme module 3 gauche sur lui-méme, cfest-a~dire
& n. On en conclut que D est un espace vectoriel de dimension 1 sur K.

Donc, 8L i = j, ¢t sl | est an sous-anneau du cenire de 4, L‘@A I est

un [ ~module jsomorphe au commatent de H.

PROJET DIADDITION A L*APPENDICE I DU CHAPITRE III

PoT, 1.7 du bas. Remplacer "Soit I le centre,.." par "Soit [T un
sous-anneau du centrec.."

0.8, Avant la formule de 1a 1.4, insérer : " A ¢ ",

Entre la fin du passsage en retrait de la p.B_et le début de
l1'alinéa suivant, ("Lorsgue A est c_soqlmutatif...q"), insérer ce qul suit.

Posons U :xo‘fA(E,E')'. v sz(F’,F') ; 8L w€ U @r_v. désignons par /\'
1'ipage de w par A. 51 z€E @A ¥, liapplication s—3 N\  (z) de
U @r.. ¥ dans E-‘@A.F? est évidemment | -lindsire. On déduit donc de A
une applicat:}on'l\‘. que l'on appelle encore canonique, de E@A F dans
fr’ {0 85" V‘, Bt $A F'), Nous &llons considérer plus particulierement
ie cas ph Bl = Ad, P = Ag s dens ce cas, U et V ne sont autres que les
duals B* et F* de B et F, et E’OA F! stidentifie & A. Observons mainte-

nent gue B* (resp. F*) posstde une structure de A-module & gauche (resp.

& droite) ; les opérations de [ dans E* et dans F* sont certaines des
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opérations de A et commutent avec toutes les opérations de A. Dono
L%

r

les opérations de U étant certaines des cpérations de A. Une applicse-

bl esi: muni de structures de module & gé.uche et & droite sur A,

tion r-«linéairg T de E* @r. ¥* est dite doublement linédaire si
Clew) = & g(w)", Giwa) = T(w)a pour tout w €E* @ F* et tout afh,
Les applications doublement linéaires de B* @,. F* dans A forment évi-

demment un sous-module de rCor.(E* @r- ¥*, A), que nous désignerons par
J{A‘;AgE* S~ I.t"“',A)° Nous allons montrer gque N applique E.QA F dens
zA,A‘ E* @_r#"a), Il suffit de montrer que, si x€EB, y€F, z = x @, T
WEE* @F%, ona N _(2) = 2l _(z), A“a(yié = A,lz)e. 11 suffit de
faire la vérification dans le cas ol w est prodult tensoriel dans E*@® F*
d'un élément u de E* et d'un élément v c:1e P* ; dans ce cas, l\' est
1'application {au) ® v, A SR @ iva), /\'-= u@v. On & dons
Agel2) = (an) ix)viy) = au{x)viy) = a /\w(z)', et de m@me /\wa(z) o
= /\n(z)a, On @ done une applicetion linéaire.

N 2 B By F—p) \(B* & F*,A)
gque l1l'on sppelle encore casnonigue. Si & = ng vy N\ (z) applique le
produit tensoriel dens E* &, * don élément n &E* et d'un élément
v& P sur 1'6lément u(x)viy) de A.

Supposons que E (resp. ¥) soit somme directe de modules B,

{(1£1£h) (resp. Fj, 1 £) £k); E®, P est alors somme directe des
EiaA FJ 3 E* (resp. ¥*) est somme directe des duals EF {resyp. ]'3)
des E, (resp. Fj), et E* @ §* est somme directe des Bf ® ¥ ; 11 es% 3
elair que, pour tout (i,j), la restriction de I‘\" & Ei.@A I‘j est l'appli-

cation cancnique de ce moduie dans afA.A(BI QF’S, Ao

S1i chacun des modules E, F admet une bese finie, ltapplication
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canonigue A' est un isomorphisme de E@A F sur :(A;A(Et ®l" P*, k).

Tenant compte de ce qu'on vient de dire, on voit qu'il suffit de le
montrer dans le cas ol E et F sont des modules libres monogenes, done

encore guand E = A,, F = Ago Dans ce cas, on a B @, F= A, 1'élément

a 'SA b stidentifiant & ab., Par ailleurs, B* et P* stidentifient & Ag

et Ad' respectivement (en identifiant toute forme lindaire sur Ad ou
Ag & sa valeur en 1). Une application doublement lindaire ¢ de E* @ p*
est déterminée par sa valeur en 1l'élément 1 ®r.3 s, qui est un élémex}t

a de A, Or A'(a ®A 1) applique 1 Or. i sur a ; il en résulte immé-

diatement que A ! est un isomorphisme.



