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CONTRE-REDAGTION pour la REEDITION de

TOPOLOGIE GENERALE, chap.10

Remords de Topologie générale : %

Proposition A - Soient E un ensemble. Ei des espaces topologigues

(resp. des_espaces uniformes), fi des applications de H dans les Ei’ on

munit E de la topologie (resp. la structure uniforme) la moins fine rendant |
= - |

les £; continues {resp. uniformément continues). Alors @

a) Soit f une application d'un espace topologique (resp. d'un espace

uniforme) F dans E, Pour gque f soit continue (resp. uniformément econtinue)

il faut et il suffit que les fif le poient.

b) Soit ® un filtre dans E. Pour que P converge vers un x £ B

(resp. soit un filtre de Canchy) il faut et il suffit oue pour tout i,

£5( @ ) comverge vers f.(x) (resp. soit un filtre de Cauchy).

(Signaloné qu'il faudrait aussi cdonner l'énoncé qui correspond i a)
daﬁs le cas d'une topeologie sur E la plus fine qui rende continue des
fi : Ei —> B, quand on & une application B ——aF ; 11 fandrait aussi la
caractérisation des parties ouvertes ct deé parties fermées de E. Mais
dans ce chapitre, nous n'aurons pas & y vréférer).

A propos de la notion de précompacité. Conme cette notion est essen-
tiellement une notion suxiliairs et intermédiaire, on a intérdt 3 la pren-

dre la plus large possible. La condition de séparation imposée dans

Bourhaki semble dans tous les cas un carcan inutile. Aussi on propose de

modifier cette définition en errata, (l'espace uniforme E est dit précomé'.

pact si le complété de 1'espace séparc associé est compact), et d'y
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indiquer que le théoréme A.(critére de précompacité par 1l'existence de
recouvrements finis par des ouverts arbitrairement petits) reste valable,
De plus, il convient d'ajouter la proposition suivante :

Froposition B ~ Seit A une partie d'un espace uniforme E dont la

struciure ezt 1o moins fing des structures nnifcrmes rendant uniformément

contirues des appl’cations doapfes I, de % dans des espaces uniformes E..

Pour que F soit préccmpact ,Ail faut et il suffit que pour tout i, fi(A)
le soit. '

Nécessité évidente, pour la suffisance se ramener au cas ou les E; .

7’

sont. séparés et complets, et appliquer le théoréme de Tychonoff.
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§1, = La structure uniforme de la G’ —convergence,

Notations ~ Etant donnés deux ensembles E et F, nous désignerons
par ¥ (E,F) 1l'ensemble FE de toutes les applications de E dans F.
Nous wtiliserons la notion de filtre convergent dané des espaces non
nécessalrement séparés.

~ La structure de la convergence uniforme.

Soient E un ensemble, F un espace uniforme . Pour tout entourage V

de la structure uniforme de F, désignons par W(V) l'ensemble des cou-
ples (u,v) d’appllcations de E dens F tels que 1l'on ait (u(x),v(x))é-v
quel que soit x € E. Lorsque V parcourt le filtre des entourages de F

(ou un systéme fondamental d'entourages), les ensembles V_{(V) forment un

systéwe fondamental d'ehtourages d'une structure uniforme sur F(3,F).

1)

En effet, ils satisfont de facon évidente A 1'axicme (U) (Chap.IT, §1)
et si VeV, ona W) < uW(vt), donc les W(V; forment une base de |
filtre ; on a ?_I(V) = X_\_{( ), donc (U:'[.[) est vérifié ; enfin, les rela-
tions "quel que -soit x, (u(x),v(x)) € V" et “quel que soit x,

2
(v(x),wix)) € entra.inent "quel que soit x, u(x),w(x)) & V " autre~

; .

ment dit on a  W(V) cW(V) , ce qui démontre (UIII

Définition I ~ On @it ogue la structure uniforme sur 1'ensemble

S (E,F) définie par la famille des ensembles W(V), ou V parcourt le

filtre des entourages de F;, est 1la structure de la convergence uniforme

On dit gqu'vn filtre q) sur (B,F) converge uniformément vers un élément

s s'il converge vers u o bour la topologie associée & la structure

de la conversence uniforme. La topologie associée & la structure de la

convergence uniforme est appelée topélogie de la convergences uniforme.
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On notera que cette topologie dépénd de la structure uniforme de F, et

non seulement de la topologie de F (cf. Exercics.

- La G -convergence.

Soient E un ensemble, F un espace uniforme, (5 un ensemble des par-

ot

i

W
W

de E. Pour toute partis A de E, et tout u € ¥ (E,F), on dsigne par u)é
1'élément de <¥ (A,F} restriction 2 A de 1'application u.

Définition 2 ~ On appelle structure de la convergence uniforme dans

les ensembles de @ , ou simplement structure de la G-— convergence, la

structure uniforme la moins fine sur SF (E,F} rendant uniformément conbti-~

nues les applications de restriction u —> ulA de F(E,F) dans les espaces

uniformes W(A,F) ;, munis de la structure de la convergence uniforme,

lorsgue A parcourt 1'ensemble des parties de T appartenant a G—' . La topo-

logie associée & la sbtructure de la G" - convergence 3'appelle la topologie

de la @" ~gconvergence, et un filtre CP qui converge vers u = EF(E,F)

pour cetie topologie est dit converger vers u, uniformément dans les

enserbles de (& . On note ng.s._, (E,F) l'espace uniforme obtenu en

mnissant <X (E,F) de la structure de la (5 ~convergence.

Par abus de langage, si H est une partie quelconque de < (E,F), on
appelle structure de la G -convergence sur l'ensémble H, la structure
uniforme sur H induite par la structure de la G ~Convergence sur C—F(E,EJ,
et la topologie sur H associée sera encore appelée topologie de la G ~con-
vergence.

I1 résulte aussitét de la définition de la (& -convergence, et des
remords de Top. Gén., gu'on a :

Proposition 1 -~ Scoient G un ensemble de parties d'un ensemble E,

P un espace uniforme.

a) Soit @ un filtre dans CFG (E,F), Pour que @ converge vers
Uys il faut et il suffit que pour t.-out AEG , ujA converge
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uniformément vers u |A suivant le filtre @ . Pour que P soit un fil-
tre de Cauéhy, il faut et il suffit que pour tout A€ & 1le filtre ima-
ge< de @ par 1'application U —sujhde T(E,F) dans H(A,F)
soit un filtre de Cauchy pour la convergence uniforme. :

b) Soit f une application d'un espace topologique (resp. d'un espace
uniforme) H dans ‘FG (E,F)‘. Pour que f soit continue (res-p. uniformé~
ment continue), il faut et il suffit que pour tout Ag G , 1llapplication
X ——» P(x)|A de Hdans K (A,F) soit continue (resp. uniformément
continue), quand ce dernier espace est muni de la structure de la conver:
gence uniforme. ;

c) Soit M une partie de QTG (E,F). Pour que M soit précompact, il
faut et il suffit que pour tout A€ & , l'ensemble M|A des uld (u&M)
soit une partie précompacte de < (A,F) muni de la structure de la
convergence uniforme.

Remarques = 1) D!aprés la céfinition 1, et la description générale
d'un systéme fondamental d'entourages dans un espace uniforme dont la
structure est définie comme la moins fine de celles qui rendent unifor-
mément continues les applicatiorsf; de 1'ensemble X dans des 2spa-
ces uniformes ‘:\‘vi s, on obtient un sy;stéme fondamental d'eatburages
oour le (5 -convergence dans <X (E,F), en considérant, pour tout
A e & , et tout entourage V d'un systéme fondamental d'entourages de
F, l'ensemble 'h_!’(A,V) des couplies (u,v) d'applications de E dans F tels
que {u(x),v(x)) € V pour tout x & A, et en-prena.nt toutes les inter-
sections finies d'ensembles de la forme Y_J(A,V) . I1 s'ensuit aussitét
qu'on ne change pas cette structure en remplagant G par 1l'ensemble

(' des parties de E qui sont contenue dans la réunion d'un ensemble

fini d'ensembles A; € G- . Par suite, on peut toujours se ramener au
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cas ou l'ensemble G éa.tisﬁ‘ait aux deux conditioné suivantes :

(F{) Toute partie d'un ensemble de G appartient 3 G .

(Fh) Toute réunion finie d'ensembles de & ai)parftient 2 G.
Lorsque (F'II) est vérifide on obtient un systéme fondamental d'entou=
rag;es pour la C;-ccnvergence en prenant tous les ensembles T.r_!(A,V),

A parcourant G et V parcourant un systéme fondamental dr entourages
de F.

On notera que (Fh) implicque que & contient la partie vide de
{et en particulier n'est pas vide). Si (F est réduit 4 1'unique é1é-
ment £, lja;gz:'onvérgence est la structure uniforme la moins fine sur

¥ (E,F), et la topologié associée.est la topologie la moins fine sur
cet ensemble. |

2) D'aprés un remords de Topologie Générale (oubliéd a.u début de ce
rapport), la topologis de la G ~convergence est aussi la moins fine
de celles qui rendent continues les applications u — u}A de Q(E,F)
dans les espaces X (A,F) (A € G ), munis de la 'tobologi'e de la conver-
gence uniforme.

3) Supposons qu'il existe AEG-, A # @ . Considérons, pour bout
y € F, 1'application i(y) de E dans F qui est constante et a pour
valeur y en tout point. Mors l'application y —» i(y) est un isomor=
phisme de E'espace uniforme F sur son image dans "’:\"’(E,F;, comme le
lecteur le vérifie aisément ; si F est séparé,' i(F) est fermé. (Ceci
semble mir pour le vidage).

L) Supposons que F soit ‘séparé et que G recouvre E. Alors si
u,v& ¥ (E,F) sont tels que (u,v) € W(A,V) pour tout A€ G et tout

entourage V de F, on a manifestement u = v . Donc EFG' (¥,F) est séparé,
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L'ancienne rédaction donne de plus (page 4) diverses explications ter-
minologiques, qui me semblent | pouvoizj avantageusement &tre laissées au "bon
~ sens mathématique" du lecteur. Ce serait plutot ici le lieu de remarquer
que si G augnente, la structure de la (& -convergence devient plus

fine -~ par exemple en remarque 3 .
3. = Exemples de (G -convergence.

1. ~ Convergence uniforme sur une partie . Scit A une partie de E ,'

et soit (¥ 1l'ensemble de parties de E réduit & {A} . Mlorsla G «convé.f-

gence s'appelle auséi‘ la sizructuw de la convergence uniforme sur A, et un
filtre @ sans QT@' (E,F) vq.ui converge vers un u € % (E,F) pour la

topologic associde est dit ecomverger vers u uniformément sur A. Lorsque

S ) e o
L = B, on retrouve la structure de la convergence uniforme définie au n 1.

* II., ~ Cenvergence simple dans une partie. Soit E  une partie de E,

. jiocd 3 s . R . e x
et soit (& 1l'ensemble des parties de E qui se réduisens & un élémeni de

E, (ou, ce qui revient au méme en vertu de la remarque 1 du no2, 1'ensem-.

ble des parties finies de B contenues dans E,). Alors la structure de la

G ~convergence  s'appelle la structure de la convergence sirple dans Eo
et un filtre (P dans C-Fd (E,F} qui converge ¥ers un u_ € CFG (E,F) pour
la topologie associde est dit converger vers u simplement dans B . En
vertu de la proj:osi’c-ion on voit oqu'il revient au méme de dire que pour
tout x €E, u(x) tend vers tl:o(:{) suivant le filtred

Lorsque Eo = B, la structurs uniforms de la convergence simple dans

3 E 5 est appelée simplement structure de 1a convergence simple. La topolo-~

gie associée,. appelée topologie de la convergence simple, n'est autre que
\ ] la topologie produii .dans F’E . Elle ne dépend donc que de la topologie de!

F et non de sa structure uniforme, contrairement 2 ce qui a lieu en

général.




e R ‘ n” 288
ITI. - Convergence compacte.Supposons que % soit un espace topolo-

ique, et prenons pour G 1l'ensémble des parties compactes de E. La

structure de 1la (G -~convergence est alors appelée structure de convergen

ce_compacte, la topologie associée est appelée topologie de la convergen-

ce compacite, les filtres convergents pour cette topologie sont dits

converger uniformément sur toit compact La structure dela corvergence cmpacb‘g,g
évidemment moins fine que la structure de la convergence uniforme, et lui

est identique si E est compact ; et elle est plus fine que la structure
de la convergence simple, et lui est identique si E est discret,

Lorsque E st un eépace uniforme, on définit de méme sur F (8,F) la

structure uniforme de la convergence pricompacte, en prenant pour (&

l'ensemble des parties précompactes de E. De méme, si E est un espace
métrique, on peut prendre pour (5 1'ensemble des parties bornées de B,

alors la structure de la G ~convergence prend le nom de convergence

bornée.

L. - Parties complétes de C'FG (B,F)

Proposition 2 - Seoient (P un filtre dans EFG (E,F) et u, €% (8,F).

Pour que CP converge vers u_, il faut et il suffit que CP soit un filtre .

Yo

de Cauchy pour la G -convergence et gue q) converge vers u simplement

dans E_ = %{; A,

La condition est évidemment nécessaire, la structure de la convergence
simple dans E, étant moins fine que la & ~convergence. Supposons réci-
proguement que (P e.st un filtre de Cauchy pour la G -convergence et con-
verge vers u, simplement dans E, . Soient V un entourage fermé de F, A
un élément de G, il existe donc un HEQ tel que u,v €H Iimplique
(u(x),v(x) )€V pour tout x € A. Par passage A la limite sur v, on en
conclut (V étant fermé) (u(x),uc(x)) €V pour x €A,u €H. Donc u, est

bien limite do @ dans Sy (E,F).
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Coroliaire 1 - Soit H une partie de C:i"—c;(E,F). Pour gue H soit com—

pléte, il faut et suffit gue tout filtre de Cauchy dans H converge sim-

= U N
plement dans Eo AScE A wvers une limite u & H,

C'est une conséqusqce imnédiate de prop.2. On en tire ;

Corollaire 2 - Soient Gl et Gz deux ensembles de parties de

E ayant méme réunion et tels que G’l = G—z, et soit H une partie

de -CF(E,F). Si H est eompléte pour la G 1-Couvergence, olle est com-

pléte aussi pour la G pmgonvergence.

Corollaire 3 ~ Soit H une partie de S‘TG- (E,F) telle que pour tout

ENET. = AkejG" A , 1'adhérence de H(x) dans F soit compldte. Alors

1'adhérence de H est compléte,

Soit (& un filtre de Cauchy, dens H, alors pour tout x €E i1

existe un élément de F, soit v(x) , tel que v(x) = 1lim, u(x) (car
@ (x) sera un filtre de Cauchy dans H(x)) . Si x & E-E, , soit vi(x)

un point quelconque de F. Alors v est une application de E dans F, et
en vertu de prop.l c'est un;-, Limite de P . Onadonc v e H, done¢ tout
filtre de Cauchy dans H converge dans -ﬁ, C.Q.F.D.

En particulier, si F est complet, la condition du corollaire 3 est
toujours vérifide, d'ou i

Théoréme 1 - Soient E un ensemble , (3 un ensemble de parties de B,

F un_espace uniforme complet, alors =X ~ (E,F) est complet.

9

Exercices-1) Réciprogue du th.l quand il existe un A€ G ; & # @ .
2) Montrer que l'espace séparé associé a 5"(3‘ (8,F) s'identifie 2
C:FG (EO,FO), ou E, est la réunion de G et F, l'espace séparé

associé a F.

5. - Comportement de ¥ ~ (E,F) d I,F, G varient.
T guana —

Proposition 3 - Soient By, E, deux ensembles, F un esvace uniforme




AP n° 288

Gi un_ensemble de parties de E; (i =1, 2). Considérons la bijection

canonique de ' (ElmEz,F) sur <@ (El,c.?'" (E2,F);. Cette bijection est un

isomorphisme d'esga.ces- uniformes de ‘_}TG % ol (B 3E,,F) sur
(458

F, (B, & :
C,ﬂl G ) GZ(EZ'F” '(gl G X (}'2 désigne 1'ensemble des

parties de E,xE, qui sont de la forms AXA, , avec A; € Gi).

Soient V un entourage de F, A, (i =2, 2) un élément de G{i R0 1
résulte aussitdt des définitions que W(AxA,,V) = W(A;, W(A,,V)), d'ou
résulte notre assertiocn.

Proposition 4 ~ a) Soient T wn ensemble muni d'un ensemble (& de

parties ¥,F! deux espaces uniformes, f une application uni.formément

continue de F daqs Pt, AMlors 1lapplication 1 s fou de @(TOJ_ (E,F)

dans CFG (E,F') est uniformément continue.

b) Soient E un ensemble muni d'un ensemble de parties (G , Bf -‘__u_n_

ensemble muni d'un ensgemble de parties G'', 'z une application de W'

dans E telle que pour tout At & (G¢', u(A¥) soit contenu dans la réunion

d'un nombre fini dlensembles A‘L appartenant 2 G . Alors liapplication

U ——> U e de g,u(E F) dans = (E',F) est uniformément copii-
g R\t S8 & 3

nue.

¢) Svient B, F deux ensembles, (Ei)i e une famille d'ensembles,

(F.) une famille d'espaces uniformes. On se donng, pour tout i €1,

3 ed

un ensemble (G; de parties de E; ef une application g; de B, dans &

i

et, pour tout j € J, une application i_‘1 de F dans Fj' On munit E de l'en-~

semble (G- de parties , réunion des gi( (G ;)s et on munit F de la

\

strycture uniforme la moins fine rendant uniformément continues les appli-

cations ;. Alors la structure ds la (3 - convergence sur 4 (8,F) est

1a moins fine des structures uniformes sur cet ensemble rendant uni.formé—
: nent
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continues les applications u ——s fj o u o g de < (E,F)

o Co w

Cette proposition résulte facilement de la description d'un systéme

fondamental d'entourages pour une structure de & -~convergence, donnée
au n2 , remarqgue 1. Signalons le cas particulier suivant de c)-3

Corollaire - Soient E un ensemble, (F.) une famille d'espaces

18T

uniformes, G un ensemble de parties de E. Alers la bijection canonigue

i

de C_FG (B, TJ:\ B} sur \-;] C—FG (E,Pi).' est un_isomorphisme

d'espaces uniformes { 1| F; étant muni de la structure uniforme pro-

duit).

6. - La (}-—convergence dans les espaces dlapplications continues.

Soient E et F deux espaces topologiques, on désignera par C(E,F)
1'ensemble des applications continues de ¥ dans F. 5i E est muni d'un
ensemble (G- de parties, et si F wst un espace uniforme, on désigne par
C G- (E,F) l'ensemble C(7,F) mami de la structure de la, (& -convergence
En particulier, gs(E,F), Cc(E,FJ, cu_!z;,z?) désignent 1'ensemble C(E,F)
wtini respectivement de la structure uniforme de la convergence simple,
de la convergence compacte, et de la convergence uniforme.

2
X

Si AEC et si ¥ est un entourage fermé de F, alors pour

u,v € C(E,F), 1la relation (u,v) € W(4,V) éguivaut & la relation

(u,v) € Tﬁ_;’(K,V), carme on woit par passage & la limite dans la relation
(u(x),v(x)) € V pour x € A (compte tenu que V est fermé, et u,v
continues). Il en résulte que la structure de la G -convergence sur
C(E,F) ne change pas si on remplace (5 par l'ensemble des adhérences
des A € G . En particulier, si Eo est une partie partout dense de E,

la structure de la convergence uniforme est, dans C(E,F), identique &

la structure de la convergence uniforme dans E_ .
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Soit Ey la réunion de G . Supposons F séparé. Si u,v 6‘37(25‘.,}
appartiennent a tous les W(A,V) (A€ G, V eantourage de Fj, u et v
ont évidemment méme restriction 4 E o’ et par suite ils sont identiques
si Eo est dense'dans E et u et v soﬁt continues. Doac ;

=

Proposition 5 - Soient 7 un espace topologique muni d'un

ensemble de parties (3 , F un espace uniforme. Si F est séparé et la

réunion B de (¥ dense dans B, alors C G (8,F) est sépars.

En particul;i.exf, la topologie de la convergence simple dans

une partie partout dense E, de E fait de C(Z,F) un espace séparé.

Proposition 6 - Soient E un ensemble, CP un filtre sur B,

F un espace uniforme. L'ensemble H des applications u de E dans F

telles que uf ) ) soit une bass de filtre de Cauchy dans F est ferms

dans C-F(E,F) mini de la topologie de la convergence uniforme.

En effet, soit u  une application de E dans F adhérente & H
dans < (E,F). Pour tout entourage symétrique V de P, il existe une
application u € H telle que (uo(x) ,u(x)) € 7V pour tout x € E ;
d'autre part, il existe par hypothése un ensemble M& Q tel gue, pour
tout couple d'éléments x,y de M, on ait (u(x),uly)) € V. Comme on &
(uo(x) ,u(x)) € ¥ et (u(y),uo(y)) &€V, on en déduit qus (uo(x),uo(yl)

é?f pour tont couple d!'éléments de M, ce qui achéve la démonstratim

Corollaire - Soient E un espace topologigue, F un espace uni-

forme., L'ensemble des applications de E dans F, continues en uh point

donné x, & E, sst fermd dans ¥ (E,F) muni de la topologie de la con-

vergence uniforme.

En effet, dire qu'une application u de £ dans F est continue

en x, revient A dire que l'image par u du filtre dés voisinages %) |

de x_ est une base de filtre de Cauchy dans F, puisque pour toute
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application u de B dans F, u(x ) est un point adhérent & u{ 46)) .
o

Théoréme 2 ~ Soient F un espace topologique, F un espace

uniforme. Alors l'ensemble C(E,F) des applications continues de E dans

v P est une partis fermée de 5&7(3,1“) muni de la topologie de la conver-

gence uniforme. ’

Fn effet, pour tout x < E, 1'ensemble des applications de
E dans F qui soht continues en x est fermé dans <-3"—-("3,1"‘) (cor. a la

prop.6), donc l'intersection C{E,Fj de ces ensembles est aussi fermé .

Corollaire 1 - Si F sst un espace uniforme domplet, Cu(E,F)

gst complet.

En effet, Cu(E,F) est un sous-espace uniforme fermé de

C-F(E:,F) muni de la convergence uniforme, qui est complet en vertu du

théoréne 1 .

i ’ i - mé d S
Corollaire 2 - L'espace C = (E,F) est fermé dans F~ (E,F) pour-

vu_que toute application de E dans F dont la. restriction d tout AgcE

gst conbinue, soit continume. S'il en est ainsi, et si F est complet 3

C G (E,F) est_complet.

Soit u un élément de C-FG,_ (E,F) adhérent & 'C(E,F). Alors pour tout

A€ G- , ulA est adhérent & C(A,F) dans <F (A,F; mwi de la structure
de la convergence uniforme, et par suite u|A est continue (th.2). Ia

1 : premiére assertion dn corollaire 2 s'ensuit, donc aussi la second.é o
compte tenu du théoréme 1.

La condition du ecorollaire 2 est vérifife par exemple lorsque G-
est 1l'ensemble des parties compactes de :, et que E est de plus métrisa.
ble ou localement compact.

Remarques - 1) En général 1l'’ensemble C(E,F) n'est pas fermé dans

S$(%,F) mni de la topologie de la convergence simple ; en d'aubres
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termes, une limite simple de fonctions continues psut 8tre discontinue
(ef. exercice 2a).

2) un filtre sur C(E,F)'peut converger simplement vers une fonction
continue .sans converger uniformément (cf. exercices 3 et 4).

3) 8i E est un espace uniforme, un raisonnement tout & fait ana-
logue & celui de la proposition 1 monire que 1'ensemble des applicatione-
uniformément continues de E dans F est fermé dens 95‘(E,F) pour la
topologie de la convergence uniforme.

Proposition 7 - Soient E un espace topologique, F un espace unifor-~

me. Alors 1'application (w,x) —> u(x) de C,(E,F)_dans F est continue

in effet, scient 1, une application continue de E dans F, x,

un point de H, V un entourage symétrique de F. L'ensemble T des appli-

rx}

cations continues u de E dans F telles que (u(x},uo(x))éfv pour tount

¥ € E est un volsinage de u_ dans C (Z,F). Comme d'autre part u. est
o ' p o

o

E tel que (uo(x),uo(xb))

[0}

continue, il existe un voisinage U de *y dan
: e 3 ST
€ V pour tout x €U . Oa a par suits (u(x),ugkxc),~fv pour

(u,x) & TxU, ce qui démontre la proposition.
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§£2 - Fnsembles éaquicontinus. '

1. ~ Définitiorset critéres généraux.

Définition 1 -~ Spient F un espace topologigue, F un espace uniforme,

On dit qu'une partie H de W(E,F) est équicontinue en un point X de E,

sl, pour tout entourage V de F, il existe un voisinsge U de x, _tel que

x € Uet u € H impliquent (u(xo),u(x)) €V . On dit que H »st équicon~

tinu si H est équiconting en tout point de E.

Définition 2 — Soient E et F deux espaces uniformes, On dit qu'une

partie H de SH (E,F) est u.nifon&ément\%“éhtinue si, pour tout entourage V

de F, il existe un entourage U de F tel que (x,y) € U et u & H impli-
quent (u(x),uly)) € V.

I1 est clair gque si H est un ensemble d'applications de E dans F
équicontinu en X alors toute u € H est continue en'x  ; donc si H est
dquicontinu, alors les u & H sont des applications continues, i.e.

H < C(E,F). De méme, si H est uniformément équicontinu , élors tout

u & H est une application uniformément continue de % dans F, Il est clair
que si H est uniformémenﬁégg:}ftinue, il est aussi équicontimu, Pour des
cas ou la réciproque est vraie, voir prop.l, cor., et prop.3.

Proposition 1 - Seisnt E un espace topologique (resp. un espace uni-

forme), H un ensemble, F un espace uniforme, f une applicatiocn de HxE

dans P. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : (i)

L'application de H dans <H (E,F) définie par f transforme H ¢n un ensem~

ble d'applications qui est éeuicontinu en xoé' E (resp. en un ensemble

uniformément équicontinu). (ii) L'application de B gans S (H,F) définie

par f est continue en X (resp. uniformément continue) quand on munit

% (H,F) de la structure de la convergence uniforme.

~
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Supposons que E sc;it un espace topologiqgue, et démontrons alors 1'équi
valence de (i) et (ii). Bn effet, on voit anssitdt que (i) et (ii) signi-
fient tous deux que pour tout entourage V de'F, il existe un voisinage U
de x  tel que x €U et v €1 Impliguent (f(u,xo),f(u,x)) &V. On
déwontre de méme que 1'énoncé relatif au cas ou E est un espace uniforme.

Les 3 corollaires suivants ne sont que des reformulations de la
proposition 1.

Corollzire 1 - Soient E un espace topologique (resp. un espace uni-

forme), H un ensemble muni d'un ensemble (5 de parties, F un espace

uniforme, f une application de E dans QG(H,F) ., Pour que f solit conti-

nue ((resp. uniformément continue) il faut et il suffit que pour tout

A& (& , 1l'enszemble des applications de ¥ dans F de la forme

x > f(x)(u), ou u parcourt A, soit éguicontinu (resp. uniformément

équicontinu).

En vertu de 1, prop.l b) on est ramené au cas ou (s est réduit
3 P

a‘iLH

e

; i.e. au cas ou K (E,F) est mumni de la structurs de la con-
vergence uniforme. On peut interpréter f comme une application de HxE
dans F (Ensembles . ..:), et il suffit alors d'appliquer la proposition 1.

En particulier, appliguons le corollaire précédent & l'application
identique d'une partie E de ¥ (8,F), muni d'une topologie (resp. d'une
structure uniforme) arbitraire, dans ‘EFCS' ('E,F), on obtient le

.

Corollaire 2 - Soient H un ensemble, F un espace uniforme, G

ensemble de parties de H, E une partie de ‘FG(E,F). Pour tout u < H,

soit U l'application ¥ ——s v(u) de E dans F. Alors pour tout A€ ¥ ,

1'ensemble I des b pour u & A est une partie uniformément équicontinue

et a fortiori Zquicontinue de AF (E,F). Pius précisément, la structure
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uniforme (resp. la topologie) de la G ~convergence sur § est la moins
fins des structures uniformes (resp. des topologies) pour lesquelles toute

partie de @ (E,F) de la forme A (avec A& &+ ) est unifornément qui~-

/

contife {resp. dquicoatinm).
Co; _gllalro 3 - Soient E un _espace topologique (resp. un espace uni-

forme), H une partie de A (E,F). Pour que H soit équicontinu (resp. uni-

formément continu) il faut et il suffit ague 1 'gpplication x .._>‘3;' de B

dans & (H,F) scit econtimme [(vzssp. uniformdment continue) quand on munit

¢ dernier sspace de 1a structuve de 1la convergence uniforme.

—

On interprdte 1'applieation identique de H dans ¥ (E,F) comme une
application de HxE dans F {Basembles ....) et on apnlique la prop.l.

Corollaire L - Soient E un espace topclogigue compact , F un espace

uniforme, Alors tout ensemble éouicontinu d'applications de E dans F est

uniformément éouicontinu.

O appli que le corollaire 3, en notant gu'une application continue
de l'espace compact E dans un espace uniforme est aussi uniformément con-
tinue,

Corollaire 5 -~ Soient. K un espace tovologique, F un espace uniforme,

3
(1}
(9}
i)
i3
o+
=
)
O
12
=8
0
2
-
+
e
3
)
jo
®

........ TR (E,F). Munissons H de la topologie de la

gonvergsence simnle. Alors 1'application (uv,x) ——> u(x) de HxE dans P

En effet, cette application est composée des applications naturelles

(1) HxE

> HxC (H,F) s F
on ia premidre applieation est déduite de 1'application identigue de H sur

at Ada Tlan
L G2 1787

'tJ

splication ¥ .y % de F dans C, (H F). Comme cetie dernidre

-

s

et continue en vertu do corollaire 3, la premiére application dans (l )

[}

est continue, Il en est de méme de la deuxidme, en vertude §4, prop.7
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done aussi de la composée des deux.
La proposition suivante donne 1'analogue du corcllaire précé-

dent, dans le cas de l'équicontinuité uniforme :

Proposition 2~ Seoient E et F deux espaces uniformes, H une

partie de L (E,F) munissons H d'une structure uniforme plus

fine gue celle de la convergence uniforme. Pour gue H soit unifor-

mément. équicontinue, il faub et il suf fit gque 1'application

(u,x) > u(x) de Hx E dans F soit uniformément continue.

Supposons H uniformément équicontinu , soit V un entourage de:

'F, il existe donc un entourage U de E tel que (x,y) € UetueH

impliquent (u(x),u(y)) &€ V. Soit W(V) l'entourage de H formé des
couples (u, v) tels que (u(x),v(x)) € V pour tou.t x & E. 8i alors
(x,7) € U, (u,v) € WV), on a (u(x),v(y)) & V ,, comme le mOn-
tre la considération de la suite de points u(x),u(y),v(y) dans
F. Cela montre que l'application () e aakie) es;t unifor-
mément continue. inversement, supposons cetie dermiére condition
satisfaite, donc pour tout entéurage V de F il existe un entoura-
ge U de B et un entourage W de H tel que (x,y) €U et (u.v) EW
impliquent {u(x),v(y)) € V ; faisant u = v, on voit que (x,y) €U
implique (u(x),u(y)) € V pour tout u & H, donc H est uniformément
équicontinu, -

-~ Exemples

Soient E un espace topelogigue (resp. un espace uniforme), F un espace

uniforme. Toubt ensemble fini d'applications continues (resp. unifor-

mément continues) de B dans F est équicontinu (resp. uniformément équi’

continu). Plus généralement, 12 réunion d'un ensemble fini de parties

équicontinues (resp. uniformément équicontinues) de ¥ (E,F) est une
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partie équicontinue (resp. uniformément &quicontinue). Bien entendu,
une partie d'un ensemble équicontinu (resp. uniformément équicontinu)
d'applications est encore équicontinu (resp. uniformément équicontinu).

Proposition 3 - Sodent F, BE' deux espaces topologiques (resp. deux

espaces uniformes), F, F' deux espaces uniformes, ¥ une application

continue (resp. uniformément continue) de E' dans E, g une application

uniformément continuej_e_ F dans F!, alors 1'application u —>go u o f

de. F(E,F) dans S (E',F') transforme ensembles équicontinus

(resp. uniformément gquicontinus) en ensembles équicontinus (resp.

uniformément équicontinus). .

~

La vérification de cette proposition & partir des définitions est
immédiate.

Proposition 4 - Soient E et ¥ deux groupes topologigues, munissons

les de leur structure uniforme pauche. Soit H un ensemble de reprdsen—

tations de groupe de E dans F. Alors les conditions suivantes sont

dguivalentes :

v

(i) H est éguicontinu en 1'éldment. ncutrs e de B (ii) H est éguicontinm

(iii) H est uniformément égnicontinu.

I1 suffit de prouver que (i) implique (iii). On obtient par défini-
tion un systeme fondamental d'entourages de F en prenant, pour bout
voisinage V de e dans F, -l'ensemble des couples (x,y) de poinis de F
tels que x—lv & ‘J'. Pour un tel entourage, on doit donc t rouver wum

o

voisinage U de e dans E tel que pour tout couple (a,b) de points de E
= of Foub et 1 a1

tel gue a ® & U, on ait u(a) u(b) € V. Or, on a u(a) ulb) =

= u(a.lb), et i1l suffit donc de prendre U tel que u(U) < V pour tout

u € H, ce qui est possible en vertu de 1l'éguicontinuité de H en e.
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3. - Propriétés fondamentales des ensembles &guicontinus,

Théoréme 1 - Soient % um espace topologique (resp. uniforme), F un *

espace uniforme, H une partie &auicontinue (resp. wniformément éaquicontinue

C\— . prYe
de <4 (E,F). Alors sur H, les structures uniformes de la convergence -

compacte (reso. de la convergence précomnacte), de la convergence simple,

- s o

et de la convergence, siimnle dans une ritie B de ¥ dense dans E, sont
. et - b

1D —

identiques. ' ] - ’ :
I1 suffit de démontrer gue sur H, Ala structure wniforme de la corivér- |
gence simple dans B r est plus fine que la convergence compacte (resp. pré
compacte), i.e.. que pour ’céut entourage V de F el toute partie compacte
(resp. préccompacte) K de E, il exis.te un entourage V' de F et une partie
finie A de B - telle qus pour u,v & H, la relation (u,v) € W(A,V')
impligue (u,v) & H(K.VV). Soit V' un entourage symétrique fixe de 7.
Supposons d'abord K compact. A cause de 1l'éqguicontinuité de H, il ex.‘ls%,e

pour tout x € K, un voisinage U de x tel que. y & U, s ebu € H impli~

guent (u(x),u(y)} € V'. Seit (’UX ) E

. - -~
4 PN
s 2

une suite finie de tels

(o]
aa

i

voisinages recouvrant K, et pouor tout i soit y; un é1éuwent de Eo @' Uxi -
Soit enfin A l'ensemble des Fye Je dis que pour u,v & H , la relation
{u,v) € W(A, V') implique (u,v) & W(X, V') (ce qui achéve la démonstration
en prenant V' tel que \57‘ ¢ V). En effet, soit x € K, pour prouver que |

u(x) et v(x) sont voisins d'ordreV', on notre gu'il existe un i tel

que x &U_ , et on considére la suite de points u(x),u(xi),u(yi),v(yi),

i
v(x ). v(x) . Deux peints oonsécutlfc dans cette suite sont voisins

d'ordre V!, donc les points extrémes sont bien voisins d'ordre g
Dans .le cas ou E est un espace uniforme, H uniformément continue,
K précompact. on choisit encore V' tel que 3' < V, on remarque qu'il

o e

existe un entourage U de E tel que (x.y) € U et u €H impliquent
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(u(x),u(y)) € V', on recouvre X par un nombre fini d'ensembles U; petits
d'ordre U, on choisit dans chague Ui un y; appartenant a Eo’ et on
prend l'ensemble A des ¥ On prouve alors comme plus haut que pour

u,v £ H, 1la relation (u,v) ¢ W(A,V'") implique (u,v) & E{(K,g'),
ce qui achéve la démonstration. '

Théoréme 2 - Soient E un espace topologique (resp. un espace unifor-

me) H une partie équicontinue (resp. uniformément Squicontinue) de &F(E,F)

Alors son adhérence dans % (E,F) pour la topologie de la convergence

simple est encore dguicontinue (resp. uwaiformément équicontinue).

Soit V un entourage fermé de F, Si H est équicontinu, il existe pour
tout x_ € B un voisinage U de x, tel gue (u(x)ju(xo)) € V pour tout
x €U et u €H., Cette relation sera encore valable, par passage 3 la
limite, pour x €U et u dans 1'adhérence H de H dans S (E,F) (pour
la cohvergence simple), V étant ferm3. Cela prouve que ce_t‘r:e adhérence
est aussi équicontinue. On procéde de fagon toubte analogue dans le cas
ou H est uniformément Sgquicontinu.

Corollaire - Sous les conditions du théoréme 2, 1'adhérence H de H

dans S ( E,F) pour la topologie de 12 convergence simple est identique &

1'adhérance de 4 dans C(E,F) pour la topclc»qie de la convergence compache,

|

|

|

(resp. pour ls topologie de la convergence précompacte).
n effet, en vertu du théoréme 2, H est équicontinu (resp. uniformé-

ment équicontinu), a fortiori contenu dans C(E,F}, et tout previent & }

mentrer que H est dense dms H pour la topclogie de la convergence coli-

pecte (resp. pour la topologie de la convergence.précampacte). Or sur H

la topologie de la convergence simple est identique & la topologie

de la convergence compacte (resp. précompacte) en vertu du th.l, donc H

est bien dense dans H pour cette derniére.

Signalons encore le fait suivant, spécial i 1'équicontinuité uniforme
3L, ' ; Suls g p 1 >




R Y n° 238

Proposition 5 - Seient E et F deux espaces uniformes, H un ensemble

uniformément continu d'applicstions de T dans F. Soient © et F les

-~
complétés des espaces séparés associés, et H l'ensemble des applica-

tions u de E dans F déduites des aspplications u € H par "prolongement

5 -
canonigue". Alors H est aussi uniformément &dguicontinu.

On se rawdne aussitdt au cas ou & et F sont séparés. Un systéme fon:
damental d'entourages de F ést formé des adhérences, dans FxF, des 7
entoureges V de F, Pour un tel,V, soit U un entourage de E tel que
(x,y) € U et u € H impliquent (u(x),u(y)) € V. Par suite, (x,7)€U.
et u € H impliquent (@(x),u(y)) & V- Comme U est un entourage de.E,
la proposition 5'est démontrée.

- Ensembles compacts d'applications continues.

Proposition 6 - Soient E un ensemble, F un espace uniforme, G:.'

et G deux ensembles de parties de E telles que Gl c & 57

2
ayant méme réunicn E0 . Soit H une partie précompacte de {FQ; (B,F),
2
alors sur H la structure uniforme de la Gz—convergence coincide
avec la structure de ia -Gl-convergence (et en particulier avec

la structure de la convergence simple dans E_).

(o]

Soit F, 1'espace sdparé complet associé a F. Tl est inmédiat aue
g - y
la structure de la Gi-canvergence suy -"@ (E,F) est 1'image

réciproque, par 1l'application naturelle de < (E,F) dams B ,F 0)
de la structure de la Si-corwergence sur (EO,FO) (cela
résulte par exemple de la prop.4; c¢) du  §&1). En appliquant la
prop.B du remords de Top. Gén., on est donc ramenéd au cas ou F est
séparéd et complet et ou B = E . Alors WGQ(E,F) est séparé et

complet, done 1'adhér§nce H de H dans cet ecpace est compacte, s'iden-

tifiant au complété de l'éspace précompact H, Par suite, la structure

Tt
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uniforme de H = est identique 2 toute structure uniforme séparée
moins fin€, et en particulier & la structure de la Gél-convergence,;.
ce qui démontre la proposition.

Proposition 7 - Soient E un espace topologique, F un espace uniform

H une partie précompacte de C,(E,Fj. Alors H est équicontinu, et sur "

la structure de la convergence uniforme est identique & la structure

de 1a convergence simple dans une partie dense de F. Si de plus'E est

un espace uniforme et si tout u éldment de H est uniformément continu,

alors H est uniformément écquicontinu.

En vertu du cor.3 & 1a prop.l, l'équicontinuité (resp. uniforme &qui. ]
continuité) de H signif.‘ie que l'application x —s x de E dans Cu(H,F)
est continue (resp. uniformément continue). Or l'imagefg de E dans

Cy (H,F) est uniformément équicontinu (cor.2 & prop.l), donc comme H

~

est précompact, la structure de la convergence uniforme sur E est
identique & la structure de la coavergence simple (théoréme 1). I1
suffit donc de montrer que l'application x — s % est continue

(réSp. uniformément continue) quand on munit C{(H,F) de la convergence
simple, ce qui signifie précisément que les applications u & H sont
continues (resp. uniformément continues). Reste & prouver que sur H
la structure de la convergence uniforme est identique a la structure
de la convergence simple dans une partie partout dense E 5 de E, Or'H
étant précompact pour la convergence unifoime, cette dernidre struc-
ture sur H est identique & la convergence simple (prop.6), qui a son
tour, en vertu dﬁ théoréme 1, est identique & la structure de la con-

vergence simple dans E, (puisque H est équicontinu),

Corollaire 1 = Soient E un espace topologique (resp. un

espace uniforme) . (; e &_ds jes de ®, H un ensemble



= n° 288

d'applications continues (resp. unifoi'mément continues) de E dans F.

Pour que H soit préccmpact pour la G-convergence, il faut que pour

tout A€ , Llensemble H|A des restrictions & A des u € H soit

équicontinu (resp. uniformément éaquicontinu), et que pour tout x €E °='

X

1E G A, 1'ensemble H(x)_ soit une partj.e précompacte de F. Si les

A€E sont compacts (resp. précompacts), ces conditions sont sussi

suffisantes pour gue H soit précompact pour la & ~convargence.

En effet, pour que H soit précompact,pour la < -convergence, il
faut et il suffit que pour tout A€ & , l'ensemble H|A soit précom-
pact dana <¥ (A,F) pour la convergence uniforme { & 1, prop.l c):.
Cela implique en vertu de prop.7 que H|A est équicontinu ( resp.Iuni-
formément e'quicon.tinu) ; de plus comme pour tout x & E,s l'applice-
tion u ——>u(x) de H dans F est uvniformément continue, elle tranlafor- ]
me H en une partie précompacte H(x) de T. Inversement, si HIA est éqﬁi-
continu (resp. uniformément continue), et A compact (resp. préicompact)
alors sur H|A la structure de la convergence uniforme est identique
& la structure de la convergence simple (théordme 1) ; si donc H(x)
est précompact pour tout x € B, il s'ensuit que H|A est précompact
pour la convergence simple { $§ 1, prop.l, c¢), donc précompact pour
la convergence uniforme, ce qui prouve que H est précompact pour la

& ~convergence.

n

Corollaire 2 - Soient E,F,C, trois espaces uniformes, f une appli-

cation de ExF dans G telle que pour tout x €E, l'application

% s vy —a»f(x,y) soit uniformément continue et transforme F en une

partie précoupacte de G, et gue pour tout y & F, l'application

~

¥ i X s f(x,y) S0it uniformément continue et transforme & en une

partie précompacte de G. Soient (& (resp. 75 ) un ensemble de

|
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parties de § (resp. F). Alors les conditions suivantes sont toutes

équivalentes :

a) Pour tout A€ &, l'ensemble A des % avec.x € A est une partie

précompacte de Cu( F,G).

a') Pour tout beclf, 1lensemble B des ¥ avec y € B est une partie

précompacte de Cu(E,G) g

b) Pour tout A€ & , la _restriction & A de 1'’application x —» X

(o F
©

de E dans C (F,0) est uniformément continue.

b') Pour tout B€ <75, la restriction & B de 1'application y ———037,

de F dans C“(E,G) est uniformément continue.

c) Pour tout A€ & et tout B€ °C , la restriction de £ & AxB

est wnifornément continue.

Sous ces conditions, pour tout A & & et tout BE L s £(A,B)

est une partie précompacte de G .,

On voit aussitdt, en wertu de §4, prop.l, qu'on peut se borner au

~d

a) implique b), car E étant une partie précompacte de Cu(‘ ,3), sa

cas ou & est réduit a iE} et SC est réduit & iF‘i

structure uwniforme est identique & celle de la convergence simple
(prop.6), et comme 1l'application X —~ % de B dans?f est évidemment
uniformément continue pour cette derniére (les applications

X = f£(x,7) de E dans G étant uniformément continues), c'est une
application uniformément continue de E dans Cu(F‘,G;. b) implique a')
car b) signifie que T est une partie uniformément éaquicontinue ds
Cu(E,C-), et comme par hypothése les F(x) (x € %) sont des parties
précompactes de F, le corollaire 1 s'applique. Par raison de syméirie
a') dimpligue b') et b') implique a), ce qui prouve que a), b), at),
b') sont équivalents. Ces conditions impliguent c), car f est COmpPO-

-~

sée des applications  ExXF —e o BXF (.
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Ces applications sont uniformément continues (% 4tant muni de la struec-
ture de l;. convergence uniforme), puisque E _.._...>’§'l'est en vertu de b),
et %.}CF — G 1'est en vertu de prop.2, puisque % est uniformément
dquicontinu en vertn de b'). Inversement, si f est uniformément conti-~
nue, (ne serait-ce que pour le produii de la structure uniforme donnée
de E par la structure uniforme g_:_i_sgé_gg sur F), il résulte aussitdt des
définitions que F est uniformément éauicontinu, d'ou la condition b).
Cela achéve de démontrer le cor.2. (N,B. - Ce corollaire est surtout
utile quand E et F sont des E.V.T, u une forme bilinéaire séparément
continue, & et T des ensembles de parties bornées donc faible-

ment précompactes de E et F).

Proposition & - Scient E un espace topologigue {resp. un espace uni-

forme), F un espace uniforme séparé, H un ensemble d'applications conti-
3 y

nues (resp. uniformément continues) de © dans F. Supposons que H soit .

dguicontinu (resp. uniformément équicontinu) et que pour tout x & E,

1'ensemble H(x) soit une partie relativement compacte de F. Alors H est

relativement compact dans C(E,F) pour la topologie de la cenvergence coli-

pacte (resp. pour la topologie de la convergence précompacte).

En vertu du théoréme 2, 1'hypothdse faite sur H sera encore vérifige
pour 1'adhérence de H dans ":F'(E ,F) pour la topclogie de la convergence
simple. On peut done suppeser H fermé pour cette topologie. Comme pour
tout X £E, 1'adhérence de H(x) est compacte et & fortiori compléte, il
s'ensuit que H est complet pour n'importe quélle structure de & -
convergence ( $1, prop..?., cor,3), en particulier pour la convergence
compacte (resp. précompacte). D'autre part, H est précompact pour cette
structure, en vertu du corollaire 1. Cowme H est séparé, et complel,

i1 s'ensuit que H est compact, ce cui achéve la démonstration.
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Théoréme 3 - Soient @ un espace localement compact, F un espace uni-

forme, H une partie de Cc(E,F). Pour que H soit relativement compact, il :

faut et il suffit que H soit éguicontinu, et gue pour tout x €X, 1l'ensem-

hle H(x) soit relativement compact dans F.

La .condition est suffisante en vertu de prop.&, elle est nécessailre
en vertu de prop.7, cor.l, car comme tout point de E admet un voisinage
compact, le fait que H|K soit éguicontinu pour tout compact X implique
déja que H soit éauicontinu.

Exercice - Soient E un espace topologique, (S un ensemble de par-
ties de E. On suppose gue la topohogie T, de E est la plus fine des topo-
logies T telles que les appliéations identiques des A& & (mgnis de la
tepologie indui’r,é par To) dans I (mund de T) séit continue, i.e. qu'une
‘partie U de E qui induit sur tout A€ S une partie relativement ouver'te_
est ouverte.Soieht alors F un espace uniforme, H un ensemble d'applica-
tions de” E dans F. Montrer qus pour que H soit équicontinmn, il faut et il
suffit gue pour tout A€ G s Ll'ensemble H|A soit éguicontinu. En conclure
que si H est précompact pour la G -convergence, il est équicontinu. En
conclure que si les A€ 3 sont compacts, alors les conditions suivantes
sur H sont équivalsntes ; (i) H est précompact dans CC(E,F) (ii) H est
précompact dans C G (B,F) (iii) H est équicontinu, et H(x) est
précompact dans F pour tout x &€ E. Donner aussi 1'énoncé analogue pour
" le eritére de compacité relative de H dans Cc(E,F) (F étant supposé
séparé).

Fontrer que la condition imposée 2 (S est vérifide si E est mé-
trisable, et si &  est 1llensemble des parties compactes de E, ou

1l'ensemble des parties compactes qui sont formées de l'ensemble des

points d'une suite convergents et de sa limite.
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&3. - [Egpaces fonctionnels spéciaux

1. ~ La convergence campacte.

Théoréme 1 - Scient E un espace topologique, F un espace uniforme.

Pour tout couple (K,U formé d'une partie compacte K de E st d'une partie

ouverte U de F, soit O.(K,U) l'ensemble des applications continues u de

E dans F telles que u(X) < U. Alors les ensembles de la forme Q.(x,0)

engendrent'(chap.l, §22), 1la topologie de la convergence compacte sur

C(E,F).

Soient F_ 1'espace uniforme séparé associé & F. La topologie de la
convergence compacte sur C(E,F) est la topologie la moins fine rendant
continues les applicatiogs naturelles de C(E,F) dans les espaces Cu(K’Fo)
ou K parcourt les parties compacte de E. Par suite, un systéme de généra-
teurs de la topologie de CC(E,F) s'obtient en prenant pour tout K un
systéme de générateurs de la topologie de Cu(K,Fo), et prenant les imoges
réciproques dans C(E,F) de toutes les parties appartenant aux systémes de
générateurs envisagés dans tous les Cu(K,F). Comme les ouverts U de F
sont les images inverses, par 1ltespplication naturelle F ""’Fo’ des
ouverts U  de F_, et-que pour K' & K, SL(K,U) est manifestement
1'image réciproque, dans C(E;F), de 1l'ensemble Sl(K,Uo) dans C(K‘,Fo),
on voit qu'il suffit de prouver le thdoréme quand E est compact, F séparé
ce gue nous supposons dés;rmais.

Prouvons que l'ensemble (L (K,U) est ouvert dans CC(E,F) - S0t ﬁo
un point de cet ensemble ; comme u, (K) est compact (chap.II, §4, prop.l)
et contenu dans 1l'ensemble ouvert U, il existe un entourage symétriqu¢ v
de F tel que V(uo(K))C:U (chap.II, § 4, prop.l). Soit alors T le voisi—
nage de u, dans Cc(E,F) formé des applications continues u de E dans F

telles que (u(x), uo(x)) & V pour tout x &£K. On a évidemment, pour ces
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applications , u(X) < V(uo(K)) < U , donc u € Q.(X,U), d'ou T - (K,V)
qui prouve que -.(X,U) est ouvert.

Réciproquement, soient u_ & C c(E,F), montrons que tout voisinage

de ug contient 1'intersection diun nombre fini de voisinages de la

forme Q.(K,U). On peut supposer que le voisinage donné S de u, est
1l'ensemble des u & CC(E,F) telles que (u(x),uo(x)) & V pour tout x € E,
oh'v est un entourage donné de F. Comme u_  est continue dans E, elle
est uniformément continue (chap.II, $4, th.2) ; soit 7, un entourage
symétrique ouvert de F tel que %1c.v . 1L existe un recouvrement de‘ﬁ}
par un nombre fini d'ensembles compacts I(l (i £1 gn) tels que uo(Ki)
goit petit d'ordre Vl pour tout i. Soit Ui l'ensemble_ ouvert Vl(uo(Ki)),
et soit u une application continue de E dans F appartenant & l'interszc-
tion des n ensembles _O.(Ki,Ui) (qui contiennent manifestement u;). Alors
pour tout x € K, uo(x) et u(x) appartiennent a U;, donc sont voisins
d'ordre Vl’

au moins, il s'ensuit bien que u &S, ce qui ach&ve la démonstration. ‘

donc voisins d'ordre V., Comme tout x € F appartient & un K

Ce résultat conduit & poser la détinition suivante :

Définition 1 -~ Soient E et F des espaces topologiques (non nécessaiz;eJ

ment uniformisables) . Pour tout couple (K,U) formé d'une partie compacte

K de E el _d'une partie ouverte U de F, soit (L(X,U) l'ensemble des

u € C(E,F) telles que u(K) < U. On appelle topologie de la convergence

compacte dans C(E,F) la topologie engendrée par 1l'ensemble des parties

de la forme (L(K,Uj. L'espace topologique obtenu en munissant c(®,F) de

. cette topologie est noté Cc(E,F).

Lorsque F est un espsce uniforme, le théoréme 1 prouve la compatibi-

1ité de cette définition avec la définition donnée dans le §1, n°2
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La topologie de la convergence compacte dans C(E,F) est plus fine que
la topologie de la convergence simple, qui est en effet la topologie

engendrée par les parties de C(E,F) de la forme 2(K,U}, ou K est

réduit & un point . Par suite, si F est séparé , CC(E,F) est séparé

Théoréme 2 - Soient E, F, G trois espaces topologiques, f une appli.

cation de ExF dans G. Pour tout x €E, soit X 1'application de F dans

G géfinie par ?c/(y) « f(x,y). Si f est continue, alors 1'application
X ~—sX €St _une application continue de E dans CC(F,G). La réciproque

est vraie si F est localement compact.

Supposons que f' soit continue, montrons que l'application
f' ; x —»X 1'est. Comme la topologie de Cc(F,G) est engendrée par les
ensembles de la forme _Q (K,U) , ou K est une partie compacte de F

et U une partie ouverte de G, la continuité de f' signifie que pour

tout couple (K,U), l'ensemble V = g1t ( <L (K,U)) des x € E tels que
f(x,y) €« U pour tout y € K est ouvert. Soit donc xo € V. Pour tout
y € Kona f(xo,y) € U, donc comme f est continue il existe un voi-
sinage V_de x‘ et un voisinage W_ de y tel que f(Vy xwy) < U. Couue

o o Y
K est compact, il existe un nombre fini de points y; de K (L €<i4&n)

tels que les ensembles W recouvrent K. Soit V' 1l'intersection des n
d
voisinages Vy de X, s c'est un voisinage de Xy » et six V' , ye€X
i
on a f(x,y) € U puisque y est contenu dans un des Wy et que xéVy
i i

On a donc bien V' £ V; done V est un voisinage de chacun de ces point:
X donc est ouvert. ‘
Réciproquement, supposons f' continue, et F localement compact,
montrons que f est continue. Soient X, € E, Yo & F, U un voisinage
ouvert de f(xo,yo), prouvons qu'il existe un voisinage V de x, et un

voisinage W de y_ tel que £(VaW) € U. Comme x  est continue, il




- 31 - n° 288
existe un voisinage compact W de y, tel que '3:'0(W) CU. Comme X —s X
est une application continue de E dans Cc(F,G) , l'ensemble V des
x € E tels que X €Su(W,U), i.e. tel que f(x,y) € U pour tout y & W,
est une partie ouverte de E, donc un voisinage de Xy On a alors £ien
£(V,W) < U.
Corollaire 1 —(Pour faire plaisir & CARTAN)- §gigg§ E et F deux

espaces topologigues, H une partie de C(E,F). Alors sur H, la topologit

de la convergence compacte est la topologie la moins fine pour laguelle

1'application (u,x) —> u(x) de HxE dans F soit_continue.

On applique le théoréme 2 & 1'application (u,x) —s u(x) de HxE
dans F, lorsque H est muni d'une topologie arbitraire.

Corollaire 2 - Soient E, F, G trois espaces topologiques, F étant

\
localement compact, B séparé. Alors la bijection naturelle de K (ExF,G,
sur F(E, F(F,G)) (g,

) induit un homéomorphisme de Cc(Eb(F,G) sur

C.(E,C (F,G)).

En vertu du théoréme 2, on obtient une bijection du premier espace
sur le second, reste & voir que la topologie du premier est bien
1'image réciproque de celle du second. Comme un systéme de générateurs
de la topologie de C (F,G) est formé des ensembles <L(K,U), ou K est
une partie compacte de F et U une partie ouverte de G, il s'ensuit
aussitdt, en vertu de la définition 1, que la topologie de Cc(E,Cc(F,G))
est engendrée par les ensembles de la forme (L, QX)) 971 K,U
sont comme ci~dessus et I est une partie compacte de E. Or l'image
inverse dans C (ExF,G) de Q.(L, 0.(K,U)) est Svidenment

0.(XxL,U), done ouvert, ce qui montre que l'application envisagée
dans le corollaire est bien continue. Inversewent, soit M une partie
compacte de ExF, U une partie ouverte de G, montrons que L(M,U) est

ouvert pour la topdlogie, engendrée par les ensembles de la forme
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0. (Kx1.,U) (ce qui achdvera la démonstration). Soit donc Te.Q (M,U)
on va montrer que 1'on peut trouvez.:- une suite finie (K_—|L ’Li)l <ign
de couples d'un compact % dans E et d'un compact Li dans F, tels
que l'intersection des -Q-(KixLi,U) contienne f, et soit contenmdans

A.(1,U). Soient K(resp. L) la projsction de M sur % resp. F, ce
¢ sont des parties compactes de E et F, et on a M C KxI., Comme
£~ (v) r (¥xL) = est une partie ouverte de 1'espace campact KxI conte-
nant le compact M, on peut trouver un nombre fini de couples (K;,1;)
de compacts K1 <K et Li c L, telsque M = C \f KixLi <

] f’l(U) A (KxL). Ils répondent & le question. (N.B. - La démons-
tration dans 1'ancienne rédaction $tait canulée. On pourrait peut-&tre
remarguer que le corollaire 2 est trivial si G est uniformisable &1,
nos, prop.3. - Je suspecte qu'il est faux si E n'est pas séparé,
Dieudonné exercicera )

Proposition 1 - Soient E, F, G trois espaces topologiques, F &tant

localement compact. Alors 1'application (u,v) —s va de

C.{E;F)xC,(F,G) dans C.(E,G) est continue

I1 faut montrer que pour tout éompact K dans E et tout ouvert U
dans G, l'ensemble R des couples (u,v) tels que vu(K)¢gU est ouvert.
Or soit (u,,Vo) tel que v ,u (K) c U. Aors u(K) est une partie
compacte de 1l'espace localement compact F, contenue dans la partie
ouverte vo-l(U), donc elle admet un voisinage compact L contenu dans
vo-l(U). Alors 1l'ensemble V des u € C_(E,F) tels que. w(K)c L est un
voisinage de u_, 1l'ensenble W des v &£ C,(F,G) tels que v(L) U est
un voisinage de Voo et (u,v) € V=W implique wé Q.(K,U) , ce qui prou-

ve que R est un voisinage de u Vo - C.Q.F.D.

[oLd

. - . _
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2. ~ Groupes d'hqméomorphismes.

Proposition 2 - Soient E un espace uniforme, H un ensemble équicon-

tinu d'homSomorphismes de . Alors 1'spplication 0w o de BV aue

H est continue pour la topologie de la comvergence simple.

T1 suffit de montrer que, pour tout x, €E, 1'application

| Qp— u_l(xo) de H dans E est continue en tout point
u, E H-l; Soit V un entourage symStrique quelconque de E 3 posons

Ty " uo-l(xo). I1 existe un entourage symétrique U de E tel que la

relation (x,xo) € U implique (u-l(x),u"l(xo)) €V pour tout u & H-l,

puisque H est équicontinu. Prenons u €& H“l voisin d'ordre W(yO,U)

de u  ; on a donc par définiti‘on (u(yo),uo(yo)) €U, i.e. (u(yo),xo)éU
2 : b i

On en déduit (yo,u 1(x°)) €V , clest a dire (u0 “(xo),u l(xo)) eV

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire ~ Soient E un espace uniforme, H un groupe équicontinu

d*homécmorphismes de E. Alors la topologie de la convergence simple

sur H est compatible (chap.III, §1, nol) avec la structure de groupe

de H. -
I1 suffit de conjuguer la proposition précédente et le cor.5 de la

proposition 1 du &§2.

Théoréme-f)‘ ~ Soit G un groupe d'homéomorphismes d'un espace locale-~

ment compact E. Mmissons G de la topologie de la convergence compacte.

et supposons qu'il existe un voisinage symétrique H de 1'élément neulre

de G qui soit relativement compact dans Cc(E,E). Soit ﬁ 1'ensemble des‘

limites dans C_(E,E) des filtres @ sur G tels que § et q)_l

soient convergents dans CC(E,E) (ou q)"l désigne 1'image de (P

par l'application u —— wt de G dans lui-méme). Alors G est un

groupe d'homéomorphismes de E, sur T 1la topologie de la convergence
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compacte est compatible avec la structure de groupe, et fait de G_un

groupe localement compact, admettant 1'adhérence H de H gdans Cc(E,E)

comme voisinage compact de 1'élément neutre, et admetiant G comme sods

groupe partcut dense.

Il n'y a qu'a recopier l'ancienne démonstration, (un peu longue
il est vrai). Comme le théordme sera probablement vidé, le rédacteur
se dispense de copier. Aprés le théoréme 4 il y a une foultitude de
remarques, dont 1l'objet manifeste est de donner 1'impression & un
lecteur sans malice que ledit théoréme est particulisrement important
La remarque 3 est @s doute fausse, en plus.

- Applications bornées, convergence bornée.
Soient E un espace métrique. Une partie A de E est dite bornée

s'il existe un nombre fini M% O tel que d(x,y) £ M pour x,y € E.
On voit aussitdt, & désignant un point quelconque de %, qu'il revient
au méme de dire qu'il existe un nombre fini N » 0 tel que d(a,x) £ ?
pour tout x € A. Ceci dit, si F est un espace uniforme quelcongue,

on appelle comme de juste structure de la convergence bornée dans

% (E,F) (ou sur une partie cuelconque de < (E,F)) la structure
de 1a (& -convergence, ou (& désigne 1'ensemble des parties bor-
nées cie E.

Supposons maintenant que E soit un ensemble quelconque, et F un
espace métrigue. Une application u de E dans F est dite bornée oi
u(E) est une partie bornée de F. Plus éénéralemer;t, soit & un ensem-
ble de parties de E.

Considérons 1'ensemble B & (E,F) des applications u de E uvans F

telles que u(A) soit borné pour tout A& & , et munissons B (E,F)

de 1la structure de 1a (& -convergence. Pour-A¢ G , et u,v &€ By (E,F)
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soit 2

dA(u,v) - sup d{u(x),v(x))
XEA

On constate aussitdt que les d, sont les écarts finis sur B - (E,F),
et que la famille de ces écarts, quand A parcourt (& , définit la
structure de la (3 -convergence sur B G (B,F).

Proposition 3 = Soient F un ensemble, F ua espace métrigue. Alors

1'ensemble B(E,F) des applications bornées de E dans F est une partie

3 la fols ouverte et fermée de l'espace < (E,F; muni de la structure

de la convergence uniforme.

En effet, si u est bornée, toute applica_tion v de E dans F telle
_que (u(x),v(x)) £ 1 pour tout x € E est Svidemment bornée, ce
qui montre ;;ue B(E,F) est ouvert., D'autre part, si u est adhérent 2
B(®B,F), il existé une application bornée v telle gue d(u(x),v(x))<1
pour tout x € E, donc u est bornée,

Corollaire - Soient E un ensemble muni d'un ensemble de parties & ,

F ua espace métrigue, Alors l'ensemble B (E,F} des applications de

E dans F gui transforment tout A€ (& en une partie bornée de T esi

fermé dans ‘:.'r"'G (E,F). Bn particulier, si F est complet BG (B,F)

est, complet pour la G - convergence.

La premidre assertion résulte aussitdt de la proposition 3 appliquée
aux espaces B(A,F) (avec A€(E ). La derniére assertion en résulte
compte tenu de par.l, noh., th. 1.

Corollaire 2 ~ Soient E un espace topologigue, F un espace métrigue.

Alors 1'espace des applications continues bornées de E dans F est & la

fois ouvert et fermé dans C(E,F) muni de la topologie de la convergence

uniforme, et é&st complet pour la convergence uniforme si F est complet
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La premidre assertion est une conséquence immédiate de la proposi-
tion, la deuxidme en résulte compte tenu de §1, n%6, th.2).
Soient § un ensemble muni d'un ensemble (S de parties, F un espace
normé sur un corps valué ~K. Pour tout A€ & , la fonction :
i lf p = Sup fulx) }
X EA
est évidemment une semi-norme sur l'espace vectoriel B = (B,F), et
la distance associée & cette dernidre n'est autre que dA(x,y). Ainsi,
la topologie de B@;(E,F) peut &tre définie par la famille de semi-
NOrMES U wee—d Uu\l_A . En particulier, si E€EGE (la (€ ~convergences
coineidant donc alors avec la convergence uniforme) cette topologie
peut se définir par la seule norme,
Juf = Sup fulx)lf

x€E

Soient en particulier (Ei)l 7

! des espaces normés sur X, soit
LE &R

E leur produit , et soit F un espace normé sur K. Alors l'espace des
applications multilindaires de E dans F est une partie de F (®,F)

fermée pour la convergence simple, car formée de 1'ensemble des

u € ¥ (E,F) qui satisfont & des relations de la forme :

u(x + xf , Xysenes xn) = u(xi, %, peeesX ) * u(x._'L', Xos aves x,)
u(7\x1, Xy 5 eeees Khow )\u(xl,...,xn)

(et des relations analogues relatives aux autres arguments £y ,...,xn) |
les deux membres de ceb relations étant des fonctions continues par
rapoort & u € C—FS(E,F), il s'ensuit bien que l'ensemble des u qui y
satisfont est fermé, I1 résulte alors du corollaire 1 & prop.3 que
1'ensemble des applications multilinéaires bornées de E dans F est
fermé dans ¥(E,F) pour la convergence bornée. (E étant considéré comm
espace normé pour la norme “(li)ﬂ = Sup 'II % )i done est complet
si F est complet. Co.me les parties borné:a de E sont évidemment celle
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dont les projections sur les facteurs Ei sont bornées, que les parties
bornées de Ei sont contenqes (du moins si X est non discret) dans un
homothétique de la boule unité de E;, il s'ensuit aisément que sur 1l'es-
pace vectoriel L(El""’En ; F), la topologie de la convergence bornde
est définie par l'unique norme :

ull = Sup fulxy,...x )| pour il <1,....0x llg L
Ceci mérite sans doute une proposition en forme et une rédaction

moins cursive, mais 1l'endroit pour ces sorites semblerait plutdt

dans les E.V.T.




