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Sorites sur les catégories MOrPhigUEs seeacsssccscsscanss

_ Digression sur leg BUTHOBUTES seecesccsssctosvoonscncanse

Catégories prélocales au deseug d'un espace topologique X
Catégories locales au dessus d'un espace topologigue X .
Bspaces £ibrés ZENOTEUX ssvsesssrcscssrsscceassnsonnscsnog
FaiSceaux-..........,...;.......................,........
Group bundies et faiscelil 4@ BTOUDPES sceveccssancassssass
Fibré avec group bundle d'opérateura .....,.....‘.........
Définition des espaces £ibrés & faigceau structural ceses
PLbrés 639001 seesreensteaasrtrstsstaressssissassnnasnes
Faisceanu principai asgocid. Restrietion du faisceau gizuc-
- R R R R R
e foneteur H'(X,¢) et son interprétation vescesesssasias
Tes sultes exactes de cONOMOLOGIC svevsvacsirarsrnnnnceys

Ok on tord les faisceaux strueturaux cesessosrsasanconnin

P
D.
Do
Do
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Ce qui suit est un résumé, eonvenablément fonctoxrisd, dtun rap-

-

port didagtique Scrit 2 l'Untveréité de Kanses, et qui @ &té distri-.
buém Te rappopie ur penge gue, contrairement & oe qui a lieu pour le
rapport Ghevalleyq, le sac axiemat;gue gu'il propose esi esces Zros
pouy sonteniy tbutas les_{éri@ntaﬁﬁdﬁ 2ibrés gu'on renconirera, dansh '
1a n&ture'onlailleuré, sans 0+re:peﬁr cela plus encombrant. Une pres
miére différenoa *mgortante aveu ie rappoxrt PIJCéQEuG est gu'on pe a8
'limite plus aux fibrés looalemen‘ trivianx (& ¢1bre*t7fe fixée) R

Lithypothtse dlune

l—a

ibre-type n'ajoute rien (sinon de fausses idées)

quend on déroule les soritea sur les fibrés "o falscesu giructoral®

-

drgilleurs, 11 eat guend mlme désirable que n'importe guel f£ibné
(f.e. vn couple formé d'un ebBpmpe=basse X et d'une mppllicatlon sontinhe

£ dtup espace B dans X), qutil-soit ou non localement trivial, ptissae

rentyey dané:le gchéms généfali En_deuxiéme lisu, bn-en errive iel de -

fagon trids 1atu_«lle et dxrecue an méconisme algébrique egoeniiel des
2ivrés, qut peut se résumer pour'lfesaoaﬁleL dans le défipition en

Zonoteux }! (X‘ ﬁﬂ du. faiscenn de gz'oupes {a'*éhe’ws ¢y, non) g gux X’f

gt ltétude de 1@ sulte. expetve, de cohonologi* 2880¢iéec & ure suite e:acte

de faisneauxa T -ne Peit pas de doute pour le rapporteur que Les A

yerges variantes de le suite’exsete, comme clles sont esgliissées Bux .

S ‘ el 0% St g
o 13 e} 4, dsvront figursr quelque part dens Bourbalid. Gomme elleg
o =y : A - ‘ i L N ¥ . T

,7ﬂgant;parfaiﬁement_élééentairﬁgééﬁgug:plape véritable sembleralt ﬁieu

b2

.56 ramarguser quvtun .
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développemenf, point par point parallélé A oelui des n%® 13 et 14,‘
peut se faire pour la cohomologie H°(x,s) et H1(X,G) d'un groupe &
ooefficients dans un.groupe G (non nécessairement abélien) ot 11 6pére
(X pouvant &fre un- groupe disczety ou un groupe topologlque opéran*
dans le groura topologique G, on Bh groupe de Tie complexe opérant dans
 19 groupe oomplexe [¢) eto) s et ces dévelopoements semblent utile au
mfme titre. Cet exemple et d{autrea ‘montrent’ qutil serait peut étre
indtqué, en algébre homologique, de faire un paragraphe d'algéb;é
_homologique non eommutative, dans ‘des claeaes plus généralee que les
claases abéliénnee, et dlen tirex les suites exacues qui nous inté:es;
. sent comme cbe pary Louliers. Ie rédacteur es% pr®% & éc*ire un petit
rapport, s!il semble dési*ehle. < Do toutes Iagons, la dérinition du
"deuxiéme opérateur oobord“ de la £in du nOij, faigant intervenﬁr un
groupe Ha(X,F), ne pourra étre donnée dans 18 premiére partie de
'_.Bourbaki.. Sk :

1, Sorites suxr 1es eatégorxea mprphlqgea.

Il semble que la place véritable de ceg sorites soit en théorie
_des ensembles. En effet, aé3a dans . la Premidre Part&e. on se sert
implicltemept & travers ghsque iivre de relations de oompatibilité qil |
expriment que certains trucs sont des foncteurs dtbutres trucs, qulon‘v{
a un.homddorﬁhigme ddun foncteur dans un autre etce . %
Jusquta présent;_il a pu sembler excusable qu'on paésé sous un silence
.puﬁiquevde.télles compatibiliﬁés évidentes, Mais dans un sujet comme
1es‘f1brés}'un-tél siiehéé.sefa;t absolument antibourbachiéue. Il eé?
dfailieurs évidéht;podr téﬁt 1é monde qulon eura 3 fonctoriser fermef'

i

dens les. parfies suiventes, alors tant qu'd faire { 31 ‘Faut Buski notex
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que les oontorsions didlegtigues pour fourrer Les catégoriee ¢t fonce
‘teuys sous le chapean ldgique cenonigue fereient une jimpression pénie
ble partouy silleurs 'qulen théorie des ensembleg (et iexhe 13 3 mais
| elle est L& pour 3&). Enfin. la notion de foncteur me senmile donney une
fagon tyds meniable de définir les structures (voir plus bas)s _

| On laissersz ici les contorsions dialectigues & dé plus qualifids,
e} ae-piaoera au point de vue "naif" comme tout le mohdes Une gatégorie
morphifua 6] est une catégerie dlobjeta (s}ppelés trues) A',B,... $ aveg
la donnde pour ‘ktout couple dédiéments (AeB). de € atun enseuble mn{a,B)
(qui peut Btre vide) appreld ensemble des woxphismes de A dans B

(?yq:bolj.séa par des £1l3chda pomme W p A --93;8) $ ét pour tout tz;iple
A,8,0 @'61éments de € dlune appliention H(B,0) X B{AB) ~—BU(A(C)
ngtde tv',u) ~3p ¥u (composition des morphismgs) de telle fagon gulon
ajt l'axiome d'essoci ativite wiwn) = (w)u" et que pour tout AsC, :
M{A) confienne un 616ment iA fliiden¥ité dans A) qui soit élément nous
tre pouy les ggmpési.tiones evec les morphismes de M¢A,3) & gauche ou'_‘
de M(B;A) & droite, quel que soit B, Un uéHI(A’,B) ’est dit un isomop-
phisme stil existe un w &H(B,A) tel que uv uIB et vu @ I, ; ce v ga}
albrs unique et s'appelle lfinverse de u (et souvent on "identifierat
Aet B pﬁr n et v). Uh fonoteudr eqevariant ¥ dlune caitdgorie morphiqug
@ dens vne eutwe Glest une "fonetion" essoejant & fout A€C mn
P(AYeC! et A tout uénr(a.a) (A8 € @) un Flu)&B(P{A) PU(B)), de fagon'
compgti'bie aves les unités et les loias de obmposition ;

Plvn) = VP, FiTy) v Ipta)e Dézinition analogue pour un foncteun
eonjravarient, la seule différence étant qu'on suppose maintenany
F(vu) w Plu)P{v), D'aillenrg introduissnt ia "cetégorie morphidhoe
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g_ﬁg__{g" _eg de-epaz Yo procddé hjen eonnn de renvereement des :lécﬁes.
‘ 196 foneteury contravegianis de e dar;a E€/5ont les foneveurs co'rari,é.nts
de &8 gang €lou ae € dans €, o} invermemeny, ¢e qui permet dans
beancoup de questions de 26 borner aux Joneteura covariante, On peu}
gomposer de fagon évidente dep Zoncteurs ¥ ¢ C——pCf et ¢ ( &/ —pEY
pour obteniyp un_foncte&x‘@l‘ 18 —»GY 2 éomposit!on des foneleors
est essopiative, .e‘c les "fongteurs }dentiques" dens lee cstégories
jouen} 18 r8le diéldments nenitres (formellement, {out se passe gomme si
on pouvalt gonsidSrer la catégorie qzo:phique de toutes les catdgories
moxphiques ) '

éoient P es G deux fongteurs covariants dlune catégorie morpaigue

e_ dans une autre e’, on appelle homomorphisme db foncteur F dans ¢

une "ronqi.:ion" P qgi associe & Wout Aee uiz morphisme (piA) de g‘(A}
- dans Gih')"; de telle fagon gque pouyr un morphisme A ~—» B dans t.?". le
: dlagyanme corrsspondanyg auivé.nt solt commutatirt '. |

F(lA)-‘---Q(B)

i

G*A)-—-yt!(BJ ; |
les homomorphismes entre fonoteurs covaridnts de ¢ dans (' se composent
dtailleurs de fagon évidente, la lof usuelle dlassocictivité. stant
gatigfaite et ls "homomorphisme identique® de.F suy lulenéme Jjousnt le_
Ble d'6lément unifé pour ostte Gomposition {de telle soxbe que Formele
iémqnt, tout se passe comme si on pouvait gonsidérer la catégorie mor-

phique de tous les fdnoteurs de (f' dans €7), Un homomorphisme du foneteur

F dang le :fo_nc’cew: G egt dig un ;.aomorphisme de foncteurg si pour  tout

A& , Ye moxphisme ¢(A) 3 F(A) »—>G(A) est un isomorphisme (slors on
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ge permetira souvent dlidentifier F et §). Deux foncteurs

p“, C—=>C et 74 '; E! —-—>» G sout dits foncisurg inverses llun de
lignire i MF est isomorphe au foncteur identique de € e !‘F; ent ieo:
morphe au foncteur ldentique de 6’; quand on s'est denné explicifement
un isomorphisme de F'P et du foncteur identique dans & et de FF' et du
fonoteur identique dans €/, il se trouve qu'on peut ssns inconvénient
subg{ituer Ca Cles invs:ésement. et en pratique on les Videntifie®
effeotivement (exemples innembrables, une bonne partie de la mathdma-
tique coneistant précisément & interpréter une situation en termeg
d'une autre : ainai un falscean ﬁéfini via les fibrés "n'est pas autre
choget gqutun feisceau défini via les préfaiscesux eie,)

Ctest essentiellement tout ce qu¥il nous faudra poup ce gui sui#
sur les catégoriés morphiquies, Dans un paragraphe systématique comme le
rédacteur en réclame, il fandralt inglure sussi des sorites du gofl}

sulvant § sommes cartésiennes, produlis certésiens, "injectiong" ef

"gurijeetions®, objets neutres, disgrammes consizulis suivant un certain

schéma de dlegrannes {consistant en un ensemble de sommetg, de fléches

ot de relations de commutation), e&tégories morphigues formfes des

diagrammes construits suivant un schéma donnéd dens une catégorie mor-

phigue donnde (il Se trouve gulun grand nombre de catdgories morphigues
importantes s'interprdtent comme des catégories de disgrammes j; dans le
cas des classes abéliennes, cela permef de leur appliquexr des théor2mes

de permenence démontrés une fois pour toutes),



2o Digression sor lea structures,

-

La digreesion qui suii fera mieux comprendre le définition fondes
mentale dn n 9g, De plus, s'il en eet encore temps, elle peut peut-€ire
gexwiy & simplifieg la ré@action actueclle des struoturee.. 2

4 Congidérons la catégorie des ensembles comme une oatégorie mor—
phique, aveg pouy wmorphismes les bijections, aolt.ép. Quelle que sol%
la déflnition gu?on adopte pour la notion ds "espéce de structure T",
il faut qutelle satisfesse aux conditions suivantes
(1) poox tout ensenble ®, on peut considérer litnsemble des siruciures

sur B d'espiee T, soi% T(E} 3

(1) Si £ est une bijection de B sur un ensemble ¥, toute structure

dlespéee T sur B définig une etrocture d'espce T.sur P (dit obteny

par transport de structure) et on cbiient ainegi une bijection de T(E)

sur Z(F), qulon notera T{£) ;
(114} TUI5) = Ip(gye $(82) » PGIT(L) 81 2 ¢ BP0t g 3 F—>F

sont deux- bijections, En dtautres ‘termes, T définit un foncieux cova-

riant de %?dans {? Réciproquement, étent donnd un foncteuy cevarisnt ;
P de gfﬁansi? ; €% un ensemble Ef il semble raisonnable de considérer .
le echoix d'un &lémens de 2{E) gomMe définigsant sur E wne certaine
structure, djite struature d?egpice T, Bourbaki semble restreindre le
,foncteur T & &tre dtun type péniblement explicitd a llavence (T(E) étant
un ensemble gonstruli} dans liéchelle dtensembles sur E et certeins en-
sembleg auxiliaires constants, suivent un schéma explicité, ou plutdt

i sousfensemble obtenu‘par des axiomes supplémentaires), Pour ce quon
a & en faire, Ge semble se donner bien du mel rien que pouxr avdir le

droit de parler de transport de gﬁrueture. Dlailleurs, en langage
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?.bnctorial, les situations les plus communes dans la commidération de
straotures d:.verses 5'6noncent de Iagon inmédlate, Solj f’la catégorie
daes ensem‘blos, aveg pour morphismes touteg lem applications entre
ensembles’ aloxrs 168 foncteurs de fdans*f ou dans\fsont manifestement
les m8mes, donc on peut congidédrer aussi une espéce de structure
comme un foncteur 7 sf—-—) f'. Ceci dit, soient S e} T deux tels
. :oncteure, 01t ¢ an homomorphisme de S dans ﬁ. ls®, pouy tout ensemble
E, on ge donne une applicajion ¢(E) . S(B) ——1(8), qui satisfasge &
In condition de compatibilité usuelle pour une bijegtion E«--»F s
oela signifie dong que pour toutienaemblo By la donnée dtune structure
diespdoe S sur E implique (de fagon explicitée) la donnde dtupe struc- |
ture dlesploe T, et ceql de fagon & satisfaire & la loi de ocompmitibi-~
lité évidente relative aux trensports de strueture, On dira alors guton

a subordonné l'eapéee de structure T & l'egpdcs de structure S,

(’shéonquement 11 peut y avoir plusteurs manidres de le fa“:ce, meis
1l se trouve pratiquement qu'il y en a au plue une qul se présente de
fagon naturelle). Si p es¥ tn isomorphisme de § gur T; aloxrg on pourra

dire que les espbces de structuzes S et T sont daquivalentes ¢ bicn que

les "termeg" S e% T pulsasent avoir une strugture formslle oomplétement
différentg, cependant la loi.xp donne une prescripition moyennant gquoi 5
la donnde, sur un ensemble E, d'une structure d'es_?péce 8 est complite-
ment équivelente & la donnde d!'une structure dlesééce T;

D'ajilleurg, arrivé & ce point, il ne coﬁte pas plus eher, rempla-
gantf pPar une cetégorie mo:cph:.que quelconque }9 de congiddrer comme

captet de structure sur(«o'l:out foneteur, défini sur la catégorie more,

phigue 67 obtenu & par'i:ir dae een restreignan"c les morphlsmes & 8ire
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des isomrphismes, et & valeurs dans é . Le donnée d'une struc-
ture d'espdee T sﬁr un truc AE€ est alors per définition la donnde

d'un élément de F(A), Ceei posé, on peut alors forwer la nouvelle
catégorie nrzo:rphiqu_e(_a,}3 dont les 6léments. sont J..es‘ couples (A,t) d’nn.
8¢ muni dtune structure t¢ T(A), iee morphismes‘dans(fT de (A,%)
dens {A',t!) 6tant les isomorphismes a de A eur A' tels gque |
T(u).t = t! (i.e. tels que %! s'obtienne a partir de t par: transpors
de structurs par u). :
Hien n'empdche d'silleurs de considérer, pour un AeC. donné, la
sous-catégo.riée(l\} de.C"é formé des B&l isonorphes 2 A, ( co gui
revient & considérer une catégorie ol les morphismes sont des 1m0~
morphismes et oh tous les tiuee gont isomorphes), et de se proposer
d.e rechercher les egpdess de structures possibdles sur C (&) (intui‘ci-..
venent, toute eeptce Ge structure P surC 's'obtie_nt en oprenant an
repréaentont A dzns chague clesse Ce truos isomorphes de L ; €% e
prenant arbitrairezent une esndece ‘de s*t;ructure T, sur chaocupe des
catdgories wmorphigues € (A)). Soit denc T une espdce de structure
sur C (A), alofs le groupe Aut.d deg isomorphismes de A gur luji-m@ne
opdre dans T(4) = E. Pour tout BEC {A), l'ensemble T(3) ect alors
canoniguement is'omorphe a4 Is{A,3) x T(A), quotient du produit
Is(A,B) x T(A) par le‘grdupe Aut;(\Ag';égént par g olu,t) = (negz,z c.t).
D'ailleurs,--ﬁei'tant dtune reprégsentation gquelcongue de Aut. A par
perautation d'un ensemble % , 8lors B -—-;Is(A,B%ALItc ;\G eat un fono
2t A)

teur ae G (A) dnr‘a { ; et on obtlent sinsi une correspondance DET—

= e . -
faite entre "egpdce de siructure® sur ¢ (A) et représentations de



Aut A parxr permuf:atinns. ;
Soit maintenant I l'ensemble guobtient de T(A)-par le groups
Aut A, : »

" Pour tout isomorphisme ‘£de A sur un Bel (A); f induit ane bi- \
jection de I sur T(B)/Aut.B, et cette dernidre ne &fpend pas du ohoix
de. f; en d'autres termes, pour tout i¢ I, T(B) est rdunion de sous-
engsembles disjoin‘hs Ti(B) (ie 1) et les Ti sont encore des Ionctem:a
sur€ (A). On est donc remené, pour evoir une vue d'ensemble sur les

esptees de structures possibles sur C{A), {(modnlo équivalenee).u —
d'env1sapcr le caz ol I est rédult & un élé"ent i.e. ob Ant,A opdre
transitlvement sur T{A), ob ce gui revient an mdme, ol tous les
61léments de C(A}T (catézorie des trucs dans C(A) avec structures
G'espdce T) sont isomorphes, Cholaissons alors un t €T(A), soit'

G cAut.A le stabilisateur de ¢, i.e. le groupe des automorphianén_,
de (A,t). Pour tout BeC (&), l'ensemhle'ﬁjé‘(’A,B) des isomorphismes
de A sur B eat un espace hqmogéne sous Aut.d opéi'ant & droite {par
compoaitidn a éroit.i-:); done G optré sur cet ensemble, fdonc pn psut
conpidérer 1'ensemble qdotiént TKA,B)/G. Cet ensemble est un fonc-
teur sn B, et on voit aussitbt que ce -.foncteur pst cenoniquement
isomorphe & T, D'ai.lleurs,. pertent d'un sous-groups guelcoangue G de
Aut.A, on peut considsrar le fonecteur D-->f7f6'(A,B)/G sur @ (&),

dioll une espibce de structure sur C(A), apvelde pour abréger siruc-

ture d!esphce G, elle correspond & la représeantation canonique Elq |

Aut.4 par permutations de l'espace homoglne Aub A/ G, On voit angsi-
t0t que, premant sur A le structure d'esptce G canonique %, définie

par 1'image dans T/kYA,A)/G de 1'automorphisme identique de A,
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G est précisdment le groupe des éutomorphiaues de (A,tl. Ainei, les
egpéceg de structnre gser G»l"\) qui, _sont "indfcomvogables! (1i,e, poﬁr

lesquelles toutes les structures d'esplice T sont iaomorphés) gont

-exactement, & dguivalence prés, les siructures 4'esndece G, oh G est

un sous-sroane quelcongue de Aut.A. T et T' sont éqnﬁvélentés ét et

seulenment si les revrdsentations correspondantes de Aut.A'dans-T(A)
et TV (A) sont équivalentes, i,e. si les giebilisateurs G et 6! d'ﬁn :
t6é T(A) reap. t'e T'{A) sont conjugu&s dans Aut.A.

3+ Catdgories pré-locales au dessus d'un espace topologique X.

Ce gui vh suivre, dans le cas ol X est un espace réauit & un
: ?

61ément, se ré&duit aux sorites déroulds dans les n°° 1 e} 2.

S0it I un ensenble préordonné. Un sysidme transitif ds gatépgories

morprigues suy J congiste en la donnée, pour tout ie I. dlune caté-

gorie morphique €,, e$ pour tout couple (i,J)tek que i & j] d'un fonc-

teur covariant pp&jde C.dans C; ( le "fonctleur restriction”) et pour

tout triple (1 £ j € k) d'un isomorphisme du foncteur @,,sur ls

foncteur p,

tisfaisent a l'axiome suivant : 8l 1& j¢ Bel, alors le diagramme

5 Pic (isomerphienme de Trensitivitéd des restrictions) sa-

suivant d'isomorphis:es de foneteu:s est coamutatif ;

0135(PsuPrr?
Py4P 4
3 P 133
= leisPsPre
‘ l
PixPrt ' > Pif

soyenn~ut ces axiomes, il n'y & psa d'inconvépient -d'identifier, pour
1¢jé&k, les foneteuxs Pijpjkat P ik Quand‘; 28t l'emsamble des par-

ties onvertss non vides d'un espace topologigue X, un sysidue iran-
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aitif de oetdgories morphiques aur X est appeld une catégorie pré-
locale suxr X. :

Soient I et I' deux ensembles préordonnés, N : i-pi!' uné appli-
cation croicsente de I dans I', C(€') un syotdme transitif de caté-

_goxies morphigues sur I {T'), Un foncieux cove.riént F g_e,E dans &’

¢compatible avec A consiste en 19: donnée, pour tout i€ I, d'un foncteur
covariant ¥, dee me{t:' pour tout couple {1£3) dans I, d'un isomor—
phisme de 91'3' i sur 1’1913 (ces deux foncteurs ntant en effet dee
fonc.,eura covanants de C’ dans i')° de fagan 2 sntiutitas i
l'uiome- de commutetion suivant : pour tdut triple (i€ j& k), 1; ’
disgranme ci-~dessous Q'isonmrphi-smes de foncteu.r:a doit 8tre commu-
tatif 2 A

Pirper ¥y e f113P; et ¥

Pirgr¥sf gk

Py € FiPiyPyn
Bien entendu, moyennant ces exiomes, on ideatifiera purement ef sim-
plement 1es foncteurs pi,j,r. et Fipi..v (Bisn entendu, des axiomes
conme le précédent ne sont pas particuliére'nent dr@les dans un €xpo-
sé. Il eat cenendant manifestenent indiapensable, et tout le monde
l'utilise 1mliei ement et sans s'en rendre compte, comme cas parti~
culier du th. de Weil bien cormu : Geux appvlicntions canoniques dfun
ensemble dans un autre sont btoujours identigues ). Le eas le plus
C ommun e°t celui oh I = I! , 4 = i' pour tout i (suquel cas on omettre
de signaler l'application croissante ) : i-»i1). Notons aussi gue

si on a un systlme transitif@de catépories morphigues sur l'ensem-

ble préordonné I, alors pour toute partie J de I, on définit de
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fagon triviale la restiriction G(I) dee a J’, qui est un Systdne
trangitif de catégories morphiquea‘aur Je 08.01 aiy, 80it £ une appli-
cetion continue dlun espace X! dane un sutre X, I? llensemble des
paz'ties ouvertes non vides de X4, I l'ensemble des pa:ct:.es ouvertes
non vides deux, enfin J <X L'ensemble des peariies ouvertes Ude X
telles que 2 (u) ¢ ¢ Ii.e, qui rencontrent 2{X')) ; alors
Uw—p U! = f"’ {U) est ime application croissanpa de J dans I".i Si :
meintenant C' est une cetégorie prélocale sur x", €' une catégorie pré-

locale sur XG; on appelle foncteur local goyariant de C dans ct' cof~
Datible aveg £ un foncteur ooveriany de la restriction de €& g dans

&/, competible avge ltapplication U 308, S{ X =% Xi ot £ eat 1'iden-

tit6, on éit giwplement qu'on 2 up foretenr local de & dang @/,

kutre exemple s, soit € une cetégorig prélogale sur X, U un ouvert

non vide de X, alorg la restyiction (au sens préaisé ci-dessug, si
on peut dirg) de € A 1'ensemble I(U) des ouverts non vides de X cone -
tenng dens U est une catdgotie prélopale C(v) sur U, appelée restric- |
tion de O & L'ouvert U 3 censidérons slors llapplication identique £

de U dansg x, on & un fenctong J:ocal canonique de C adans Ctu) . Qompa—
tible aveo £ ¢ otest celni quil, & tout ouvert V de X rencontrént U,
associg le foncteur de resipiction de @v dans C?(U)v AT ™ CV AT

Le fongteur local ainsl construit sega eppeld fongteur locel de

~

restriction de X & ¥, -~ On peub eogoser de fagon évidents les fonc-

teurs gur des systémes transitife de gaidgories morphigues, et en
particulier des fomcteurpg sur des eatégoriss prélocales. -
Iaissons jombey les "sys+i®mes transitifg de petdgories morphi-_

gues", et ne parlona que de ogtégories préloﬁg}.es. Soit £ une appii-—

cation continue d'un espace X! dans un autre I'. e (resp; C".’) une
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catégorie prélocale sur X (regp, X!) s soilent F,‘ ¢ deux fonecteurs

lacaux de & dans e’bompctiblea avee £. Un homomoryphisme du Ffoncteur

loca; ¥ dans le fbnctéur local ¢ consiate en la donnée, pour toug
ouvert UL X rencontrant £(X*}, i.e, tel que U! w £~ Yoy $ Q, d'un
homomo.uphlsme Py du fongcteur ru dans le foncteur (}U, de telle fapon
qge pour tout ouvert V¢ U rengontrani £ (X'), le disgremme suivani

d*homomorphismes de foncieurs solt commutetif.s
Pyigify ———> Fyfyy
e l
v, |
Pyigily ——> Gy :
olt les morphismes horizontaux sont ceux qui interviennent dans la
définition des foneteurs locaux F et G', et les morphismes vepjicaux
sont ceux déduits des homomorphismes fongitoriels F —-—-=?GU. On défi-

ni% de faqon évidente le composé d'homomorphigmes ge fongteurs lo-
calx Fw-i et ¢ —2F (c_ie € dans G’ compatibles aveg £) les lois habi-
tuelles (associativité, unités) sontc?nc_ore vérifides, Par eilleurs,
i F est un foncteur loecsl de € dans eompatible avee £, alors pour
- tout ouvert U L X rencontrany £(X*), » définit par restriction un
fonceteur loc'a.i »{U) de la oatégorie prélocale & (U} sup U, restrio-
tion ds & & U, dens.la catégorie préiooalo analogue C’(U‘)", compatible
aveo ‘.l'a_.ppiloation U w3 U restrictton de £ ; ef cette notion de res-
triction d'un fonecteur locel est dvidemment itransitive, Si elors F et
¢ sont denx foncheurs locaux de € dans e‘aompa"cibles avec 2',_ ot

un homomorphisme du premiexr dans le deuxiéme ¢ alors pur tout ouvert

U €. X rencontrant £(X*) on définit pax res’c:picti'on l'homomorphlsme

©(U) du fonoteaur P(U) dens le foncteur G(U)f, cette notion de
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Are_svtriction eal encore transitive (do_r_m :tormelleqtent tout se pésse
comme si les fonoteurs locaux de €1u) aane &’ (ut) coﬁpatj.blee avee £,
pour U variable, formaient une ca‘pégoxie prélocale sur X). - Un homb-:

morphisme ¢ de foncteurs logaux P, 6 est dit un,isomorphisme de

foncteurs locaux si les ?U sont des isomorphismes de foncteurs. On
'déflrii'b alora aussitf®t la notion diisomorphisme de deux catdgories
p:célo__calgs sur Xa

4q Catégor'ias.}localeg ak dessus diun espece topologigue X.

Soit X un espace topologlque. On appelle 'c_gtégorie locale C au
desgus de X une catdgorie prélecale aun dessus de X (voir n%3) satis-
faisant aux deux exiomes suivants (o omn pose, pour deux ouveris nomn
vides Y C.U et tont A €Cyy A)l’ = pygh) o
(1) Soit U un ouvert non vide ¢ans I {v )1é1 un recouvrement de U ‘

par des ouverts non vides, soient A,B éeu; et pour tout i€ I suppo-~
.. \ ‘ - o
scns donné un u;éﬂ(hi.Bi); ou 'Ai == A\Ui. ’Bi = B]Ui. Pour qutil existe
un morphisme u.: A-—»B dont les restrictions aux U, soient les L e
il suffit (et il faut évidemment d'aprds la définition des catégories
p:célqcales) que pour tout couple {i,3) d'indices tels gue :
.= ‘L y . 4 : ; 2 3 ] f -
Uyy = U:Lm U, # ¢ , les restrictions de u, et uy & Ugy soient iden:
tiques. De plus, le morphisme & en question eat slors unique, (Axiome

de recollement des morphlsms)

{1i) Soit U un ouvert non vide de X, (U )i&I un regouvrement de

‘U par des ouverts non videa Ui,_supposons donné pouxr tout i& I un

Py & C et pour tout couple (i’,.‘)) tel que Uij e 9) bn isomorphisme
1

£13

phismes fi des A)Ui sur les Py e tslle fagon qu.e l'on eld

de (PJ'U:LJ suy tpi'U“. Pour qufil existe un A€ C et des z.somor-

»
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. i’ - (fslUij)(Ij]UiJ)'a, il suffit (et il. fauni d’ailleurs, conme il
résulte de la définition d'une catégorie prélocnle) que pour tout
triple (i,3,k) %el que Uy 3 = Ulf\ U N, 7o p, on aig
fikxuijk - (fijluijk)‘fakkuijk) (Axiome de recollement des morceaux)

De plus, il résulte alors aussitdi de (i) que le A en gquestion
est unigue & isgmorphisme pr2s. En le supposant choisi une foie pour
toutes {par exemple & l'alde du symbole ¥ de Hilbert) on pent appéle.r
A b X truc. obtenn par yecellement des morceaux & pertly dn sysitéme de

changement de cartes (fl:l)' Te cas le plus importent est_cellﬁ. ot les

p; sont déja les restyictions a Uy diun méme truc cpéeU', alors lem £,
gon} deng des antomorphismes deg ‘P’Uiy :

Soient (fij) et (f.{j) des systdmes de chengement de cartes rela-
tifs au mfme reoouvrement (Ul) et des systémes (lp), (l.p{)‘, A et AT les
éléments de eU obtenuzs par reoollement des WOX CeaUX a partir de oes
sysiénes,; soit g un homomorphisme de A dans A' goi% fi liieomorphlsme
ganonigue de AlUr-sur.(pi, définissons de neme £), ob posons

8y = £j(g)u,)2,™" ;

les 8 sont des morphismes Pyt t,')l. dont la connaissance équivaut 2 .
celle des glUi', et qui suffisent done & déterminer g 4 de fagon préeise,
dtaprés (1), un systime (gi) défini% un homomorphisme g de A dans A!
gl et senlement Bi on & Ii gif = J’.;i g.fj samr_’(zi;l pour tout couple
(£,9); $se. 8L £].85 = & 244, 601 2,4 = g,_"’fhgj dans Uy 5o Pour
que g soit alora un isomorphisme, il faut et il suffit que les 84 le

goient,
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S+ Espaces 2ibrés généraox,

Un espace £ibré eur X est uan espace topologigue E muni de la donnde
dtune application continue p (la projection du 2ibré) de B dans X $ 8d
x &X, ﬁ"(x} est appelé la fibre de x dans le £ibré E 3 clest un ensemble

fermé pi {x} est fermé, il peut dfailleurs ®ire vide, Un homomorphigme
dlun £ibré E de base X projection p, dans un autre (B!, X',_pi); est i
- un couple dlapplications continues £ p X—»X! et g B R} telleg
que p'g = fp, alors g applique fidres dans fibres [majs pas néceésair§; |
ment ggg_i) 3 dlailleurs, si p es% surjective, & est uniquement d6ter—
minée par g Si £ est donnée, on dit que g est un f-homomorphisme,
Compoalilon d'homomorphismes § un homomoxrphisme d!espaces fLibrés est

dit un isgmorphismg sl £ et g sont des homSomorphismes surjectife ;

pour ce2ei, 1l faut et il suffit qu'il sxiste. un homomorphisme Winversel,

81 on fixe son atisnflon sur les fibrés de bage fixde I, ot les

~

I-homomorphismes de telg 21vrés assogiés & l'application identique I

de X (quion appellera X-homomorphismes ou simplementy homomorphismes gi

aucune confusion est & craindwe), ils formen} évidemment une caidgorie

moxrphique, appelée catépovie des fibrés généraux sur X

Soit maintenant £ une applieation continue Xl——%X, alors pour tomt

Pibré E suy X on définit sen image rdeiprogtie per , notée f’giE) par
abus d'écrituie; qui est un espace £ibré sur X', Clest le sous—espace
de X; X E formé des poinis (x‘;y) tels gue £x* = py, aveg . pour
projection (xf,y)-?ﬁrxﬁ. Ltopération de vassage & liimage rée;proque
est fransitive dens un sens évidenf, En falt, B -—%72“1(3) pent méme

@tre considéré comme un fodcteur covariany de la catégorie morphique des‘

fibyds sur X dens celle des f£ibréds géndreux sur X', car un X-howomorphige
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ne E-w§»? donne naissence de fagon évidente & un X'-hqmemovphlsme'

m) -._a,z"‘ (¥).

Suppomons maintenant que f soif 1lapplication identique dduue

- parfie X' de X dans X, on obtient alors la notion de fibré induif

sur une partie X! de X pesr un 2ibyé E sur X; ce £ibréd sera noté

Eﬁx'. E-fﬁpEiX' est done un foncteur de ®, 51 pour tout ouvert non

vids U’C:xﬂ,on considére la catégorie morphigue Cy des f£fibrés générenx

sur U, et sl on envisage la notion précédente de restriction.&'un'fie
bré;éur U & uge partie onverle non.vide ¥ de U; 5& e les denades p£e~
mieéres dlune cetégor*e prdélocalé sux X4 On vérifie de plus aiasérent

les conditions (i), (i) dun ot done on £ blen A&2ini une catdégorie

locale sur X, dite gatégorie loeale des germes de fibrés sur X, 81 £ .

est une ‘application continve X*——2>X, alors llopération qui, & un

f*bré B sur un ouvert U de X rencontrant £{X!), amsccie le £ibré Lmpe

ge réciproque 1(E) sur Ut = £ 1(U), et um foncieur loc gl aun sens

du n%, , . :
Ia notion de sous~2ibré, £ibré quotient, produit £ibré (£ini ou

infini) se développe de fzgon immédiate, Un ggpace Libré irivial est

comme d'habitude un espace £ilré isomorphe & un produitb I.X'F auni de

la projecfion canoniqus XX¥® é*iix,‘d'bh la. notion dtespace Libré

localement trivial. D'aillevrs dens celte parile générale de la théorie,

les ésﬁaces logcalement triviaux ne jouent gudre de r8le privilégié, ce
gui est le trait gui semble le plas différencler le présent ex posb dn
rapport Chevalley. Dauvcuns prétendent que dans ls définition generale
dee fibrés, il ne faut pas mettre de topologie sur le £ibré B (es

seule structure &tant llapplication de projection p et .ce qite nous
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appellerons plus basg son "falsceau gtructurall). A ceci on pourra 1é-
pondre que tout d*abord, dans & peu prés tous les ces raisonnables, il
¥y a bien une topologie naturelle sur E et qui joue un r8le importent 3
ot que dl'autre part on ﬁgut raccrocher le point de vue sans topologie
suxr E; 8i ¢a nous chante, en qonvenant alors de restreindre liattention
eux zibrés B donc la topologie est 1’image réciproque de oells de X par
ia projection p § alors dans la définition des xshomomorphiames de fihﬁ%
la condition de continuité est satisfalte automatiquement (done la no-
tion d'homomorphisme devienf puresent Yensembliste¥j, et on pourra
alors mettre les faisceaux strueturéu§ quion voudra, sans svoir & se -
gqueier de conditions de continuité, ~ Un pe%it désegrément, ctest qde
1a no%ion Ygénérale"® de‘trivialité d'un espace fibré ntest pas la bonne

en géounétrie algdbrique, pulsgue la topologie de Zariski dtun produlf

" nlest pee le produit des topologles de Zarisiki des fecteurs { dans ce

oes, il faudre dong par "tpividlv entendre ¢ Wirivial en tent que Zibwé

& falscean structural® (voir plus bas) - ce qui en effet n'implique pas
du toud "triviai" ai seng défini plus haut {car d'aprds les définitions
qui seront données plus bae,.gggi espace £1ibré peut Bire munil d'une_
structure de fibyd & Paiscean structural pour laguelle il soit %iri.
vial®, Il faudrai{ peut-&ire employer des moté différents, et dire
ffibré oons%ant"'a& lieu de "trivial% pour un fibré isomorphe & un

produit topologigue XX Fl. .

Soit ® un espace fibré sur X, une section de B est une appl;catioh

continue de X dans E qui, compogée qvec.la projection de B sur X, re-
donne lt'identité. On désignera par HOCX,B)'l'eneemble des sections de

E sur X, c*est un foncleur sovarient de E, Soit £ une application
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continue X' —-yx, E un £ibré sur X, E? son image réoiproque _par P
alors on & une application naturells de n°(x ,B) dans H°(xb'Et)

{imame réciproque dtune section per £) qui est fonetorielle (i,e. un

homomorphisme dw foneteur H° (X,E) de B dens le foneteux HO(X',£'1¢E))0
Transitivlté, comme cas particulier, on obtient la notion de regtric-
Xkion d'une section de E sur X & un sous-ensemble A' de X. Cela permet
de former aussi, pour toute partie A de I, Itensemble H° (A,E) limite
inductive des H°(U.E;U) pour les voisinages ouverts U de A fi°(A,E) -
et encore un foncteur de By - Il faut aussi expliciter la détgrmina;
tion des seotlions dams un £ibré donné par "recollement des morcesuxh
(ef n°2) 4 une seetion est donnée par un syetémg-(fi) de sections des
Ei sur les Ui; tel que (fi!uij) - fij‘(fj\Uij)‘
6, Faisceaux,

Un faisceau sur X est un espace fibré B sur X tal que %oeut point

8 de X & un volisinage ouveit U tel que 1a_projection p induise unn.
homéomorphisme de U suy un ouverit de X, Il en résulte que liensemble ;
des points oh deux secgticns de E sur un ouvert V coindident est_ouvert}
1'appliocation naturelle de E({x}4E) dans la fibre B, de E au-dessus.
de x est bijeetive § pour A X Ylapplication naturelle de H°(A,E)

dans 1tensemble HO(A,E!A) des seotions de E au dessus de A est. injee=-
tive, et m@ne suraective 8i A admet on syst2me fondamenual de voisi—
nagea paracompacts, ou sl A est fermé et admet un voisinage Parag o=

pact. Propriétés de permanence » ltimege inverse dlun faiscean par une

application continue est un faisceau, le produit £ibré dTun nombre fini
de falsceaux est un faiscean.j; dans.le cas infini, il faut prendre

non le prodeit fibré usuel, mais passer & le limite inductive~shr les
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pmoduitq_dés enséﬁbles &e seetions pour‘obténii eheors un.féiécéeﬁ}

éﬁe'pnr'abus de langsge sers appelé p;oﬂuit.des faisceaux ddﬁnés.

' Comme la eondition pour qu'uu fibré soit un falaceau est &e ‘nature
purement. locale, les fasccesux sur les ouverts de X forment une sous
eaiégoiie lecale de la catég:orie des fibrés mur les- ouverts de x..

ca%égorle quiton appellera oatégorze loca;érdes gormes . de. faisceaux

s %

Il faudra dérouler aussiiei 1es scrites usuels sur 1a définltion
des fﬂlsceawx par. 1ea préfalaceaux, sur les sous-falseeaux et les

faisceaax quuienus.

Exomplen é.donner : faxﬁceau constant CK)CF, od ¥ est dISCrem) et '

,Localement congtant (propriétés de permanenoe pour de uels faiseeaak),
AIes .gprmes d!appllcatloas de X dens un eénsemble donnd e% - Gee gous
. Iaisceaux, PaCXe les £ermes de sectiong d'un f;bré H les germes d'homo—

morphismes d'un £ibré sux X dans un autre. flus génézalement, sz.é?cst 3

nne ea‘aégorie locale sur X, eb si A,B € e X1 alors les morph:.emes de A jU
dans BlU (U ouvert: 1Brzable) aveg 1es opérations de resﬁriotlon natu-'
ralles, sont leg seciions d'un fais&eau en vertn de l'axiome de‘loaa~*

ligation des morphlsmes, ce faisceau gsera appels gglseeau des germos_<

de morphicmes de A dans B, et noté par efempleIEZ(A,Bj si H(A,BJ est

le symnoxe ioncnionnel designant les morphismes gLobaux de A daas Ba,

Te O oup bundles et ﬁaisceaux 39 H¥OoUDES,

{iot pour "proup-bundle® en frangsis 2). On'définit de ragén

générale les f*brés aveg loi de c0mg~§itlon {i,e. vn kom. de carré

-

21bré de ¥ dans E) deng Ia.xibre, avec la nouion évidente de HomDmOT

phisme} image wéciproqne €ils Parmi.les sorites on doig au@al

7
































































