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PRELTXINATRES AU LIVRE DNS VARIETES
CATEGORIES DE VARTETES |

Q‘& Paragraphe : 1. CATEGORIES TOPOLOGIOUES,
i, Caiégories prétop:;log’iquels.
2.  Un procédé de recollément.
3. Produits catégories ‘topologiques, -
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8. Espaces rédui'ts 4 un point,
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16. Fomcteurs topologlques.

Parg_,gra@g : 2 CATEGORIES DE VARIETES.

1, Espaces K-annelés, 2

2; Catégories de variétés sur K.

3. Structures indultes.
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8. Opdrations sur les fibrés vectoriels,

9. Sous<fibrés vectnriéls, fibrés vectoriels quotients, V-fibrés en
drapsaus, ' -
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Ccmmentaires du ré&act.eur. . :
Ce rapport est destiné a esquisser les fondements fonctorn.els pour
1e 1livre des variétés, mats il sstible hors de doute que sa place Térie .

table est dens le livre de To'p. Elsm..
Une grande parhio de ce rappoz-t sera bouffée par le rapport ultérieur

de Cartan-Sammy, ndanmoins il étalt indispensable zu rédaeteur, peur

pouvolr commencer la rédact?.on des variétés,. On notera que le paragra=-
phe 1, comprend en réalité trois parties assez distinctes, Les n°® 1 2
8 donnent les généraiités sur les catégories topologiques, ; les n%® 9
& 13 les notions esseriti-ellea sur les fibrée;, enfin, les n°% 1,15 14 |

ihtpaduisent les catégories de modeles, qui ne sont que des intermédi--
eires technigues pohr consr.mre. par recol;.ement,, des vrales catégorles

topelogiqgues, (Faire attention quiil nly a pas de n° 5, mais en revan-

che un n° 11 bis).

-

_ les notions introduites dans le paragrsphe 1 sont utilisées aussi-
tét dans le paragraphe 2, gui sn est uné bonne 1llustration,, Un para- ’
graphe 3 devait donner la définition des catégories usﬁeli[.es d:e varid-
tés (en supposant econnu ssulement qualgues résu'ltats. élém;entéil;-es de
dépctoirs div#rs) et les relations entre.ces catégories de variétés,
mais le redacteur a finl par se ddgenfler, Rien que trés proba.blement
un tel pare.grapha serait finalement démenbré, il semble mdlque qutil
soit redigé prochainement (Chevalley ?), pour quton se rende compte
si la présente rédaction donné tout ce quil faut,

71 va sans dire gus le rédacteur h'a pas fait le moindre effort en
direetiop dtun style canonique.
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51. - Gatégories tepolomiquce.
j 253 catég' oOriss Eritomf gues,

seit € une catégorle, wuni d'un foncteur ig- & valeurs dans la
catégoria % ges espaces ﬂbpolmgiqims. on dit que (€ ’iG ) est une
getégarie prétomologique, et qus ig est;, son foncteur fendamental, si
les axiomes Ot 1 & CT 4 aui sulvent sent setisfaits,

CT 1) % est fiddle s 3
Reppelons (Ens, 28me Ed,, Chap.4) que cela signifie qus, si £,g 1

4 _» B sont denz @ ~morphienss tels que i(f) = i(g), alors £ = g,
ot que si f est wn isemorphigne dens '@ , tel que i(f) soit Llapplica-
tion identique de 1(A) suri(B) = i(A), alors A = B et f est le morphis-
me idan‘bit.;ue.. Pour tout X€% , soit  #(X) la classe des objets A de g .
tels que i{a) = X, on identifle alors, conformément eux conveniions '
générales relatives aux foncteurs fiddles, un A;eb'G (X) & 1'espace ¥, -
'mmi de la structure sﬁpplémenbaire‘ A", et on omebttra le plus scuvent .
A dans la not;.tinn, suivant un abus de notation couramment eiixpl@yé dans
tous les livres de notre traité, Les morphismes diun Xe8 cians un ‘,;G,G
sont donc certaines applicatiens cantinueé de l'espace X'de.ns lisspace
Y, appelées & -appli'éatiqns. '
GF 2) 1 est trensportabile,

~ Bappelens (Ens. ééma Ed, chep, L) que cela signifie-gue si-A‘eG ’
1e¥ ot 91 1 ost un isomorphisme (i,2. un hondomorphiswe) de i(A) = X
sur Y, elors il eﬁs{}s un .morphisme f dens & tel que i(f)nf', 11 wésul
‘ te alors de CT 1, que g‘ét £ ost uniqm, et appliquant 1'axiome €T 2, & |
f"l, en voit qué’ - estun isomorphi sie, On veit done qn;'un hor_néomor—

phisme £ d'un espace X sur wn cspace Y définit wie bijection *

Vh Tt S8 iy
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f de 1a classe §(X) des @-structures sur X, sur lal; classe‘g(Y).deé
4 -structures. sar Y. Pour f variable,-'f a les prc;priéﬁéa fonctorielles
usuelles. Dans tous les cas de foncteurs transportables que nous aurons
a considérer les “g(x) sdnt des enaembles (il n! y aurait donc guére
d'incorwé&ient a xnettra ceci coume condition de.ns la définition d'un
foncteur transportable) K et X _9‘8( X) est don¢ un foneteur sur 1a caté-
gorie restreinte de cé(I;e'. ‘ol on restreint les morphismes A 8tre des
isomorphiames) & valeﬁre‘ dans la catégorie "g des espaces topologiques,
c'est done une’espdce de - structure™ (Zns, 28 ed, chap,IV) - Les objets
de @ seront aussi appelés A @ —sspaces,

Rappelons enfin, dans le contexte des foncteurs tréms;:ortables la
notion de structure initiale et de structure finale ; choisissons
comme' un foncteur transporbable a valeurs dans la catégorie des ensembles
Solt X un ensamble’ solt (fi) une famlle de morphiszes, i e. d'applica=
tlons, de X dans des. Xie'g on dit qu'une ‘B -structure S sur X est

structure j.niti&'l.e pour la famille (f ), si, quel que soit Y-.-_‘g, et

1'application f de ¥ dans X, f est un S-morphiame si et cortiamarit: B 10
£,f le sont. Cette structure S est alors mainifestement unique. En par-

ticulier, on a la notion de € -structurs imdulte sur une partie U dfun

X&¥, qui est unigtement déterminde si elle existe. La définition des

‘structures finales, et en particulier des & -structures quotient, est

duale,

L

CT 3) Roit X¢$, U une partie ouverte de X, Alors U admet une ‘§-struc-
ture induite, et la topelogle correspondante de U est celle induits
par X Rt

CT 4) Solent X,Ye 4, (U;) un recouvrenent ouvert do X, £ une spnlication

v

~ -
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continue de X gg._q_s_ Y, dont la repiriction & tt;ut U; est un € ﬂlr:-
phisme ; alors f est un ¢ -morphisme, |

On déduit inmédiatduent de CT 4 ‘ :
PRGPOSITION.I.;, - Séient; X wr cspace topoloéique 4 (Ui ) un recouvrexent
ouvert de X, S et &' deux 'g-strucilmres sur X qui induisent sur chague
Ui.desV “E-atructuyes idaﬁtiqwas. Aopy 8% st,

Corvllaire, - Soieizt £ une applicstion d'un “§-espace ¥ dans un auvtre

(8;) un recouvrement ouvert de X, Pour que f soit un §-isomerphisme de :
X oee un ovvers de g faut eb 31 snffis qize f soit un monemorphisme
et que sa resiriction 3 tewl U, soit un Yg-iscmorphisme de U, sur une
partie ouverte de Y, | : ' '
Sous-catégories prétopologiques, ~ Scient &, ¥' deux catégories pré-
topologiques, Dn dit qus &’ é‘at une scus-catégorie prétopologique de @

si @'c ¥ , e le foncteur i g ©°tindvit par i et si pour

17
X,Y€€’, les G/-morphismes de ¥ dans Y coineident avec les ¥ ~morphi siae
de X dang ¥, et enfin si pour tout ocuvert U d'un X¢ @) I_La‘ G ibrubuee
induite est dans €’ ("doz_i;: identioue A la @’-structure induite), I1 |
s'onsult que ‘@’ est -complétezsnt coﬁ:ma quand on eonnait la classe
| 8’| de ses é1éments, Une sous-closse ‘@' de @ correspond & une sous-
catégorie prétopolegigue sl et seulement si elle satisfailt les conditions
suivantes :‘ |
(2) Un X& & qui est ‘é-—isoxﬁorpbe 3 un Y&/, est dans B’ .
(1) st Xe@’, alore- toute partle ouverte U de X mnie de la ‘€ <58
stx;uctu.?e induite, est duns “€’, .

2., - Un_procédé de recollement,

Noug dirons qu'un sspace X est muni d'uns “g-s’cruct\ire locale, ou

est un gw, 8% on s'est donnd un recouvremsnt ouvert (:"1){
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de X et des "g-structurLs Si sur les Uss tella fagon que pour tout couple |
(i,3) d'indices tels que UinU M, on a.it 511”1"“ }Uinu ; ég:gnt
entendu que deux telles dbmxéea (Ui’sl) et (Ut ,53) sont considérées’ cwné

definidsant 1a méme 5tructure de “gwapace local, si et séu}ement a:l l
Uy~ U4 + @ implique que 8, et 5! induisent la uue- ‘é’ -structure suz
Uy nU' (Clest bien 1& une relatidn d'équivalence’ dans i 'ensemble des sys-
témes (UPSi) gr&ce & CT 4), On d_ésigne per ‘é la clesse des € -eepaces
locaux,., Tout & -espace et un Y5 -espace local (prendre le recouvvement
de X rédult 2 un seul élément X), et deux ‘é’-aﬁrﬁctums sur un espace X
gont identicues si et seuledlent. &i Ies ‘g-suructures locales correspon-~
dantes sont identiques, donc on a ‘gcé Soit X un @ -sspace local :
définl par un systéme ("1’51” U une partie cuverte de X, alors led (Un Uss
Si]U'n Ui) définissent e!ur U une ‘¢ ~structure locsle qui ne dépend que .de

celle de X, ot appéléé Y -shructure locale induite, Si Xeg¥@, on retrouve

bien la @ -structure induite. D'aprés la trensitivité (évidente) des strué

tures indulies, on voit que tout point d'un ~€-espaee local o.dmet un Sy8-

téme fondaméntal de. vo:.ainagss ouverts gui sont dans 't? (pour ia struotuz'e

induite}. On dira qu'uns epplicetion f d'un "G -espace local  Sane il
antre est une \giapplication, ai pour tout x £ X on peut , trouver un

 wolsinage ouvert U de x et une partle ouverte V de ¥, telles que U et ¥

- soient des ~€-99pac£§, £(U) 2V, ot que £ soit un & —~morphisme de U dans :
V. D'aprés CT &) : si X,Y6 & , on  retrouve la notion donnée de ‘@-anpli-

cation, Alnsi ‘8 devient une ca.tégor:.e , de plus le fonctéur naturel i

hod s

~

ds ‘€ dans ‘fest triviale ent représentable et fidéle, et la notion de

‘structure induite Sy gur un owvert U « X introduite plus haut est bien
celle qui se déduit de la donnée de i et des morphisdmes dans g S
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Cela s:lgnifie en effet qua e Y est un"g-mace losal et £ une appliea&
tion continue de Y dans U, alors £ est un ‘€ <morphisme de Y dans U si st
seulsment si c'est un 'é’-morphism de Y dans X, ce qui résulte facilemen'l
des définitions. Enfin, la vérification de l'axiéme CT 4) pour '6 est
austi trivials, ainsi @ devient une catégorie Erété pologique. Dfailleur:

‘g en est une sous-catégoris prdlocale. On dit aue ‘€ est sursaturée
gl & = ‘é » Adnsi ‘é qeﬁ une catégorie prélocale sursaturée, dite
associée & ‘G . ; |

PROPOSITION 2. - Solt X un ensenble, (U,) un recouvreient ds X par des
enssmbles U; munis de & ~structures S;e On suppf;»se que si U, nt ¥ B,
»UinUJ est la réunion d’enspmbles W ayant les propriétés suivamtes s W -.
est ouvert dans Uy et Uj, et S, | = S,|W. Alors 11 existe sur X une - |
6 -structure locale S et une seule telle goe lss- U; solent des partles
ouvertes de X, et §; = S‘Ui pour touf, i. La topologie soua-jacénte est 1g
topologie pour laguelle les Ui sont ocuverts et induisent sur chawgue Ui
la to;pologie de Uy, :

Considérons sur X la topologie T la moins fine induvisant sur chague

- U; une topologie soins fine que la topolozle T; de U;, Montrens cue les
Uy sont ou;}erts pour T, et ‘que Tl Uy = Ty. Pour ceci, il suffit de montrer
que si V est mé partie’de U; ouverte pour T,, alors V est ouverte pour
Ty- 1.0, Va!}j est ouvert pour T;} quel que soit j. Or Uin UJ est 'néunion
d'ensembles W, ouverts pour Ti ‘at TJ s sur lesguels 5y et 8 3 donc aussi
7, et T, coincident, il suffit de montrer que ‘pour un tel ¥, W r;V eét

J

ourert pour T, (Val, étant la réunion de tels WnV). Or WAV est ou- ;

vert dans W pour T:!." do?;c pour TJ, donc aussl ouvert dans Uj_ pour '1‘3.
Il reste a prouver seulement que &i U;jAU, # f, alors Sy |UynU e sj\uinujy
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Or, pour les W de l'éxion_cé, oes deux ~& -structures sur Uy n Ug induigent
la mﬁnp ’g-atmctum sur ¥, elles sont done identiques eq:‘vertu de prop.l.
Te rédultat d5Md§é de iﬁ' prop.2 résulte aus&itét de la prop.l,car on
v‘nit que la topologie ‘assoc-ziéer 4 S ne peut 8tre que T,
34 - Produits - Caté@ries togglggigues.
Soient X et Y deux & “sspesss, Confornéwert aux dsfinitdons générale

(Ens, 28me edt. chap,IV) on dit que Xy ¥ admet une - -structure produit

sl elle aimet une ‘B -structure initiale pour les spplicsbions de projec~
tion Xx¥ _oX et Xx¥_5 Y3 alors X »Y, nuni de la € ~structure pro-
d!;it est aussi un produit de X et” Y dans la catégorie € , i,e, les g-

morphismes d'un Zé % dens Xx Y correspondent bilunivoquement aux Gbuplea ;
de morphismes de Z dans X et dana Y, On dit qu'une catégorie prétopologl-
q\w € est une catégorie topolozique si elle satisfait & 1'ax1.ome suivant
Q_‘!‘ 5) - 81 X,Y sont deux € - ~espaces, XxY admet une Y8 -structure produit

Dfaprés les propriéiés générelss sur les produits dans vne ca,tégbrie >
(ioc. cité) le produit de ‘g-es;'aaces est commutatif, et aaso;:iati;f 3
cl‘l apres la transitivité gieé structures initiale§, 'si U est un ouvert du
G ~espace X et v nn oufut du ‘E-espace T, alors U xV est un ouvert dn
g -espace - Xx Y, et la € -structure induite est identique & la ‘€ -
structure goduit; de U et V. Le. fait que UxV solt ouvert résulte du fait
que les préjections de_ XxY sur X et Y, &tant des ‘g-ap_piications, sont
contimies, aén d'autres termes, :
PROPOSITION 3. - Sedent € une catégorie topologique, X et Y& 3 1a topo-
logle de Xx Y assoeiée_ h' sa '€ -structure est plus fine que la topologie
produit des topolog:lét_i de X ot Y. .
_On fera attention qu'elle peut 8tve strictement plus fine, Sauf hen-

tion expresse du contraire, quand nous gon_s_idéz‘erons ure topologie sur le
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produit de deux -5 -espaces, ce sera celle associée 3 la @ -structure

produito
péfinition 1. - Solt ¢ une catégorie topologique, Un € -espace X est.

i

dit séparé si la diagonale de XxX est fermde,

11 suffit pour ceei que la diagonale solt- ferméé pour la topelogie
preduit, i.e, que 1a topologie de l'espace X soit séparée, (et cette con-
dition est sussi néce_ssa:l_.re dans le cas, peu ir/ltéressant\du rveste, du la
topologle de Xx Y est identique & la topologie preduit}. Si X est un§ -
espace sépard, toute pa.rt:l.e‘de X qui admet une ¥§ -structure induite,
en particulier toute partie ouverte de X; est un G -aspace séparé, le
produit de deux'@—eapaces séparés eost séparé, car la disgonale de
(XxY) x (XxY) est 1l'intersection des images réciproques des diagom.i_es
de XxX ot YxY par lés’ applications de proj-ecti.on, qui sont continues,

Une catégorie locale est dite séperée si elle satisfait a &

CT 6) Tout' ¥€®  est séparé. T )
Sous-catégordes topologigues,

Soient € et B’ deux catdgories topologiques, cn dit qus ‘€’ est uns
sous-catégorie topologique de ‘£ si c'est une sous-catégorie prétopologhs
que (ef. n®1) et si pour X,Ye €', la @'-structure produit sur ¥xY¥ est
identique & la 4 -struci;,ure prodéit, Pour qu'une sous-classe B de G
provienne d'uvne sous-catégorie topologique, il faut et il suffit q;'elle
satisfasse aux eonditions (i) et (ii) du - n% et & la condition sui-
vante : :

(ﬁ;i) Si X ot U sont dans €', alors Xx¥ (qui est dans“Sa priori) est
aussl dans €', '

(Clest trivialement nécessaire i et c'est suffisant, car on vérifie
auesl.t,&i que la ‘e;stmcture prodult est aussi une ‘@‘-struct_ure pro;iuit)
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B Xed 8} rev:i_.enf alors au mdme de dire que X est séparé dans &’ 2
ou dans & . ; : :

. Solt par exemple VA une catégorie locule, soit o la classe dgs G -
espaces séparés, alors les coné.itions (1), (4i) et (iii) sont satisfaites,
donc 3 | ‘
PROPOSITION L. = IA. classé G°® Ges ‘@-sspaces séparés est une sous-catége
rie topologique séparde de la catégorie topoloéique ©

k. - Produits de & -sspaces locaux, Catégories topologiques saturées, pes-
\ faites,

PROPOSITION 5. - 81 & est-une catégerie topologiqus, slors ¥ est s
catégorie topologigue,et € en est une sous-catégorie topologique »
Solent X et Y deux g -espaces locaux, (Ui) resp, (V )) vn recoutrrenent
de X (resp, Y) par des omrerts qui sont des ‘B-espaces, Alors Xx Y est un
ensemble recouvert par les enseiibles Uy » V;j’ qui d'ailleurs sont munis de '
“® —structures produits, La proposition 2 s'appliq\.le, et on trouve sur
AX_:;Y une unique '6 -structure locale telle qus les Ui x V., solent des 611-

J
verts, et leuxr g -structure la structure induite, Je dis gque muanil de cette

¥ _structure locale, X et Y‘ est un produit de X XY eu sens de ’é . Soit
en effet, £ une applicatidn dtun G -aspace local Z dans X xY, il faut mon-
trer que f eet un morphisme sl et seulement si ses compusantes le sonb,
Clest évidemment nécessaire,. oar les projections de Xx Y sont manifestement
des G -morphismes, G'est suffisant, car alors les images réciproques des
Us % VJ sont ouvertes, on peut aiors se rgméner anssitdt au cas ou 2 est :
un Y'-espace ot £(Z) contenu dans un des Uiuvj, auquel cas c'est luné.diat,
fleste & vérifier pour ¥ plongé dans é la condition (iii) du mméro précé-

dent, ce qui est imnédint,
On dira que la ca.tégorie topologique € est saturée si ells se.tisfait
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3 la condition suivante 3 |
CT 7) Tout ‘& tespace local séparé est un € —espace, i.e. ‘ésc. €.
Uf;e catégorie topoiogique est éite feite , si elle est sdparée et

saturée (i,e. satisfait aux axiomss OT 1) X GT 7)), Une variante de uettq

notion » rencontrés en Gdométrie Algdbrique, estcélle de catégorie “loca-
somi-parfaite , et obtenue en remplagant CT 7) par 1l'axiome le plus
faible 3

CT 7 bis) Tout f-e_s_ggce local séparé, rédunion d'un nombre fini d!ouvert

qui sont des ¥ -espaces, gst un ‘4 ~sspace, et tout g-—_e_gggg
est_un eﬁca_de‘ Zariski. - -

Rappelons qu'un espé,ee topologique est dit un espace de Zariski si
toute sulte croissante de parties.ouvertes est statlommaire), |
PRO§OSITION 6. - Soit & une catégorie topologique. Alors la catégorie

gs des 'g-éSpac;s locaux séparés est une catigorie locale parfaite,
| Clest en effet, une catégorie iacale, séparée (.prop.z;) et manifeste-
ment sg.turée. |

Nous dirons qu'ux.ze catégorie topologique est recollable, sl - elle est
soit sursaturée, ao:Lt parfaite, soit semi-_-par:faite.

6. —-_Structures induites.

Dans la suite de ce § , & désigne une catdgorie topologique fixde
Soit X un “G-espace, Y une partie de X, Conformément aux définitions. gé-
nérales (Ens, 28 ed, chap,IV) on dit qu'une ¥ -structure sur Y est _i_§~
duite par cells de X, ou simplement induite par X, si cv'est une siructurs
initiale pour l'applicgtion £ de l'enseuble Y dans 1§ & -espace X,-
(.B. - le foncteur fondamental 1, de & est dono considéré ici comms
foncteur 2 valeurs dans la catégorie des ensembles), On fera atiention
que la topologie sous-jacente 2 la atrqct.t_nre'induite n'est pas

-
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nécessairemnt. la topologie induite (gdodésiques du tore }) . Happelona
(Ens., loc cité) les rait_s_s_z.uvan,ts 3 (1) Soit X un & wespece, Y une
partie de X adm'e.ttan.tfm'e € ~structure induite, et 7 ude partie de Y §
Pour que Z admette wne structurs induite dane Y, il faut et il suffif qut
i1 admette une struéturo induite dans X, et soe deux ;tmcbures 1ndu.'fv.£as'._
sont alors identiques ; (1i) Soiant X, (i=1,2) des g-espacas, solt Ii
une partie de X; admettant une & -structure- induite, alors. le ‘1’2
est une partie de ilx 32 a.émetta.nt une ‘é-structure induite, identique
ala {-amgtm produ_it de ¥, et T = Vodcl un fait spéciel au contex
te des catégories locales § '
PROPOSITION 7. = Soit X un -8-e.pace, Y une partlo de g, S Y tdmet une

% -structure 1ndu:l.te alors pour tout ouvert ch, UnY est une partie
de U admettant unee'structm'e induite, identique & la & -structurs induiﬁ
sur Un Y considéré comms partie ouverte du @ ~espace p Racivroquemnt
supposcns que e solt recollable, et gue X admette mn recouTrenent omrt

{(U;) tel gue pour tout i, T, nY soit wne partie de U, sdmettent une ‘6 i

structure induite, Alors Y aduet une & -gtructurs induite, : :

- Appliquons (i) & Xo¥aUAY ; comms UnY est une partie ouverte dg ¥,
comé image imverse de 1l'ouvert Ug X par ltapplication d'inje‘ation Y-..p.x‘.
qui est continue, Un ¥ adnvlat wne € ~structure indulte dans ¥, donc- ausAsi‘
dans X, ot sos deux 6 -stmctures sont égales, Appliquons mainteant (1)
) X':U: UnY, il s'onsuit. que UaY & une structurs induite dans Uy identi-
que & sa structure :lnduite dans X Seit minbtenant (Ui) un recouvrensnt
ouvert de X, tel que pour tout : ¥ Ui nY ait une struct.ure induite dans Ui
(ou dans X, cela revient au méme dlaprés (i) ci-dessus), }’on'brons d'abox'd
que Y admet alors une *G-stmcture induite, ou € ost 1a catégorie. topou.n
* gique surssturde usociée A X. Soit Y, - 01" Y‘, montrons que les !-,t.
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satisfont A la condition de cchérence de la proposxtian 23 c'est A dire
e TyA Yy est cuvert dans Y, paur tout couple (1,3}, ot que lcs ‘@ .

stmctures irxduit.es sur Yi"‘YJ par T, et Yj sont 1lés msmes or Y"‘Ij'

est 1'1mage réciproque de la partie ouverte U, de X par 1'app11cation

J
dtinjection ¥, .5 X qni ‘est ocontinue, elle est don¢ bien ouvorte ae pln

b

1a structure induite sur Yi" par T; est identlque & celle induite
par X d'aprés la propriété de trensitivité (i), donc eussi identique 2
le € -structure ixidui:te_lpa.r YJ. 11 existe donc une @& -st;ructure lo- |
cale sur Y, pour laque‘]..lezles Y, solent des parties ouvertes, et les
structures induites sur lea Yi soient les structures induites par ;R
Montrons que c'est 12 une ‘@ ~structure induite par X sur Y. Tout l
'd'abord, en veriu de CT L) » 1l'epplication d'injection Y., X est un more
phieme, i1 reste done 2 montrer que si £ est une application d'un;;é -
espace 7 dans Y;, qui soit un morphisme de 7 dans X, clest un morphisme
de Z dans Y, Par J,oqa;i'sation, on peut supposef aque Y€€, et de plus
que £ appllque Y dans un des Yi. Kals comme la ¥2 -structure de Yi est
iriduite par celle de X, £ est un morphisme de % dans Y, donc sussi de
€ dans Y. Notons ma.mtenant gue sl la 'g ~gtructure l&ca..e wise sur Y,
1nduite par X d'apres ce gui précéde, est une é- structure, ce sera
aussi une —6_—-structv.tre induite, Or ceite condition est remplie trivia-
lement si- € = 3 i.e, 8i € est sﬁréaturéa. Elle l'est aussi si % est
parfaite, car il suffit de prouver que ia ‘g--sfructﬁre lgeale de Y
est séparée, ce qui résulte au fa.tt que celle de X 1'est et ds la
PROPOSITION 8. - Soit f un morphz.sma injectif d'un € -espa.cé local Y |
dens un autre X, Si x.esb séparé, Y est séparé,

En effet, la..diagqnale de YXY est 1'image réciprogue de celle d&

- v A ' 9 F 4 v’ | 4 4 £ 2
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Xy X par 1'application fx £, Comie cette dernidre est continue puisque
alest un morphi;snie, et que la diagonal'e.de XX X est fermSe par hypothdse
il en est de méme de eﬁllp de Ty Y, Cela prouve lg pl':éposition 8, ot
achéve en mSme temps la Mpstrati@ de la proposition 7,

- ¢ -Structures guoti ent.

Seient X un -& -espace, R une relation d'équivalence dans X, Y = ¥/R,
f 1l'epplicetion canonique de X sur Y, Conformément aux définitions géné—~
rales (loc, cité) on dit ou'une ¥ -structure sur Y est guotient de celle
de X, si clest une structuro finale pour l'application £ du \geespe.ce X
dans l'ensemble ¥, R&ppclans- les fais suivants (Loc.cité) 4 €1) Soit ¥ un
ensemble quotient du @ -espace X, sdwettant wne ‘€ -structure quotienty .
et soit Z un ensemble quotient de Y ; pour cue 2 admette une €-structut§*
quotlent en tant que quotient de Y, il faut et il suffit qu'il en admette
une en tant que quotlent de X, et rea doux structures quotient &-ont 1den-
tiques, (ii) Un Buchsbaum pour e (11) du- numéro précédent, pour ie plai-_.
sir le 1'oeil, (I1 ¥ esf..' guestion de € -espace somme de deux autres 4,
11 semble bien que dans une i:rcchaine rédaction, on devra dire un ou deux
sorites sur les espaces somre : Sous-brucs, quotients et produits de som-
mes sont ce qulon panse). ‘ |

Faute d'un analogue, pour la prop.7, la notiom de ‘€ -structure quetient
n'a pas toute la éduples;e qttm lui sduhaitere.it. ‘Qu'd cela ne tienns,
on va ltassouplir & l'instant, _ :
Définition 2, - Soient X un @ —espace muni d'une relation d'équivelence
MR, 0 1'app]_1cétion_canm1que de X sur T % XfR. On dit qus ¥ o3t vn B

espace quotient de X, sl Y adwet une ‘g—structure quotient, satisfalsant

a la oonditim suivante : la topologié sous—jacente du & ~espage T est 14
: topologie auotient de celle de X, et pour toute partie ouverte U de Y,
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la € -structure induito sur U par Y est une 8 ~structure auotient
2 1w,

Cette dernidre condition s'énonce auesi ainsi 3 Si une application

g de U dans un @ =espace 7 est telle que gf ost un morphiswe de X dans

Z, alors g est un morphisme de U dans Z. Cet énoneé reste alors vrai

sl Z est seulement un & -gspace local, comme on vérifie aussitdt , p
(done Y est aussi un éiaépace quotient de X). TL est trivial i ‘partir
de la déPinition que si Y @st un Weespace quotient de X, alors toute
partié cuverte U de Y est un B-espacs quotient de £7-(Y) (et se struce
ture quotient esteelle induite par Y), De mime, il est immdiat @é ..

Y est un- ‘g-espaca quotd t de X, Z un E-e Space quotient de Y, alora

Z s'identi.fie aussi & un & -espece guotlent de X.

 PROPOSITION 9. - Solent ¥ un 6 —espace, R ine relation d'équivalen--
ce dans X, £ 1'application cancnique de X sur.Y = X/R. On tunit X/R de
‘1la topoiogio quotient , €t on suppose que X/R -esb réupion ﬁ’ouverts: di

e ik 2 ~
tels que Ui seit un g-éapqea quetient de f ,1('811. Alors Y est mn € -

espace qubbﬁ.ent de X. ¢
‘En effet, Uy et Uj induisent la m8me structure sur leur partie cuver

te Uin ) .1’ & savolir la '6-8tructure quotlent de f l(U nl.). 1L existe

g
dgnc une 3-structure sur Y dont 1a topologle sous-jacente est calie

de Y, et induisant sur les Ui la ‘g-structure qui y est dopnée, IL! a.pph-
cation f est un morphime de X dans Y, pulsque gsesg restrictiona aux par-
ties owert.es i (Ui, recouvrant X le sont, Pour prouVer que Y muni de -
sa -é -structure-est bgi.on un '@-—espace quotient, il 1_‘este & montrer gue
si g est une apolieation‘d'u;le partie ouverte Ude ¥ dans un é -espace 2,
telle e gf soit m mrpl‘ums de £ 1(u) dans 2, alors g est n morpiiem

de U dans Z, Il suffit pour ceci de pINUVEr que se- restriction 2 chmque
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UnD; est un morphime,'pour 1a 6;strusture induite par U. Or clest aus
si celle induite par Y, donc‘ celle induite par-U;, de sorte qu'on est
ramené a monbrer que l'applicat.lon gf de f 1(UnU1) dané Z est un mo:
me, ce qui est bien le eas puisque ctest la restrictlon d'un morphi sme
de £71(U) dens Z.
Corellaire - Sipposons € pecollizble, Soient X un ‘€ -sspace, R bne relss
tion d'équivalence dans vx, £ 1 plication canonique de X sur Y = X/R. On :
lmmit Y de la topolog:le quotient et on suppose que pour teoub couple de .;
‘ldeux pointsde Y, exis‘ba un ouvert: U les contensnt tel que i3 aoit m B
espace quot.ient de f l(U) Alors Y est un ‘g-aspace quotient de X, ‘ A

On sait déjd en vertu de prop.9 que T est un ‘€~83pa.ce quotient,de X,
il reste donc 2 montrer que Y est en feit un ‘g-:eapace. On psut guppo.sgr'
" parfaite ou sémi-parfgite. Dans 1e denxidue cas, oh voit Aussibft que
Y eéﬁ reéouvert par un nombre fini d’ouvérrbs U qui sont des ’g-espa‘neé
quotients des f 1(0), Done on est ramené. & prouver que Y &st séparé. or

A S

tout couple de deux points de. Y est contenu dans un ouvvert U tel que U
soit (pour la g-structum indulte par Y) un & ~espace guotient de £ 1(0)
et en particulier séparé On en conclut auss}.tot que ¥ est séparé , en 5
vertu du lgme suiva.nt,. dont la démonstrauon est laissée su lecteur,
Lemme - Soit Xe€ é . &lpposons gue pour tout coupie de deux poliuts de b &
exlste un ouvert les contena.nt qui soit séparé pour 3.a “é -structure ine-
duite, Alora X est un ‘G -espacte sdparsd.

La notion de "viarié‘bé quotient” utilisée par Chevalley dané son séld.w
naire n'est pas équivalente a celle de le de‘;f'init_ion 2, et n'est ns plus
forte, ni moins forﬁe-’;’elle ‘peut. sénoncer on termes morphiques, mais
ls condition est assez canularesque. Zn rerrforcant 1légdrement 14 défini-»- |

tion de Chevalley, on ohbient. ia notion wivante, gue paut étrc 11 faudra.
ety

- A
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subetituer & 1a définktion 2 : Y = X{R est dit tn & ~2space guetient
strict de X, si pour toute. partie ouverte U deX, UIEU admet une @~
structure quotlient, et l'appliqat:.on canonique UfR,» X/R est un iso-
* worphisme sur une partie ouverte de X/R; (C'est‘ is conditi‘n. Chevalley,
plus le fait que 1'applidation x_,, X/R soit ouverte), Nous n'utilisew
rons cette notion que dars la propveition suivante 3
Tmoposrrm 10, - Soit X'hri-"é-éSpace muni d'une relation d'équivalence
ouverte R. Soit T = XfR mumi de la topologie quotient, et soik £ 3 X4¥
1l'application eanonique. Les conditiona suivantes sont équivalentes.
2) X[R est un £ -espace quotient striet ds X. ,
b) Pour tout (x,y)eft, sxiste un ouvert W contenant x et y, tel que
W/R, soit un @ -espa#e quotient striet de W. :
¢) Pour tout (x,y).éﬂ, existent des volsineges ouverts arbitralrexent
petits U de x et V de ¥, tels que £{uU) = f(v), que U/ RU at V/Izv

soient des "g-espaoes quotients de U resp.V (déf 2) et gque 1llappli-

e

cation composée U]RU — £(0) = £(V) —» V/ﬂv soit un isomor_phisme..
Démonstration, - L'lmplication a) = b) est triviale, il suffit de pren-

dve un voisinage ouvert W! de £(x) = f(y) tel que W soit un @-es;oace
pour la structure induite par Y,: 6t de poser W = £ 1(¥'). Prouvons '

b) s»c). Soit (x,¥) €R, soient U, un voﬁﬁinage ouvert de x, V_  un voi- :
sinage ouvert de y, elors'f(Uo) .et f(Vo)‘SOnt des volsinages ouverts de .
gz = f(x) = £f(y), donec A = f(U )nf(v ) sst un veisinage ouvert de g,

W étant ‘comme la conditian b), en peut supposer Uecl, Vg c;l Soit
VU ni’ (A), V= ¥ at (A), on a alors i‘(U) = 2(V) = A ; dleutre pax-t
gowme ¥R, est par hypothdse un -€-sspace quotient striet de W, et que -
U es’é un ouvert .de W, il en résulte que U/Ru &8t an ‘g-espace quotie:;t 2

.....
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V/R, est un B-espace quoient de V d'identifisnt 3 A, d'oh réeulte que
UetV satisfont sux édxditicns exigées dans o), Prouvons enfin que ¢)
implique a), Pour toub ouvert UeX tel que U/R; soit un @ —ospice quos -
tient de U, solt %0 £(U) muni de la styucture de ‘géespaca déduite de .
colle de. uf Ry par transporb de structure, Corme la topologie _sSus-jacente
du ‘g-espaée U/RU_-est le topologie guotiont de U, et que f est owverte,
1a topologie de & wsgpace Y; est cells induite par Y. L'hypothése impli.
que que la rdunion des T, est T, Nous a]:].ms nontrer gue la femille des
IU satiafait aux conditimg. de cohérence de prop.2 r° 2, Soit |
26Tyl , enaz= f(z) = £(y), avec xgU, y&V. On péut (par hypethése)
trouvar des ‘voisiﬁagos aﬁverts U U'ci.e x et VgV ds y, tels que .
Y = Iv'.(a.veo identitié aussl pour 1iss ’g-stmc‘cure_s), c.'est. uns par- |
tie ouverte W de ¥, done do b A8 e'\b" T4 c;ontanant z, il reste a_mbx‘ztre‘r que
sa ‘6 ~structure est celie induite payr Yy done aussi celle 1ndui‘l;e par
Y\f, de’ pirks que ces deux ijrtiotures induites coincident. Cela nous raméme
& montrer que dans le cas o UcV, la ‘g-st:ucture S de YU.est identi- |
que & 1a € -structure S' fnduite par celle de Y. Il st immédiat quislle
est plus fine que la a_;i;'uctum'induit_e, il reste 2 montrer que l'épplica-.
tion idant;ique de (!U,S!) d:g’ns e fIU,S) esﬁ u.n morphisme, Comue IF est
un -6 -espage quotlent de V, cela sighibie aussl gue lfappllcation corres~
pondante £ de V! = ¥V A f’l(!u) dgris Yy est m morphisne, et pour.ceci_.. '
il suffit de vérifier que tou% péin’t -y de V' a un voisinage oweﬁ
v

1
que f(x) = £(y), il existe alcrs des voisinages ouverts v‘lc-v de y et

c V' tel que £' |V, soit wn morphisme de V, dans T, Or soit x¢U tel

U, CU de x tels que!ulc Y (identique de “G~ospace). Or £' |V, est
w) morphisme de ¥y dans Y, donc aussi dans Yul 5 -Gone aussi un morphisme

T My
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de !v dans YU Cela achéma & montrer. que les conditions de prrop.z sont
_ aatiefml.tes. I1 exisbe par euite sur g 3 unee;stmctum locale unique pour
 laguelle les ¥ sont ouverts et qui induise - sur tout ¥ la structure
donnée sur YU‘ La tcp&logie sous-jacente est identique 2 la i';opologie
quoblent s Y. Monbons que T est un & -ospace’ quotient de X pour
cette @ astructure, Comme £ eet éviderrent un morphiems de X dans Y
(en vertu de CT 4)), i1 reste & vérifier que si W est une partie ouverte
de Y, g une application de W dans un 'é-es;)ace Z telle que l'application
gf de r"l(m dans Z oit un morphispe, alors g est un morphisme, Or W
- st »Sunion d'ouverts du tjpe Tyo et la structure YU,étant ecelle induite
 par Y i,e, celle induite par W, 1l suffit de prouver que lu restristion
de g & Ty est mun mrphim,_ i.e. que la restriction de gf 2 U est un mor=
phisme, ce qui est"évidemnt le cass
Gorollaive 1, ~ Avec les notations de 1a prop.10, suppesons de plus que
€ soit racollable, Alors les co’lditions suivantes sont équivalentes g
a) X/B est un & -espace quotient styict de %
10} Pour tout couple (x,y) de points de X (non nécessairément comgrus

mod, R'.) existe un ouvert W les contenant, tel que W/ R, soit ug <

espace qubtient strict d.; ¥

Quand_ 6 esb sursatunée, cet énoncé est um cas particuiier de la
pronosition i0 (l'implication a)->b) &tant triviale & priorl), Si€
est parfa:r.t.e ou semi-parfaite on est ramené, comme dans le co'rollaire A
propd_), a prouver gue Y est un fé—aspace local séparé, Or il rejsul._,e de
la condition b) due deux points quelconques de Y sont contenus dans un
cuvert qui. est un ‘6 -esace pour la structure induite, done séparé, q:l'c»'t‘i.""1
pésulte que Y est séparé, an vertu du lemme donné plus haut,
,ggr_g;ﬁ_rgz. ~- Soient X wn 6 —espsce muni d'un groupe Gd'autcmorphis—-

ma,

~
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T = x[G 1'espace des orbites, fiX..Y 1'application canonique de X sur Y.
On supposs gque pour tout x&X, 1l existe un syst:me fondavental de voie
sinages ouygrts U‘&e_x' tels que U/liu soit un & ~espace qv.go‘bie;t de U
(o Ry désigne la relation d'équivalonce sur U induite par 1a reletion
d'équivalence définie par G). Alors Y est un ¥ -espace guotient de X, ot A
pour tout ouvert UeX, UIB.U ost un & —space quotient de U, s'identifiant
h_un' sous-gspace ouvert de Y muni 'dé la ‘g_—-structure induite ‘par Y.

Bn effet, ls condition ¢) de la proposition 10 est visiblement sabism
faite, Le falt qus R solt cuverte résulte du fait que pour tout ouver
U,,'le saturé de' U. pour R es&b 1dentique ala réunion d;s ouverts B-U(BGG)
donc lui-méme ouvert, : |
Définition 3. ~ Scient X,Y deux 4 ~aspaces, f un morphisme de X sur Y,
Une application s de Y dans X est dits une € -section pour £ gi clest un
"e-morphiane et si fs est llapplicetion identique de Y, On dit que'.f
admet localement une g-oet&tion si Y est rénhion d'ouverts U tels que.
les morphisms;s f-l(ﬁ_)_ -->‘U induits par f aBnettent une -G-section,
PROFOSITION 11. - Solent X,¥ deux & —sspaces f un morphleme de X sur ¥, |
ﬁ la relation d'équivalence dgfinie par £, £!' la bijection ds JC/R sur Y
déduite de £, Si s est une é-se@im pour'f, s est un isomorphisme sur
ine partie Y! de X ay‘aﬁt une structurs induite par ¥ ; si Xestun 'g-i-
espace séparé, Y' est une partie fermée de X. S8i £ admet' localsment une

'g-section, alors X/R est un ‘g-espace guotient de X et f' est un
isomorphisme, ' :

Supposons qu'il existe une -@-sgection s, montrons gue la g-structu.x"e;
sur X/R déduite de celle de Y par transport de structure fait de X/R wn :

*g-es;)ace quotient.'d'e X. I revient au m8me de dire, puisque f et |
déja un morphiaim,» que-'toute application g d'une partie cuverte U de p 17

<
= - & ARV Ny
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dans un ‘g;espace Z, telle ’quc: gf soit un morphisme de f‘l(ﬁ) dans B,
est elle-méme un morpbizme. En effet, ona g = g(fs) = (gf}s, qul est
un morphisme comue eompoaé de deux morphismes U..,f l(U)._g,Z vettons sur

It = s(¥) la strastitre 48 *# ~espace déduite de celle de Y par t_ransport >

de structure, montrons que c'est 1a une ‘& -structure induite pa!" X |
Comue l'application d'injection de ! dans X est déjA un morphisme :
(puisque s 1'est) il faut seulement verii‘ier qie si g est une application
d‘un ‘g—espace Z dans ! telle que sg solt un morphisme, alers g est.
un morphiswe 3 or on & g = (£8)g=f(sg), efest donc un morphisme eomme
compoaé des deux morphim sg et £, Seit p = sf, c'bet un morphisme de
X dans X, et Y' eést lfsgeembl.o des xE€X tels que p:x" 8, i.e, Llimage
inverse de la -c_iia.gon&l,e de Xx X par le morphioms X =3 (X,px) de X
dans XXX, 6i la diag_onéle de XxX est i‘orméa,- clest donc une partis ‘fepf
mée de X, Supposons enfin que ¥ n'alt pas nécessairenstic de “-g-eegtioxrz' Z
mals admette 1@1@& une ‘B-section, Alors la premiére aéae,rﬁién de
1a propo®ition est .v_a.lable, compre il résulte é.ussitat de ca qu'en vient
de dire, et de proposition 9. |
Corollaire. - Soient xi,ri dss “G-espaces (i=1, 2), £; un muorphlame
de i sur Yi a.dmatt.anb localenent une ‘g -gection, Alers flx. f2 est un
5 morphisme de. }{1)(12 sur leY admettant localement une &-section, i
par suite sur le 12 le ‘@astructure produit des structures quotients
des Y, est identique 4 une ~g«-si:rﬁct.urea quotient du ”g-;eépace produit
8. = -6 -sspeces réduits & un point. B
{Le rédacte‘u‘r laisse aux .spécialiétes de faire un n° étoffé. sur 1és

’e-espaoos vides) Dans les: catégor:\.es topologiques. que nous anrous a

s R 1'nx:lm sitlvent sera aatisfait 2 . T : P O _¢1
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CT 8) &glgl______'g-egg.gg rédutt & un point. Si e est un@ 'g-em-

g_ey alors tduta ag&cgtion dfur €-espace ¥ dois & est un jiorphis
~Sekant e, ds 'deui: ‘g-es;‘a'acea réduitia & un point, soid f(resp.. £1)

1'unique applicaﬁic;n de e dans et{resp, de et déns e}, D'aprés CT 8),.co:_

-dont 1 des mox‘ﬁhismas, réciproques 1ltun de lfautre, donc en fait des iso

morphi.cies, En perticulier, ‘prenant' 8 = e}, on voit qu'il n'existe gu'une
seule striz‘cture ds -G _ﬂce Sur wn ensenbls e xétuit A un point 3 on

' aupuosera alfars toujours implicitemnt. que e est muni de cetie stmctum

Si a.lors Xe'€ 'apgl‘_igg_h_i_g p_go;ection Xxe..bx est un ‘G-isomo -
Ehisme. i

PROPOSITION 15508 &;ppoao’ng que G sott une catégorie prétopologique &a=-
tisfaisant‘l"md'oma CT 8)ci-dessus, Soient X un-€ <sspace, x un point de ‘
X. pour que {x} adustte une ‘g-stmctura induite, il faut et 13- suf‘f:’gt
- que toute applicatiéﬁ a’&xsbante d.'un 'g-ez’,pace : 4 da,ﬁs X, prenant la
valeur x, soit un morphieme, ou encore qus 1tappli catian identique de{x}
dans X soit un morphisma. 4
Beweis klar, 1@ lecteur notera que dans le cas imf;ortant. de 1la ca’oégoii
rie des espaces algébriques déi‘inig sur ua corps k, et dont le-corps des
valeurs K est # Ky {ct ﬁr. 3), il yaen gén_éra.]. des points _de.'.x‘ qui ne
satisfont pas les eonditiocns de ls ‘propb‘sitior; 1z,
Gorellaire. - Soit *% une ecatégorie topologique, satisaisant & 1laxiomes
CT 8) soient X,Y deux‘ -Q-espaces, ¥ un point de X tel que gx} glt tﬁe
€ -structure induite. Ators 1'application y —s (x,y) de Y dane Xx Y - .
est un morphiame et méme un ﬂg-isomorphiam de Y sur une partie de XxY‘
mnie d'une @ -structure induite, | o 3
Cette application i est en effet 'coﬁposée de deux applications |
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Y-bix'\ b SRS, £, la aeconde est un nmorphisme ecmme produit de deux
morphisms_s, et la prem.im est susel un .morphlame, car ses deux eppli-
cations con&po;santeé_r..@& 8t T Y Bont des mosohismes, La dornidre
résulte d@' « fadt que i admet wn moz_'ph:isme inverse & gauche, saveir
1tapplication (g,b) —a(x,b) , (qui est bien un morphisme comme produit °
de';iéux worphisnes)
9. - Espaces fibrés, .
Soient “& une catégozie'topologi.que ("catégprie base"), i,o et @ deux
catégories "catégories fib;ea" wedy - 3 désignant la eakégorie des ensem-
bleé', on suppose d.onnés, en plu'zs du foncteur foﬁdanaental"@-a‘a des'
fencteurs covariants & —» € ot D B -»'3 de_telle fagon que

ls diagramme suivant de foncteurs g

e/@\\.\g

\/

"solt, cammtatif .,On ne Supposs pas que ces trois foncteurs supplémenp- |
teires solent fiddles, ndanmoins, suivant notrs habitude, nous constdé~
rerons les &ldments de @ et de @ comus des ensenbles mmis de strucs
tures de type O (reap. de type @ ) (mais un merphisme dansg} pouf=
rait ne pas &tre déterminé sans ambiguité par llapplication d'ensembles
qu'elle Aéfinit), Linsi ume structurs de type é ports des structures
"seus-jacentes” de type'eet de type § » Il ssrs commoede de supposer °
que le foncteur e bo — P .

est fidéle et .trmﬁi:ort#blo, et que sl A,Bé@o, un @-mrphim A=B "
est un §, .morphimé &l et soulement si 1'applicgbicn quiil définit ast
un 'gqmorphiéms. Le cas le.pius important est celui ou &o-ﬂ % '
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e cas Q& B se .rehcox;tre oh Géombtrie algébrique, € étant la caté-
gorie des (k,K)-espaces ‘algébrigues, alors & i sera. par exemple, léa. catd |
gorie des K—espe..oes vectoriels de dimenslon finie définis sur k, tandis
que @ sera la catégorie des K-espaces vecltoriels se;s plus, Cf;l;ar..z,' :
n°6 et sﬁmts, : ' | ;
Définition 4. -6, B et §° étant comme ci—dessﬁs, on appelle fibrs de.
type (_'g,Q, $,) (ou sloplement fvibré de type (€,B) ai B = ?o’ ou
enfin simplement € —fibré oi €= = §Q) 1'objet £ formé par 3 (i) un
i nmorphisne p (la pEQ, j ection) d'un 'é-es;aace E (L'espace fibré) sub wnG =

expace X (la base) (1i) pour tout x&X, la donude dlune @ -structure sur
la fibre :‘lfx) aeAx‘; ces donndes étant assujetties 3 llexieome sulvant :

LT ) X est réunion d'ouverts U tels que 1'objet "induit" par & sur U
solt isomorphe d un prodult UxF, ob Fe ..

-~ 11 est cleilr ce gqu'il faut entendre par 1l'cbjet qinduit; et aussi quel-
ies structures (i) et (1) défini._t..vn prodult UxF.; On met sur UxF la
strueture de @ -aspace produit, on considére le morphisme cenenique

UXF U, les fibres de ce f£ibré ensembiiste gtidentifient toubes & F, et
de ce fait .ont une @ -structure sous-jecerite, On ne suppose oag que le
choix de F puiése g»tre pr:l..s indépendant de U, encore moins qu'ik figure
dans la structurs d_Q'E. Si on peut cholsir un F indépendant de U, on dit
qué l'esp;acs fibré io»:s't. vm et F ést alors appelé une fibre {ype de
f, Véme dans ce ca.é, i g'ést pas nécessa.irament déternind par E ¥ m&ma :
a isomorphisme prés d__ga_g §o‘ erendz\mt, sl m xeX est tel que ix_‘Snd" 4
mette une @ -structure induite, aa;ors is fibre E, de E shr x e;t canoni- ”
quement munie d'une b‘b;'uc'tnre de-type P = (résulte du corollaire-b. prop. ‘
12), et s'il existe une ﬁm-typa F, elle est -isouorphe & Eye




Définition 5, - - Soient E = (B,p,X) et £ = (E',p',x') deux Fibrés de
type (‘g $, 8 ). appelle (€, & )smorphisme de E, dans E!
’tqnte application f de E dans §', ayant les propriétés sui'vantes: 3
applique fibre dans fibre et est un @ -morphisme sur les fibres ; -

1'application £ ¢ E 3 B! et 1'application ¥ _5 X* déduite de £ par

passage au quotient est un 3 ~morphi.sma,

Pour la notion évidente de composition des morphismes, on voit qu.e
les (6,3, P, )=fibrés forment une catégorie. Ie foncteur
£ = (E,p,X) _s E 2 valeurs dans 6 st transportable et fiddle
{@'ou 1'identification de tE & E) ; le foncteur t = (E,p,X) —yX de la
catégorie des (€ , ® s ®, )-fibrés dans '@ est appelé foncteur-base
D'autre pait, si E est un (€ P §o )-fibré—sur X, on a la notion
de restriction de ce f£ibré & une partie ouverte U de 'X, ce Vsera encore;
w (€, d, @ )=fibré, On vérifie aussitdt quion a 13 les données
pour une catégorie moca.le (Top. Elem. chep, I)

PROPOSITION 13, - Si 18 catégorie topologigue 'g est _recoliable, ala:i

les fibrés de type (€, § > §o) forment une catdgorie locale,

T1 faut prouver, dans chacuri des cas nosmés dans la propoisition,
le critdre de mconen;éxt : On a un E-espace X, un recouvrenent ou~ V-
vert (Ui) de X, _mr.téut U; un fibré Ei de'-ty'pe (€, &, @o), et sux
Uyn Uy un isomorphiame £, 34 9 E wi,j sur Eiluij' satisfaisant aux con-

ditions de cohérence fik ka. On veut trouver un fibré E, spr X;

ij

et des -isomorphismes E; ...>E|01, de telle fagon quon ait f.j 4 lfj
sur U, (mc les abue d'écriture habituels), On sait (los, cité)
gqu'on peut trouver un espace topologique E et une application continue

p do E sur X, enfin des homéomorphismes £y ¢ By B{U; tels qu'on ait




































































































































































































































