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Comuentaires.

La présente rédaotion est censée contenir l'escentiel du
formali sme algébiique différentiel sur les variétés, 3 1'exelu-~
gion de ce ocui se rapporteaux groupes de DLie, ou 3 la géométrie
riemannienne ou kfhlérienne, Elle se¢ placerait indifféremnent
avént ov. aprds le dépotoir différentiable.rcomparée aun
"Chapitre O", ol il étuit question de varictés mais jamais de
calcul différentiel, le présent Chapitre I se distingue en ce
qu'il n'y est janais question de variétés, Les Chapitres 0 et
I sont dqno des préliminmsires, qu'on espére néoessa;;és et sufe
fisants, pour un Chapitre 2 de synthéso; {"Varigtés différen-
tidées®), et dont le but trds exact serait de dérouler les rou=-
leaux conpuns® aux variétés différentiables, algdbriques, ana-
lybtiques, etces Le rédacteur a comscience que o'était précisément
wn Chapitre de cette mature, et aussi court que possible, qu’til
avait pour nigsion de rédiger. Nous agsisbons ici, au regretta~
ble phénomeéne d'enlisement dans les sables fonetoriels, qui
sera sans doube le cawohemar quobidien de notre Naitre pour les
années & venir,

Le point faible de la rédaction est le pa-r.4. ilovs que la
faisccautisation des résultats des paragraphes précédents n’est
visivlenent qu'une cuestion de traduction btriviale, il n'a pas
été possible, malgré l'escamotage le plus brubtal, de la réduire
& moins de £0 pages. Um espdre cu'um prochain rédacteur

escamotera avec plus d'élégance,
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Le rédacteur n’a pas tenté de mettre au point un formalis~
me exhaustif qui engloberait les "Zierres”, Il a l'intention
de faire & ce sujet une rédaction dans lo wBue esprit que le
présent rapport. Il pourra le faire d'avntant mievz si un Té-
dacteur beénévole veut bien le décharger du Chapitre 2.
Liste decs notions algébrigues ubtilisées dane la présente

rédaction, et ne figurant pas dans des Loues publids de
Bourbaki ': :

Hotion de dérivation d’un anncau dans m nodule (cas gra-
dué ou nonj, crochet ¢e dérivations en ast une, notion d’al-
geébre de Lie, Algdbre différentielle graduée, prodvit tenso-~
riel gauvche de telles algdbres, Notion de aaehin Piltxé et de
gradue associé A un tel machin. Rabiots d'algdbre lindaire ;
algdbre syumétrique d'um module, caruotérisations uriverselles
des algebres extérieures et synétriques, structurse 2altipli-
catives dans les CP(L,H) (applications multilineésiras alternées
en p arguzents de w® dane N), les opérations :x dans les
C{4,N), Notion d'algdbre et @ 'annean augmenté, amneguw local,
Entin, dans par.3, n°lc (qui sers certainement repcorté & un
autre endroit) on se sext de 1la notion de dirensicn 4 'une
localité, et de la notion d'annmean loeal régulier, 4 1'cxoep~
tion de ce dernier point, on ne se sert aue des faits sorito-
fonctoriels relatifs aux notions citées, 4 1a riguen», on pour-
rall les résuner (ainsi que les aubree rabiots dont on aurait

bescin dans les Chapitres suivants) dans un petit rzarographe
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prélininaire d'une vingtaine de pagess (Si onm fait les Pierres,
on é.nra certainement besoin aussi de pas mal de sorites sur
les hyperalgeébres),
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VARISTES DIFFERGWTIABLES
CHAPITRE I
LE FORMALISUE DIFPURENTIEL
(BTaT 0) -

& 1 ~ Dérivations et formes différembielles,

vans tout ce Chapitre, les anneaux ont une unité et les
homomoxr phi smes d'anneaux appliguent unité dans unité, lss
modules sont wnitaires, Dans les paragraphes l,:,5 on désigne
par /Ev uh anneau commubatif, par A une algeébre commutative
aur &. Si M et N sont deux A-modules, nous distingusrons tou-
jours soigneusement, dans la terminologie, entre applications
A-linéaires et applications k-lindaires de M dans H,

1., Le module -Q}_ (4). |

Rappelons (s.4) la

DSFISITION 1 - Soit % un module sur la A--algdbre i, On

appelle b -aérivation (ou ginplement dérivation gi_aucune
confugion n'est 3 crainmdre) d&e A dans M foube application

k-linéairve D de A dans X, telle gue 1'on ait

t1) D(£g) = £D(g) + gd(f) (£,5€4)
Bien entendu, lo® dérivations de 4 dans ' forment un module

sur i, Si D est une dérivation de 4 dans M, u uwne application
A-linéaire de X dans uwn a-module N, alors uDd est une dérivation
de A dans N, Ceci améne A4 se poser um probléme d'applications

universelles, résolw par la
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PROPOSITION 1 - Soit A ume algdbred commutative sur 1'anneau

%. On _peut trouver um A=module P, et ume k-dérivation d de 4

dsns P, tels cus pour toub s-module M, 1'application u ~_7 2 ol

80it uvm isemorphisme de I‘(P,M) gur le A-module des k~dérivations

de A dans ¥, Le eougld (2,8) est wnigue 3 isomorphimmes pras, et
on peut premire pour P leé quotient de A 0;& A, considéré comme

A-module par £(g@h) = (£g)@h, par le sous -s-module engendré

par les éléments de la forme 1®fg - £@g ~ g &, et pour d

l*application composée dg' £—>1@1f et de l’application canonigus
de i tS;Z A sur_son guotieént 2, :
I.'a.ssertion d'unicité résulte de Ens.Ohap.IV. Reste & woiz

que le couple (P,d) indiqué dans 1’énoncé & les conditions vou-
luess On a bien d(fg) - £dg - gdf = 0 poxr £,864, ot 4 est
«#’-linéaire, done 4 est ume ,‘e—-dérivation‘, ie plus a(i). engend.re
le a-module P, domec 1l'application u —> ued de LA(P,L-E) dans le
module des dérivations de a dans ¥ est injeotif, reste & voir
qniu est surjectif, Ox soit D une dérxivation de A dans }, consi-
dérons 1l'’application a‘"-linéaire de A @, A dane U dont Ia valeur
pour £&g est fDg (elle existe puisgue fug est /&';bilinéaire en
(£,8)), 1'hypothdse sur D signifie qu'elle s'annule sur les élé-
ments de la forme 1&Sfg = :f“.Og - g@f, conme elle est ds plus
A~lindaire elle déﬁnif par passage au quotient une application
A-linéaire w de P dans 4, et on a évidemmen? D=nuod,
DEFINITION & ~ Le A-module défini dans prop.l g'appelle le
module des H--dirférentielles (ou simplement module des diffé-

A
o
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rentielles, s8i aucune confusion n’est & craindre) de la %’-- :

algdbre 4, et_est noté .Q.k\‘(a) ou simplenent -QF(i). Si fea,

son image par la dérivabion canonigue A —> .Q.l(A) est notée

a ’&’f ou simplement df, et avpelée différembielle de f.

Ainsi 4 est une dérivation de & dans .0.1(11), tout éléwent
de Ql(4) est une somme d'6léuents de la forme fig (f£,8<A) .
toute dérivation de 4 dans un s-module ¥ s’écrit sous la
forme u cd, ol u est une' application a-linéalre bien déterminde
de ﬂl(A) dans s

2 - L'algdbre différentielle .Q,g (a).

DEFILITICH 3 - Soit A ume algdbre commutabive sur fr, On

appelle algébré des formes différentielles de 4, eb on note

ﬂ%‘ﬂ) (ou simplement (i) si avcune confusion n'est &

craindre) l'algdbre extéyieure dun s-moduls ﬂ}ﬁ.. (L), Ses élé~

ments sfappellent formes différentielles de 4, ses éléments

homogdnes de degré p g'appellent p~formes différentielles gde

D
A, le module A A.Q}Q,(A) des p-formes aifférentielles de A

dé D (4).

ge_désigne par ﬂ/& (s) o
On a done Ofa)=2_ NPL) , Qefa) =a
PROPOSITION & - Considérons 1’algdbre extéricure /\ ,ﬂ"

du }-module A, et le produit tensoriel de k-algébres

P=A 8}3\, /\lg‘n, congidéré comme algdbre sur 4 grice au premicr
facteur. Soit J 1’idéal de P engeniré par les éléuents de la
forme 1®fg - £®g ~ gBL (£,8€a = ,ﬂ.,‘*)' alors il existe
un homomorphigne de A-a_lﬁébrgs unioue w de P dans (Ma), ap-

pliguant 1®f (£€A = /\/2-‘1) dane df; et cet homomorphisme
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définit un isomoiyhisme d’algdbres graduées de P/J et ()(a).

L'unicité de w est évidente, Pour 1’existence, on note que
£ —»4f eab wae application k-lindeirs de i dass wae .- -algdbre,
0 {a) tolie qué out éigmamt de ifimage 80it de carré mul, elle
se pzolonge done (.;.) el un homomorphisne de k-algdbres
A k&-—*>.fl(a), Comme 1%injection de A dans () (i) ast un homo=
norphisme de k-algébres, et gue l'image de A par cet homomorphis-
me comnmute & 1l'inage de /\ka, ces deux homomorphis.és définis-
gsent wn homomorphisme de A ébk /\EA dana.il(u), §n1 est mani-

festenent un homoﬁorphisme de A-algébres, compatible avec les

. graduabicns, Comme il s'annule sur les éléuents du bype

1®fg - £Pg - g @Ff em vertu de d(fg) - fig - gd? = 0, 11 s’an-
nule sur J, D’ailleurs J ¢st um 1déal homogdne (engendré par des
élé:ents de degré 1), done P/J une algeébre graiude sur A, ét on
obtient ainsi un homomorphisme de us-algébres gradﬁées B/J——all(A),
montrons gu’il est bijectif, Il est évident qu’il est bijeot;f

en degrés O et 1, De plus, les éléuents de degré 1 de P donc de
P/d sont de varré nul, done (+..) l'application naturelle de
0O%*{a) dans (P/J)1 ge prolonge en um homomorphiesme v de A-algdbres
de 1l’algsbre extérienre Qi) de Sll(h) dans 2/Jd, On vérifie aus-
sitft qu§ vu et uv somt 1'identité (i1l suffit ae le vérifier sur
les générateurs de P/J images des L®FL, et sur les générateurs de

(L) de la forme 4f, pour lesquels c’est immédiat), ce gui

- achéve la démonstratione

THEORME 1 - J1 existe sur 1'anneau gradué (1(i) une

antidérivation et une seule de degré + 1, de carré nul, g ré=-

-
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duisant 3 £ af gur A = CP(i), On a (si d désigne 1'anbi-

dérivation en cuestion) 3

(2) - algdfy AL, Nees /\drp) =dgNaty N ...I\d.fp (g,2; &4)
Cette dernidre foyxmule résulte du fait que d est une
antidérivation et, oue ddf;, = 0. Comue tout élément de 0P(4)
est vne sorme G'6élé ents de la forme gdflA o I\dfp, 1'wnicité
de d est iuwédiate, Pour prouver 1l'existence, om note que le
deuxisme membre de (2) est um élément de NP (a) qui dépend
de fagon (p+l) fois k-linéaire des argucents g,tl,...,fp qui
y interviennent et est alt.rné em les f,, il définit donc une
application k-linéaire de A ®k/\PkA. dans .Q_P"'I(A). Faisant
varler p, on obtient une application k-linéaive D de
P=a®, /\kA dans L2(s), de degré + 1. Considérons ()(4)
couue un P-module & gauche et & droite (gréce & 1'homomorphisme
envisagé dans prop.Z), om vérifie alors avssitol cue 1'on &
(2 vis) D(Fed) = o) e + (-1 ote) (P, derd)
Il en résulte que l'ensemble des éléments de .P dont 1’image par
1’homomorphisue U de prope« 8t par D est nul, est un idéal houo-
gine de P, Or cet idéal coatient les élé:ents de la forme
12fg -~ £ @z - g®T (£,6€4A = /\i&), done 1'idéal J qu'ils on=-
gendrent, done D passe au cuotient em une application 4 de degré
1 de LYs) en lui-mBme satisfaisant par construetion 1a Formule
(2)s De (« bis) résulte gue d est une é.ntidérivation, on voit

aussitbt sur (z) que dd = O, Cela achdve la Gémonstration,

DIFINITICN 4 - L'opérateur introduit danms la proposition &
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+1, antlcomunbative, dont les éléments de degré 1 sont de carré
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g'appelle 1la différentielle extérieure dans ((s) § si F est
une forme différentielle do"L,‘ dF slappelle sa dérivée extézjiev:re.

¥upi de la différentielle exbérieure, (1 (L) devient une al-

gbvre difiérentiielic gradude; & opérateur de dériiation de degré

nul, se réduisent & A en degré O, .Q(A.) est d'ailleurs "universel~
le" parmi les elgdbres ayant les propriébés précédentes, de fagon
précise & ‘

PHOPOSITION 3 - Soit B wm annean différentiel gradué, & opé=-

rateur de dérivation de deg;'é + 1, et dont les éléwents dc degré

1 sont de carré nuvl st les éléments de depré O sont dans le cenbze,

Soit un homonorphisme d’anneaux de oA dans B°, alors il existe
|

un_homomorphisme d’anneaux différentiels et um seul 't?_d_e_ Qta)

dans B gui prolonse (3 ? regpecte lew gredustions,

L'unicité résulte de co que & = 0O°{L) et d(u) = ..Q_l(u) Sn-
gendrent L'anneau L:(s).- Pour 1’existence, om note gue l'applica~ -
tion @ d¢finl% sur B une structurs de a-algébre, et cue 1l'applicae
tion £—»d\@(f) de 4 dans Bl est une Av-dérivation (B étant cone-
sldéré comue A-algdtbre domc comme /{Z'-algébre grfce & 1’homomorphis '

ne L3 A—> B°), eb par suite d¢finit ume application A-linéaire-

.QI(A)—«-%BI, appliquant 4f dans d Hp(f). Comme les éléments de- Bt
sont de carré nul, on en déduit un homomorphisue de A-algbbres %

0. (4)—>B, se ré¢duisant & P on deg;:ré.O, et donné en degré > O 4

.P&I' L—P.(gdfll\ vae '\dfp) := &P(g)d‘-e(fl) cen dLP(fp)c Il e¢st alors

imnédiat cue 'Cf' est ooméa.t;lble avec les graivabions et les OpETE~ i
teurs différentiels (oe dermier fait sc vérifiant par exemple 3

: |

Dty MRS NS S e B el A _ﬁ
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1'aide de la forzule £), .
3 - 5L'algdbre de fle %(A).

" DEPFINITION 6 - Do h~module dual du A-module Qx(“ ot_noté
%(A) ow simplement 'l}(n). 11 sst domo canoniouement isomozphe
aw icodule des k-iérivations de 4 dans lvi-mBue ; la déxrivabion
assogiée & un X € Q}(g) Sexra notée By,

Comse le crochet de deux dérivations est une dérivation

foesls ‘l}(a) se trouve mumi pai' transport de strmoture d‘*une
structure d'algsbre de hie sur k, définte par la condition que -
3) [6y,04)= Oz g  txyeYay

Hotons gu'’on & évidemuent )
(4} Byyle) = (£ 6 )(a) txe Ya), 2es, gea)
Miais on fera atbention cn'en général, g(n) n'est pas une algd-

bre de Lie sur i, op a en offet les formules
) [ex,¥] = 2[5,7} -Optnix , [x,27] = 2[3,7] + Bylo)¥
dont la premidre résulte immédinbement de la définition dn

erochet et des dérivations, et la denxidme se dcduit de la pre-
migre par échange de X ob X,
‘D}(A).étant le dugl du A-module ﬂ.l(A); on note conns
d *habitude £02,X> ou mieux (X,w> le produit scalaire ¢Twm
€ DMA) ot a'm xé& W(h). Rappelcne le fait suivant a'al-

gébre linédatze (aes) ¢
PHUPUSITION 4 - So:lt xé\}(u), alors il existe vme anbi-

dérivabion s-linéuire et ume seuls iy de de (fa), de dsgré E
gul en degré 1 solt donné  paxr '
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(6)  1;(w) =(xwy
L opération i, dépend A-linéairement de I, eb om a .s
)4 2-—0 d¥od ipdy +igly =0 (x,¥e Yla))
(8) <!’P RETE JARSNTD2 4% I AP
(e Ya), ¢ A% ), e AT GLy - m*l(m
CGozue par aéfinition, om 2.
(8) <KZXafy=4,4f= exf
les preprléiés de i impliguent qua ‘!.'on doit avoir

{10) 1x(gdf1/\.nl\afp) eé (-0 0402,5 a2, .. mri..mn:

ol 1le signe © a la signification usuelle.
THEO 415 2 ~ Pour tout X € v}(u), il exicste wne dérivabion
et une seuls O, de (2(a), gomntant & la ditférentielle extié-

rieure 4, ob suéunisant gogré O A la dérivakion € do A

définie par X, I-a. c".é:civatidn ‘Gx est de degxré 0, et 1'application
b4 —-'&6 de W(A’ dans la zl“-algébre de Lie des k~iérivations de

degre 0 de L1{4) est une représantation d‘'alsdvres de Lis, en

paxticnlier 9 2,9 ~ [BX, 9;} énfin, on g la "fozuule a’homotopio"
s

(11) &, = di, + i (XE }(a))

L‘unioi’cé Té sulte de oe qu'on devra avoir, em vertu des pro-

pri¢tés énoncées pour Bx v
Pour l’exisbence, songiddrons l'opérateur 11‘,‘r d.éfiu rr la formule = _
(11), comne 4 est vme anbidérivation de degrd + 1 e ix wne anti-
dérivation e demré = 1, 41 a'emsuit ({...) oue Dy est bisn une

dérivabion de dee’ré 0s On a évidenuent 4D D 7‘-3’“ x& (pulsous dtl:()),

.
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dono nxpemte ad, euﬁnoomixcstnul.endegre 0, on a
Dyt = 134 pour £€4, 1.¢ Dx:! = 63f, ainel Dy a toutes les
propriétém voulues, on peut 1'sppeler O, ividerment 9
dépend »g'-linéairemnt de X, prouvons enfin oue
GB.!] [e 2 9!] t en effet, le deuxidne membre set vien une
dérivation de QYx), perzutent & 4, et se réduisant 3 OB‘ 7
én dogro U Ceecl achéve la dmnltrstion.

CORCLIuIRE - On & 1a fomule
(1) [B.,1 ]2 ‘5.9

. En effet, le premier membre est ume antidérivation de
degré -1 de LU(5) (ses), olle s'annule dono sur i = -Q.'(a),
et est donc a-lindaire. Il reste A monirer seulement qu’elle
ge réduit &4[1,!],w> pour wde degré 1, et om peut ce bormex
& une ¢y de la forme df, ¥ais om a
Opiydf = 1y8;af = Oy Oyf = 4yd 052 = 0,09 -~ Oy Oy = O 2 =
=< ﬁt!]nif)

ce gui achove la démonstration,

RESARQUS - Bien embemdu, 1’inepection de (11) montre que
ex ne dépend pa9 em géng'al A-linéeirement de X (la formule {4)
n'est valeble oue si om comsiddre € oom:e une dérivation dams
A unimenent), Hous verrons au paragraphe suivamb, dans un
oonbexte plus général, com:emt les opérateurs ©; peuvent
g'étendre 3 biem d'autres A-modulos cue LUu), Povr 1'instand,
bomons nous & noter qu'il convient de poser, suivant 1'usage

relatif aux algdbres de Lie
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(24) oY= [5,¥] (X3¢ ?g,m)
Aingi, pour tout X¢& ‘q(a), Bx est une dérivation de la ,f"-elgbbre
de Lie Q}(A), et I——-’ex 88t wne représentation de la zfr'-algébro_

de Lie %(A) dans la k-algdbre do Lio des dérivations de 1}’(“
(+os)e Do plus, la définition des opérations Oy dane QM4) et
dans son dual Vy{s) sont Tcompatibles” dams le sems suivant 3

(16) O3, w)= O3F,w> +£¥, 0 w> (x¢ Yla) 5 1€ I a)
wen *a))

Pour vérifier cette formule, on peut supposerw de la forme gif
(£,864), alors le premier membre esh 91(3'9!1’) = (Gxg) (Brf) -
+ 86,0,f, le deuxiime membre est {[X,¥],gaf >+ T,(6g)as? +
+ glydfd = Sefx,y]f e (618) (65%) + g0y %, et la fomule 3 démon- ¢
trer se réduvit & geﬁ.!]f = ggxe«rf - gezexf, elle est done vraie ‘
en vertu de la formule (5). | |

4 -~ Llalgébre aifférenticllc ﬂ%‘u) eo.me fonoteur de i,

(Co numéro pourrait venir avant le nuuézo 3, cur 11 n’est pas <

question iei de dérivations). Soient A une k-algddrs, A’ ume k'- |
algdbre, on appelle morphisme de » dens »® la donnée de homomor= ‘
phismes d’anneaux A—> A" et k> k', tels que le diagramne suivanmt
goit conmutatif

A ——mp j

A \

|
X o> k¥ ‘

o les fléches verticales désignent le# homomorphisses définis par
les structures d'algdbre.de 4 resp., 4%, On convient de désigner
par une mme lettre un morphisme de A dams A’, eb les homomorphise

mes A—>A’ ot k —> k' quils définissent, 51 =k’ et £i on se
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borne & oonsidérer les morphismes qui correspondent 3 1’appli-
cation identiocue de k sur k', on retrouve les homonorphismes
de k-~algdbre. Bien enbendu, los morphismes d’algdbres se com-
posent, de telle fagon gue les algdbres (3 anneaux d’opératcurs
non précisés) Ffornent uvne catégorié.

PROPOSITION & - Soiemb a une k-algdbre co.xvubative, i une
ktalgébre coumutative, u eme de « dans a?, alcxs il
existe un homomorphisme d'‘'snneaux différentiels et un seul u

de £ (a) dans Q. ,(47), se rédnisant 3 w gar Qels) =2, et
cet homomorphigme est compatible avec les gradmvations, Les

Ponetions A -—}Qk(.a) et u—>1u définiscent Q,(4) comme un

foncteur de 4, d¢éfini sur la catégorie des algdbres commuba-

tives, & valeurs dans la cabtigorie dos anneaux différentichk

g_:_'adué Se

L'homomozrphisme U s8'appelera le prolongeuent sanonicue

de u aux algdbres de fornes différentielles, Les propriétés
fonetorielles de @ r¢sultent imédiatement de 1'assertion
d?unicité. Or, l’exisbence ot 1'unicité de 1 sont des cas

particuliers ée proposition 3,

PROPOSITION 6 - Soient A,." deux /@‘-algé'uraa coimutabives,

eongidérons los honomorphismes-(L(.)—> () {4 %A") et
ﬂ(u‘*)———»ﬂ(a%ﬂ) prolongenents canomiques dss hororioxphis—

mes naturels a —>»a®l et a'—>1®a' de 4 resp. 47 daus A%’ﬁ'.

Alors il existe un homogorp_hisuo éu produit tensoriel gauche

ma)ggﬂ(n') des k-algdbres différentielles Qla) st O (a?)
(eeee) dans Q(A%&’), prolongesant les homomorphismes !
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précédents, et o'est 13 um isomorphisme de ()(a) @;@‘Q.In') sur
Q(a %:*). |

L'existence ds l'homomorphisms en guestion résulte de (...), -
compte fenu que toutes les algdbres différentielles ¢ul inter-
viennent ieli sent graduées anmticourmtatives, Pour womtrer gue
c’est 1d uwn isomorphisme, nous considérons 1'homomoxphisme
Q(a®@ar) —> Ofs) B D-(A'), obtenu em appiiquant la propogition
3 & l'algdbre A @ A® et L'application identigue de cetbe dernidre
dans la parbtie de degré O de Q(ﬁ)@.ﬂ.(ﬂ'). Il est alors imné- |
diat gue les deux homomorphlsmes construits sont inverses 1'un
de lTautre, _ _

Bien entendu, le dlagramme suivanb

D (aBLY) ———> O (4) @ (st

91 .8

L @ 4) > O{8?)® Q. (4)
est comuutatif, ol les fldches horizontales désignent les homo-
morphismes canoniques de la proposition 6, ol 8y est deduite de
d "homomorphisgne de l*-algébres AU u*@ 4 (symébrie du
produit tensoriel), ot 8p est d¢rfinit comme la symétrie dans wm
produl’ Yensoriel gauche d'algdbres graiuées, i.e,
5, (F® ) = (- dar,
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é ¢ « B-Strucbures et counexions.
1= ouggébres' de Lie suw A, Dérivations d'um i-~odules
DIFINITION 1 - Soit ? we algdbze de Lie sur 4, on dit gue
\?omre dans la jv-ayebre A si on s'est domné une royréaanta;-
tion X—>By de ‘?aaas 1’algdbre de Lie des Jfr'~iérivations de A

(ou, oo cui vevient au mbme, dans 1'algdbre (e Lie g(u), 0L

par.l, défimition 5) 3 '

(1) Byz=h8; » PBp®yl= Py (NE Sy 276D
On a3t uuo'?eet une B-glgdbre de Iie sur a, gi c'est uwne f-
algdbre de Lie opérant sur 4, et si glle est munie i’une sbruc-
ture de A-mocule, satisfal eant aux conditions exprimées dans
leg formules

(2) Bp =205 [x,£%] = 2[x, 1] + O{)Y  (£€ 4, x,téy)

On appelles moyau ie '“}l'ensemble feg X€ 7? tels gue ex =0,
Ls premidre fomule (&) exprime que X —% Oy est une appli-

cabtion is~linéaire, ou encore gue ll'applieation cerrespondante
1% --->‘(g¢(u.) est n-linéasire, Posant, suivant 1'usage,

9x1= EX,I_-] (X,7¢& 2«), le deuxidne foxmule (z) a'éorit aussi
(¢ vis) By (£Y) = B(£)T + £6(¥) (£&i, X,Y¢ 1))

On feirs atbenbion cu’mme P -algdbre de Iiec suxr 4 n'est pas
en général une algdbre de Lie sur 4 'l il vésulte de la deuxisdue
formule (2) cm’elle 1'est si eb senlement sl les Py(£) (X& ‘g,
P& 4) annulent le a-module ‘g, par oxemple si y,opére brivizle-
ment dans s, wals dans Hous les cas, le noyau %o ie gaeat une

A-algdbre de Dies



. - 19 - n°z70
: Un homomorphisme d'une & -algdvre de bie ¥/ sur & dans une
antze Wv' est une application A-~lindaire u de YLdans U qui est
wn homomorphisme de ,@\'-ca:l.gébres de Lie et satifait &eu(x) = 91
pour tout X& y.». Le composé de deux homomorphismes ess wm

homomoxphisme, d'oh une oatégorie.
fxemple 1. W(A) est wne O -2lg3bre de Bie sur i om vertm

de par.2,n°3, Si @est me € ~algdvre de Lie gur i, 1'applioa~

tion canonique ‘\g,--?'l}(ﬂ) esh évidemment un homomorphisme de
8 ~algdbres de Lie SUT L,y

Bxemple £, Soit M uwn A-module, Soit X€ %(A}, on appelle
X~dérivation de M tout endomorphimme k-lindaire D de¢ M tel que
1%on ait
(3) D(fm) = £ D(m) +Oyl(f)n (f€i., m&d)
On oonstate aussittt cue la comme d'ume X-dérivation ot 4 "une
Y-d¢érivation de i est une (X+Y)-dc¢rivation, et cme leur crochet
est une [X,Y¥}-dérivation, enfin le produit 4'une X-érivation per
une g &a est une gX-dérivation. Soit alors D(M) 1'ensemble das
couples (»,X), o X & g{.@.} et okt D est une X-dérivation de i,
D{i) est Gonc un soug-iA-module I-k(M,M)xy(a) (:BEt (4,%) étent consi=
46ré comme hA-module en posanbt (gu)(m) = glu(m)), et en wlmq tenps
une gous-aigdbre de Lie, enfin on = une applicabion i-lindaire
naturelle, compatible avec ie eroehet, (D, X) —=> X de D(Y) dans
?e((n). L'application correspondante de D(M} dans 1talgdbre des
dérivabtions de 4, satisfait 3 la deuxidme gondition (2) ‘:
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[(n,x),f(n',x-'ﬂ = (0,07, [x,22°]) = (£[p,07] +Eu(2)07 ,
| 258 L RERCHEP )
= 2[{0,%), (0%,30)] +O4(2) (07,3

Par suite, D{if) est une B-algdbre de Lie sur i, appelée algdbre
des dérivations du A-module M, Le noyan de D(1) eet 1’ensemble
des O~dérivations de M, i.e, dea sndomorphismes i-linéaires de
¥, muni de sa structure ueuelle de A-algdbre de Lie.

sxemple 3, Soient Wo, 13! deux 6 -algdbres de DHie sur i.

Compte tenw de la notion de homomorphisme de G-algdbres de

Lie définie cl-dessus, il s'impose d’appeler produit de ‘get g'

ls eoun-.?memble de 7: ?1’ forné dee couples (X,X*} tels que
O3 =Uz: t o’est 12 wm sous-A-module et une sous-k-algdbre de
Lie, et muni de ses strmetures, et de l'spplication

(2,X%) —> 6, = 0,,, on constate aucsitdt que c’est uue

O -algdbre de Lie sur A, La donnée d'un homomerphlsme d’une G-
.algdbre de Lie Waans lo prodvit de U}et W,” est éouivalente 5
la donnée d*un homomorphisme de Ul dans ?et & *un homomorphisie
de UL dans 7?'.

ixemple 4, On appelle £ibré infinitésimel sur A me 2 -

algdbre de Die ?.g,snr A telle que l'application camonigue

1? —--9-14,(1{) soit surjective. Lia raison de cetbe terninologie
apparaitra plus tarde Alnsi vau) es8t vn fivré infinitésimal,
Le produnit (exemple 3) de deux fibrés infinitési-aux est wa

fivré infinitésical.
dxemple 5, Soient M un A-wodule, X une q@v-—dérivation de A,
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on appelle X-dérivation affine de il une application F'de ¥ dans

¥ qui est de la forme F(m) = D{m) + a, ol D est ume X-dérivation
de X (of, exemple précédent) et a un élément fixe de i,
Bien entendw, a = P(0) et D sont bien déterminés par la donnée de
F, Définlesons le "crochet" de deux applications «Kv-a.fﬁnos F et
P* de ¥ dans lui-mBue solent F(m) = D(m) + a et Mm) = 0% (m) + a*
paxr [(D,a), (07,2']] = ([2,0¢], Der- D'a) 1,6, mebbons sur . '
1%enceuble A(Y) des applications M—afﬁnes de ¥ dans i la strue-
ture de ﬁv-algébre de DLie, produit .se_mj,-direot de 1lg .j'-algébre
de Lie L /g(d M) et de la }-ﬂgébre de liie abéliemmne M, On congbate
alors gque la partie UL(M) du produit A() x y(fx) Tormé des couples
(?,X), ot F est une X-@érivation affine de Y, est ume sous-algébre
de m.e et mn sous-i-module, Xuni de la projeetion

6 Olx)—> ‘lg(ﬂ), VL(Y) devient ume O ~algdbre de GLie, sppelée

algébre des dérivations affines de Y, Son noyau s'identific & la

Awzlgdbre de bie des applications L-aifines de I dans X, produnit
sezi-direct de b, (4,4) eb de 1'algdvre de Lie abélienne i,

£ - Iy-dérivations.

Dans ce numéro et les suivants, on suppose donnée une O -
algdbre de Lie VU sur 4 3 dane les cas les plus importants, om
aura ?)}: \9/(1;).

DAFIWITION 2 - Soienb & ume k-algdlure, Vs O-algebre de
Lie sur i, Soit M, wme O-algdvre de Lie sur A, on_sppelle g-

 @érivation sur L toute applicabion k-lin¢aire D ¢ X —>Dy de 7

dans O pelle gue er = Oy pour tout xeb}. On dit cue D est wme



W)}u-coxmexion 8i D gob de plus A-linéaire, cue D esb vne ’g.'- O~

struoture (ou mme Y}-dérivation & courbure nulle) i D est_une
représentabion de 4" -algdbres de Lie, Soit ! wm s-module, on

appelle pax abus de 1%' 26 ?dérivation, £6 5D g-oonnexion,
e 5D, w -8 - strucbure sur M, e w-dérivation (resp....) sux

la 0 -algébre de DLis (i) des dérivabions au s-nodule M (cf,

n°l, exemple z), Dans le cas ol 'g: ?ga(a), on parlera simplenment

de connexion su licu de "J(-A.)-cennexion, de O-structure au lieu

de (1) =B~ structure.

Bien entendu, les Y -dérivations sur ULne forment pas un
groupe, lJais gi D esh me‘l} ~dérivation sur Pl{zesp. une yx
ooxmexion sur JL) toute autre ?;-dériva’fion (resp. 79« g-oonx;exion)

ge met de fagon unicue soue la forme 24w, ol u est une appli-
cation ﬂ-linéaire (respe £=linéaive) de ?g/da.ns 12 noyau UZ,O

de UL, Aingi, 1’ensesble ges Ul =dgrivations {zesp. dea M-

connexions) sur ., s’il n'est pas vide, est un cspace affine

sons I%‘zgz Ub) (resp. 20u8 % (‘% DY,))

Une ??-connexion ssmg torsion sur Jlnlest subre chose

qu'ur homomorphime de & -algdbres de Tie sur i de r@cla:ms o
Explicitons 1z notion de ‘&-dériva*‘ion sur vn L-wmodule i ¢

e’eat ‘la donnée pour toubt X& g}/d'un k~-endomorphi sme Dx ie M,

dépendant %-linésirement de X, et satisfaisant & la condition

(4) D (fu) = 2D.m + O (f)m (fci, m&u, ZE y/)

Geste g.-démvat:.on cet une ?—o-onnexion (reap?ﬁa oourbure nulle)

#i et seulement si om a Dpy = fDx pouxr £€&4, X€ % (resp, si et
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seulement si [I)X,Dﬂ = .D[x’!] pour I,Ié?/).
Bxemple 1, Soit M un h-module muni &’une y-dérimtion D,
¥ uwn sous-s-module stable par les opérations Dy (xe—l}). Alors
on définit de fagon évidente dans N et M/N les ?-dérivations
induites, Si I est ume ?-coxmexion {resp, est & courbure mulle)

il en 28t dc mbmo de N et ¥/H, (Wous verrons su n°4 d'autres
procédés pour définir des Vj~dérivations & partir de g/c-dériva-
tions données). Considérons ume O-algdbre de Tie U sur i munie
d*une ly-dérivation D, pour tout xey on a dono wm Dy €& Ao
Soit D} = ad(D,) le k-ondomorphisme de U a6fini par

D*i(Z) - fDx,Z:I. On constate aussitdt que Df est mne 9x-dériva~
tion du A-module UL, dépendant évidecment k-linéairement de X,

de sorte que DM est nuni canoniquement, en tant oue A-rodule,

a'une g-dérivation D' appelée associée & lu g-dérivation don-
née D de la O-algddbre de Lie UL, D'uilleurs, si D est 2 cour-
bure nulle, il en est de méme de ', stnfin, coume le moyau YT
de Jlest un idéal de cette k-algdbre de Lie, il est stable sous
les opérations DF et est domo mumi d¥uue g-&érivation induite,
appelée oncore assooiée § on vérifie que ocette dernidre est une
connexion si D est une connexion, Identifisnt U/ %, & uvne sousw
algdbre de Lie de W“)' la qy-dérivation cuotient ést évidenment
induite par la ?-O-ltrnotue de g,(a) ascociée & 1’homomorphise
me canonique ‘]ﬂ' ——ﬁ.}(a). - lotons qu'une T(’}-aérivation D? sur le
s-mocule UL, associée & ume g,-dérivation de 1a O -algdbre de Lie
DL, satisfait & la propriété suivante, (due aw fait que pour toub
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Z€ 0, ad(z) est une dérivation de 1'algdbre de Lie J) .x
(6) Dp([5.5.)) = [Pgz,%,)+ [zl’n‘izz_] (26 U, 29, 2,6 N)

Exemple 2, Soib xe-g,(n), alors la #-icrivation Oy de &
agsocide 3 i est une X-dérivation de i, considéré com e L-module,
de sorte qu'en posant Dy = Gx, on définit sur le i-module A une
\g,(n)-dérivation, gui est méme une conmnexion & courbure mulle,
appelée la connexion canonigue de 4., Il en résulte qus tout €lé-
ment de 1l'algébre des dérivations V(.) dw A-module & se nmet de
fagon unioue sous la forme O+P,, ol X¢& ?«(L) ot ok P, est un en-
domorphisme du s-module u, i.e, une applicution de la fomme
g—>Pog = fg (oh £€4), Ainei, en tant cue A-module, D(A) s’iden-
tifle & 4 + U, (s), tandis qu'um caloul immédiat montre que la loi
de Tiec est donmée par :

{6) [_.Pf + QX’ Ps +9!] = PexB - 9!f - 9[_3{,!]

Bien entendu, la connexion camonique sur 4 permet de déduire, pour
toute € -algdbre de Iie D}/m A, we ?-oonnexion.a courbure nulle
sur A, appelée encore gcanonique.

Axemple 3, Solent i uwn A-module, V wn k-module, conpidérons
M'@;@F commue un A-module par £(m@®v) = (fu)@v, Soit X¢& g«(A),
goit D vne X-dérivatioa de X, alors le /@'-andomorphi sme DL
de M@/&V est une X-dérivation de .‘.Ie% V, et 1'application
D —>D®F est un homomorphisme de O -algdbres de Lie de D(¥) dans
D(.‘.-i@z]). I1 s'ensuit que toute 1}-dérivation sur ¥ définit, par
composition aveo 1'homomorphisme précédent, une % ~lérivation sur

M@/gj, qui sera méme une ?-eonnox:lon (resp. & oourbure nulle) =i
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la ?-dérivation dormée eur M 1’est, in particulier, la comne~
zion canonique de A définit sur tout A-module de la forme
A@/@’V une commexion D‘o & courbure nulle, appelée encore cano-
nigue, Toute 'g}-connexion D sur A @)V se met done de fagonm
unigue sous la forme D +u, ot'uénk(?,nk(u,m)..

& ~ Invariants infinitésicanx, :

DEFIRITICN 3 - Soit M wn A-module muni d’ume ?'-dérivation
D, Soient xé'q/,‘ n&M, on dit aue m est invariant par X (ou
encore gue X invarie m) si Dym = O, On dil que m est un inva-

riant de la "g,-dérivatiog D, si m est invariant par boubt X€ ?.

Solent 11 ;eee B des A-modulcs munis de - Gérivations, u
Solent ¥y seessliy, - & ;

une application n fois k~linédaire de F;—]l{i dans N, on dit gque m
est invariant par un X€ 81 on a

(7) - .DxlI(ml,...,mn) =§ nml"”Dxmi""Bh) (nié}'{i)

On dit qgue u et wn inveriaant pour la qg-vdénva.tion, 5w
est invariant par tout X€ ..

Le mot "covariant® ssb classigue dams le cas 4 "une appli-

cation, mais le rédacteur sugedre de garder le mot "invariant®
pour tous les c¢as, car sinoam on ne sait jamais s*il faub dire
1nvaria.njs ou aovariant. ha Justification de cette tercinologie
apparaitra an n® suivant, |
Soit par exemple i uvn A~module nuni d'une etructure de #«-
algddbre (nom nécessairenent associabive), et d’une ?’-dériva-
tion, soi% u l*application de multiplicabion u ‘a MM —>2 3
alors dire que u est invariant par un XE-??/ signifie que Dy esb
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une dérivation de la k-algdbre i,
PROPOSITION 1 - a) Solent 2 ,N,u conce dans la dc¢finition 3,
ngé?. m &M (1€ikn) g}_n et les m, sont invariants
par X, il en est de mlme de wimyseee,my)e

b) Sous les conditions précédentes, supposons de plus Sonnés
des A-podules n (141<n, lgiLny) ot poux tout i {lcizn)

application n1 fois k-linéaire v, d¢ de | l ki 4 dans dang i dge On

gupposs les ;4 Bunis chacun d’'une ? -dériva.gion, st les v, inva-

riants par X. sloxrs l'application mulbilinéaire composée
ul{v preeea¥y ) de r? ¥%;y dans ¥ gst invariante par X,
La démonetrafzion ne présente pas de difficultés essentiallos. .

COROLLaIRS - 51 am lieuw de dire invariant par X, on dit in-
variant par la tgmdérivation donnée, los conclusiouns précédientes

subsistent.
Si M est wmni A’une %/-dériva.tion, les invariants pour cette

g'-dérivation forment un sous-—%-moéule $ 81 m€X est donné, les
xc—D}/ gvi invarient m forment wn sous-,@'-moaule de %, .et mlne
un sous-is-module (resp, une souns-algdibre de Lie sur A@") g8¥il gli-

git d'uwne /Y-comnexion (resp. d'une ?-B—etruoture).

4 - Prolongecents camoniques de '7-dériva‘bions.
Soit (351)161 une faille de a-wmodules, XI€ %(ﬂ), et 6oit,

pour bout i, D; une X~dérivation de Y. Soit D 1'emdomorphisne de
4= _{I\_ni resp. 1;[11 défini par la fanille des Dy, on vérifie

alors iucédiatecent gue D est wne I-icrivation de & Cela peruet,
8i chague ¥; est muni d'une %dériv&tion D;, d'en déduire cano-

































































































































































































































































































































































































































