QUEIQUES REMARQUES D'ALGEBRE HOMOLOGIQUE
{pexr A, Grothendieck)
(n°222)

1» La notion de classe abélienne.

_Une classe préabélienne B est une classe d'objets (notés A, B,

ete. ), plus le donnée pour tout couple ordonné (A,B) dlun groupe abd-

lien Hom(A,B) (homomoyphismes de A dans B, notés aussi comme d'habi-

tude par des fléches u @ A-—f€>B) et pour tout triple (A,B,0) dtune

application bilindaire Hom(B,C) X HomfA,B)-——abgom(A,C) (composition

des homomorphismesz, de telle fagon que la formule d'assoeiativit§
'so%t satisﬁa;te pour d?s hgmomorphismgs‘A~——$TB~—4?C —> D, et que
tout Hom(A;A) admette nne unité { pour la compositign avee @es

B ~—=> A et des.A**ﬁiga En particulier, Hom(A,A) est un anneaun avec
unité ; si cet anneau est nul, on derit A = 0. Un homomorphisne

2 : A—>B est dit injectif s'il n'ae pas de divigeur de zéro a droite
C-—> A, surjectif s'il n'a pas de diviseur de zéro & gauche B—>C,
bijeetif stil es@ & %a fois injectif e% surjectif: On appelle_ggxgg
(généralisé) de v toute ipject;on N——->A telle_que_les divisenrs de
zéro & droite C——>A de u coient exactement ceux qui se factorisent
en C:—-e'N‘w-%’é ; définition duale pour le conoyau (généralisé) de u.
Ngyau et conoyau sgnt déterm%nés a un homomorph;sme inversible canoni-

gne prés. On dit dgue G est une classe abélienne, si elle satisfeit

aux trois axiomes 01, 02, C3 2

C, (Factorisation). Tout u : A —>3B se factorise en A—> C —>B,

ol le premier homomorvhisme est surjectif, le deuxiéme injectif.




. et les énoncés. usuels, se développent 'de fagon immédia’ge. ¢
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C, (Axiome du Ker et Coker). Toube injection A —>B admet un cono-

gen B —>C dont ce soit un noyam 3 ed toute surjection B—>C admet

up noyou A —>B dont ce soit un conoyau.

_ Il en résulte que, A &tant domné, et une injection P —iwm A et .
nne surjec‘gion_A ---3:-‘-?Q, il revieni_: au néme de dire gque j est un cono-
yau de 1 on i un noyau de J. .Introduisan‘_c dans l'ensemble de tels sys-—
'bém?s B P A nQ (:cé;lati:fs & A £ixé) une velation de préordre é\fidenteg "

d'ell vne relation d'équivalence asgocide, et choisisgant dans chague clag-

se un représentant, on a la notion de sons~-true P et frue-guotient Q de A,
>Q 3

on éerit alors Q = A[P et duslemens P = A/Qo Il 7 a une relation dlor-

avec l'injection canonique P——>4A et la surjection canonigue A

dre naturelle dans la classe des sous-trucs de A et une dsne la clagse

~

des trues quotients, la correspondance enire sous-trucs et quotients

renversant 1llordre. Le inf et le spp de deux socus-ftrucs existent toujour’s;
on les ééx_*ira Pﬂ}?' et P + Pl; & moins que {vou_lant éviter toute ambi-
guité et nutiliser une notaticn plus symétrigue) on n'adopte P N\ P! e%
PVP'. - On définit alors aisément les notions de ncyau et de conoyeu

~

(canoniques d'un homopmorphisme, ainsi que l'imege de u (clest le noyau

éu conoyau) et la coimage de u (elest le conoyan du no_yau), on prouve
la factorisetvion cznonique de uwen A —> Coimup —a2Inm u ~= B eic.
Les notions d'inage inverse et directe dfun sons-true, celle de restric-

tion et la notion duale (qui mérite un riom, D. ©X. corestriction), etc.,

Soit (Ai) une famille de gous-trues de A, pour tout B on a des

B e SR, %
homoriorphisnes &e restriction Hom(A,B) —-> Hom(.AigZB), dtod un homomor-
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icme Hom(4 B)--7 ! ‘ Hom(A ,B). On dit que 4 est gomme directe des

Ai si lfuomomo Dhlume préeédent est bijectif pour tout B. §i la famille

cst rédvite & denx éléments M et Ny on dit que M et N sont supplémen-
keires, cela signifie anssi comme d'habitude que HNN = O et M + N = A,
Duelement, Gtant donnée une femille (A;) de gnotients de A, on dit que

A est produit direct des Ai si pour tout B, l'honmomorphisme naturel

Iom(B,A) —~——> ‘ ! Hom(B,Ai) egt bijeetif. Si I est fini, ces notions
5 _

sont essenﬁiellement équivalentes. Le dernier axiome obligatoire pour

une classe abélinnne est

- - -

G Pour 4, B dqns f?, Sk exlste un G qui est somme directe de deux

sons »trucs isomorphes a A et B (ou, ce gui revient su mlme, produit direct

de deux guotients isomorphes & A et B)s
Cet axiome perwmet de construire "en l'air" des sommes directies
finies. Parfois, on a besoln de sommes et produits infinis, avee des

propriétés plus on meins fortes sur ceux-ci, les axiomea les plus ren-

contrds, semblent &tre les suivants (rappelons gn'ils sont facultatifs)

C4 Bxistence de la somme directe ﬁaAj.pour une famille (Ai) pnel-

Conane.

05 L'axione 04 plus llexipgence gue si on & des injections A.——ﬁ?B.

élors 1thomonmor;: Jl’llui’le corresy sondant @A —-——-‘-P@B solt injectii (ctest

vrei & priori. ueulen at pour I flnl).

Notons que 04 implique gne pounr tounte fanmille (A ) de sous- trucs

dtun A, le Sup des Ai existe (prendre l'image de la sonme directe @aAi).

, Ceci dit, on pose le renforcement suivant de Cg :

49T ; .
06 L!axiome 04, plus le fait que B (\ELA Ai - Eil B f\Ai queand
3 ’ phes g . 3

(Ai) est une famille.f;ltrante crqissante &efsous-trucs de A,

! ) X 4 . ’ - > 3gily g R 2 e 24
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Totone gne (@oyennant 04) 06 égnivaut aussi & lléngneé suivant : Si

~

nn A est gomme dlune fanille filtrante eroissante de sous-trucs Ai’ et

“s8i on 2 pour tout i un hom. u; @ Ai~*?B, ces homomorphismes s!induisant

’mutuellement, alors il existe un homomorphicsme un de A dans B induisant

(6}

les

-

3 - 2

Enfin, il y a lieu de congidérer aussi les axiones 04 bis, C5

et 06 bis duals des précédents. Notons gu'nune classe abélienne non rédui-

bisg

te & 0 ne peut satisfaire & la fois & 06 et la condition dnale 06,bis.
(Ainsi la classe des gronpes abéliens vérifie la prenidre condition, la

clospe des groupes conpacts abdliens 1a seconde).

Classe dugle. Soit € une classe préabéliénne ; on eppelle classe
dusle 1a classe B formée des mBmes objets, aveec Hom®(A,B) = Hom(B,A)_
{on "renverse les fléches"), addition et composition de 6 étant conser-
vées. tgoest une clesse abélienne si et seulement si. 6 1tecst. Le passage.
o ;a clagse dvele transforme injections en surjections et vice~versa3
sops-trues en trucs quotients et v;ce versa, sommes directes en produits
directs et vice versa, limites induc?iveg en limites projectives et vice
versa. Les axiomes 01,'02; é3 sont antoduals, C4 est dual de 04_bis‘etc.
Le passage d'uge clasge 4 1a’clasge dualg se;t & diviger par denx get par-

~

fois par une puissance de deux, guand plusieurs classes sont en jeu simule-

tanément) le nombre de démonstrations nécessaircs ; l'expérience prouvant

et R L TR

: gue, pour toutb énohcé, on a tout antant besoin de l'énoncé dusl. Il mon-

Pl

tre snssi pourguoi la gyméirie entre limites inductives et projectives

-

~ ne semblait pas parfaite, certeines choses marchant pour les limites in-

,
>\

PR 2 TR DA
et T

y

3

ductives de gronpes abéliens diserets oun espaces vectoriels (p.ex.) et nonm

I

-1

?}“ pour les projectives, alors gue clest llinverse amnand on considdre des =
Jory : - Py
?\: ¥ ‘.
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groupee abdliens compacts, on des espaces vectoriels lindairecment com-

vacts {qui forment resp., des catégories isomorphes sux dvales des précé-

dentez )., Ia raison en est que leg deux premidres satisfont & 06 et non

-
57 4

& llaxiome dusl, et que ctest lfinwe;se pour les deux dernidres. (06
émplique que lé foncteur "linite induetlve® dlun systéme induetif est
an foneteur cxoct, alors que Cg bis implique que c'est le foncteur
Hlimite projective’ diun systémg projectif ani est exact).

2. Bxemples de.clasaea abéliennes.

G» Groupnes abéliens discrets, pvlus géndralenment modules unitaires

sur un-esanean U £1x6 avee élément uni®é (gui irclut en réelité les
gronpes abéliene a ogératgurs, p{exo groupes abdliens & groupe 4d'opé-
ratgurs, etczo On_pegt plus généra}ement encore, considérer le classe des
modules graduds sur un anneau gradué (les homowmorphismes &tant les homo-
moxphismes de degré zéro) j; déja dans cette direct@on,-on ne voit pas

o ‘la généralisation nécegbalire g'arrétera (bigradué aun lieu de gradué,
ete) ;3 et il ae@ble ridicule, pour faireée la théorie des fonecteurs déri-
vég avec '"la plns grande @énéralité‘raieonnab%e possible” de se chérgef .
tont su long gu fardqau.psychologidue de grgduations divexrses et var%éés,
avec un anneen (gradué)) & ltarriére plan qui n'intervient jamais, ou
lieu de parler carrément en termeg de classes abdliennes - Tous les
axiomes sont ici matisfaits, & llexception de Cc bis.

~

b. Closge des faigceapx de grompes abéliens sur un espace topolo-
gigue X, Plus géndrolement, Stant donné un faisceau d'anneaox 0’sur'x,
f. on pent considérer lo classe des faisceonx de U modules sur X, Cette

elasse satiefeit & tous les axiohes a l'exception hélas de 05 bis (et &

gortiori Cg bis) : le produit divect d'une famille infinie d¢ surjections.

. 4

<

>
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ntest en ané *al. pas nne suraectzon._ll n‘est pas exclu que la notion

de felsceen & valeurs dans une classe G soit utile, meis pour que ces

feiﬂceauz,forment une clesse abélieﬂne et non sgulement oréabélienne
il fant que T?satvs;eaﬂe & 06 Un co~-falocean sur X & coefficients dans
G serait un folscean d valeurs dans la classe dunale T?o cola permet-
trait de définir l'hopologie de X . coefiicents dans un oofalsoeau,
générealisant l'homo}og%e (Cechie?e).é coefficients constanits. |
Ltintéreét en est‘doutéux d'qilleurs. \ ;

¢. Des "eleasges de groupes abéliens de Serre sont des classes
abéliennes, de plus les axiomes de Serre gignifient qu’on‘peut pogcer
é'la classe quotient, et le langage "modulo G signifie gu'on travaeille
avec des "irues" de lo clesse guotient. |

d. Formotion de nouvelles clasges. A l'aide d'une classe G, on
peut en former d'autres. Signalons la classe duale, la classe des com~
vlexes formés avec des trucs d? T?, plus généralenment, la classe des
diagrammes coustrults sulvant un schéma explicite et satisfaigant & des

conditions de .commutativité égelement explicitdes. Si par exemple I est

un ensemble ordomné filtrent, il y a invéret é'qonsidérer la . clegse des

systemee inductifs, on nrojectifs,.construits sur I (avec_deg.Aié'Tg),

clest fort commode comme langege. La notion de préfaisceau sur ‘un egpace

X rentre dteilleurs dans ce mode de dé¢1nit10n dfune classe. Etant aonnéesf
denx clasgses B et E? y on construalt de fagon év1denu¢ lenr yproduit _
tensoriel ; il sert & interpréter les bifonctenrs F(A,A!) comme des fone-

teurs sur f?.Xngi y alusi que dans l'étude des structures'pultiplicati-

'ves en rapport avec lot foncteurs dbriVéS (1e rédacteur avoue toutefois

qulil n'a »nas encore en l'opportunité de reg arder ceci en détall)

:
N
-
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Agou‘cons que le rédacteur ne se sent pas absolument certain si les
11 Co C.. sont bien les: meilleu g en vue de développer llalgdbre
homologique, 'e., si des axiomes plus fa.'.bles, in‘bz'odu.isant d'emblée axio-‘
nathueﬂent 158 suites exoctes, ne pourrment 8tre trouvés.

3. Compléments divers.

On ge ploce dane nne classe abdlienne fixée G. Un homomorphisme

i1 A—>T egt apvelé un effacenent ‘in;lectif_si pour tout couple (B €C)

¢t tout homonorphisme u 3 B—>A, 11 existe un honotorphisme v ¢ ¢ —>1I

ani prolonge u ; dons cette Adfimition, il suffit de supposér que B = 4
et u est l'homombrphisme identique. Un I € G est dit Anjectif =i

1'kromonorphisme identique I-—"9I est un effacement injectif, i.e. si

tout homomorp__isme d'un sous-true B dtun C dans I se prolonge & C.

“Dualement, une surjeoction P—~2 A est un effacenment projectif de A si

pour tout homomorphisme de A dens un quotient C/B', L'homomorrhisme cor-

respondant de P se reldve en P—>0C, et P est dit projectif si l'homo-

morphisme identique de P est un gffaeement projgctifo

Supposons pour simplifier gue dans G on purigse prendre des gommes

dirvectes ini_?inies (axiome 04), alorsvon c}it que U g?fest un gégératetw'
de 6 i ton}t‘ A€ [ est igomorphe & un guotient d'un U(I). B dua.lement.
si les produits infinis ecwsuent, on dit que M est un cogénératenr de e
gl tont AC G est isomorphe & un soms-truc d'un MI. (Dans la pratique,
dés que l'on a démontré l'existence des sommes directes icfinies, on
tmonve facilement des: génératenrs —; idem pour les cogéudrateurs). Ceecil

posé

- ~

PROPOSITION. - 12816 satisfait & C,, C et C, bis et adnet un

- eogdnératenr M, glovs uOth A€ é’ admet un effacement injectif A~——m> 1,
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{Done 51 & satisfait &.0,, C, bis ot Cy bis et admet un pénérateu
tout A€ 14 admet un cffacenent pro:]ectlf)

22 Si 5 sa‘c__g‘g;iu Cs et admet un 'ét_zérateu:c ﬁ,

alors pounr tout A€ € il eYiste une in;ectlon de A dens nn I injectix, .
(I‘aou:é dusl r"-videat) |

(Bien entendn, une injecticn @ans un I injeectif est un effocement
injectif).

Lo D—-foncteurs ct foncteurs cchomologiques.,

i 1 3 >
Soient G et “@ deux clasges abéliennes, un foncteur covariant F

' .
ge & dans B’ est une loi faisant correspondre & tout A€ G un FA)E 5

-et & tout homomorphisme n t A——>3 un homomorphisme Up 2 B{A) —>F(B),

de telle fagon qae & l'hcmomorphisme identique A —-->A corresponde lthomo-
morphisme identique F(A)-«»F(A), et an composé vu_le composé Vplm.
Enfin, nous supposerons tonjours F~addit1f, ices (0tv)p = up + Tpe
Définition analogue pour un fonectenr con@:r‘avarian‘a : dfai}leurs 1ls
remplacemgnt de G ou"@[ par la clagse @uale_permet tounjours dg'se‘
rapener au cas covariant. F transforme une suite exacte 0 —2A!'—F A —>
—2 A" —~%» 0 sn pn couplexe d'homomorphismes
0—>F(At) —> F(A) —> P(A¥) —» 0 ;

T est dit exact si ce dernier est Poujours exact, secmi-exact si ce
—— Al o1 g e

dernier est ftonjonrs exact en F(A), exact & zouche s'il esh toujours

exnet en F(A!) et F(A), sxzact & &roite 8'il est tonjours exact en

P{AY) et P(A). (Exact signifie aus<'1 que toute suite exoete est frans-
fornée en une cnite e::acﬁe, exact & gauche que F commute avec l'ezpres-
sion Xer, ezact & dro:.ue que F commte avec 1'ex:>re gion Coker) F est

dit effagable si pour tout AG@ il ex:.ste une :.n;]ectz.o n A—>»IL uelle

.
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que lthomomorphicme associé F(A) —5F(I) soit nul ; cela impligue alors
que pour ot effecenent injectif A—I (cf. n?3), F(AZ-——-?F‘(I)‘@B‘I; nul; 4 ;
et la rdciprogune est vrgd.e ng.and d'eéna € tout A admet un effacenent .
injectif (voir prop. plus hent) ) fortiori, cela impliqiae F(I) = 0
ponr Tous. I injec-l:if,_et la réeinrogue est vraie quand dér_m € tout A
peut s'iummerger dens un irue injeétif (voir prop. plus haut). On a la

notion duale de foncteur coeffacable.

Un homonorvhisme dtun fonecteur covarient P dans ua -~utre G

{(tons deux B —~—— ‘5') consiste en la donnde, pour tout A 6_2‘; s d'un
homomorphisme 'F(A)-—aG(A), avec . la genle condition que tout honomor-
phisme u ¢+ A —» B, le diagranmme |

F(A) ~=meedy F(B)

l |
: ¢(A) ——» G(B) .

goit commutetif. (Notons gu'avee cetie notion dthomomorphisme, et la
notion évidente de sonne et composdé de denx hémomorphismes, les fong-
teurs covariants de @ dans ‘G' forment une classe abélienne fort sug-
gestive, & cela prée que Hom(P,G) nfest plus un ensemble en général,
ce qui n'est pas tellement @;réve,').

Un D~§oncteur covariant de ‘g dans ‘gl, & degrés aLiLb (on

~o04da b1 &£+®) est un systdme H = {Hi} de foncteurs covariants
B* (a<i4b) de € dens B', et pour tout i tel gne B4i<b-1 et tonte
snite exacte O-—pA, —24A -‘>"A2—-¢'0 dans ‘(f, un homomorphisme

) Hi(Aa)------e;,lgli'"1 (A1) conformément aux deux aexiomes suivents :

| a. 51 on a une deuxidne snite exacte O ~=?B,—73B —-—-»BE-—-»O_

. dens 13 et un homomorphisme de la premitre dens la seconde, alors le
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H* (k) ey g+ (4,)
. |
B (8,) ————b gi* (3,)
doit &ire com: mua"‘.:“
b. Pour toute sulte exacte dans f 0 —-"3'A1——%'A -——=>A2 -—90, la
suite 4 horxomorp’:lsnes dsgociés
ST T )-»—?HJ'(A)"""’)Hi(A ) —>* (1) . .
€8% un complexe, i.c. le prodult de deux homomornhisme_s congécutifs est

nnl.

- - - - pie -

Définition analosue ponr les D *~foncteurs covariante, la senle

diz’._férgnce étant que l'opérategr p) diminue le desré d'une uhité aun liew
de l'ewgnenter. On passe de L'un &"l'autré, 80it en remplegant 6 par la
c_'l'isse duale, 801t en remplagant les degrés de H par les - degrés syméiri

o Ques, aussl peubt-~on ze borner en Principe & ne parler gue ‘de
D—foncteurs. De m@pe, la déi’:.uition des 3 et D*—fonctem*s contrav'a-'
rn:ants est imnédiate, et lion pet}t toujonrs (renplagant f par la classe
dnale si besoin es“f-) se ramener an Q-fonctem' covariant.

On dit que (H ) est un Q-fonctear exact si la snite (1) est tou-

Jours exacte, et on avpelle fonectenr cochomolozique un 3 ~fonetenr exact

défini pour tous les degrés. (De méme, on a la notion de 5*~fonetcur

exact et de foncteur homologig e)e Gomme son nom 1'mdique, l'Algébre

Homologique egt 1tdétude des fencteurs homologlques et cohomologlqueso
Scient H = (Hl) et H = (Hl) deux a-i’onoteurs définis pour les

mémes denrds a(lcn, un homomormisme de H dans H est par définition

un systdme (Lp ) dthomomorphismes de Ei dans hl, gounis a lo condition

naturelle de commutation avee ): yonxr toute suite exacte

€ 0~'--B>A1'"“;'> A.->A?~——-->O dans ‘G",, le di'agramme ~
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"L (4,) il o SN

et commutotif. Bien entendn, les homomorphismes stajontent et se compo-~

- - -

sens de fagon évidente.

5e ?-—foneteu.rs unaiversgels,

: 5 o ¢
On dit que E est un ¢ ~foncteur universel pour ls degré i, (o

aLiOL b) si pour tout deuxitme 9-fqncteur ¥, et tout homomorphisme
Lplo de H*O dens fto, il exigbe un homomorphisme ¢ et un seul de H dans
B gui se réduise & Lp *0 en dimension i, 3 quand i, = 0, on dira simple-

ment gue H est un B-—foneteur universel. (Dans ces définitions nous

avons supposé les foncteurs env:.sagés coveriants ; s'ils sont contra-
variants, on voit aussitdt qu'il faut modifier la aéfinition précédente
en considérant des homonorphismes H—>H au liecu de H —~>H): Par défi-

nition m@me, quand u° = P (et l'ensemble des degrés) est donné, il ne peunt

exicter escentiellement gu'un seul D-fonctenr wiverscl qul se rdéduise

& B® pour 1a dimension O, dont les comﬁosantes peuvent donc ge dénoter

sans am’oigulté par ik (foncteurs dérivés). Il est fort possible, que

gnel gue soit le foneteur (covamant par exeuple) F IT° r la 07 ags8e

abé] ienne arbl‘cwa:a.re ‘g on pnisse inversenent trouver an fonekeny ¥
umversel défini ponr tons les deﬂrés, et guil ponr le degré O se »édnise v
& F. Voiel ce gui pour 1'instent pent se dire au sujet de l'existence de
J-foncteurs universelé :

E[B:;OR.\E'LIE w12 Soit H = {H}. un D-—foncteur exact (oovaria"x’c ou

contravariant) géfini pour & Zigb, (ot 2a£0 «1 <b), SupposONs gue g

"~ golt effagable pour 150 @ _Lg_ggmg_ghlg__m 140 (ef. B %3 popr les
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Géfinditions), alors M egt un D-foncteur universgel.
L - < W

22 Suppogons que dans ﬁ, tout A admette un effacement

' injectif (voir prop. du n°3). Alors tout fonctenr F sur 6 est la con-

nosonte de desré O dlun 2 ~foneteur universel, défini ponr tous derrés

i 20 ;3 ses composantes de derrés >0 gont effacables. Ponr gue ce soit

adne n D -fonctenr exack, il faut et il suffit que F goit gemi-exaet,

et soticfesse & la condition supplémentaire suivante (toujonrs satis-

.faite si F est exact & genche, ou exact & droite ) : si PCQ CR

dens G, alors le noyan de F(Q/P)—-—?F!B/l’) est_contenu dang l'imsge de
F(Q).....?F(Q/P). Done dualenent, si tout A cens B admet un effacement

vrojectif, alors tout foncteunr F sus ye est la compogants de degrd 0O

d'en 3~foncteur universel défini pour les deprés 1 £0C 5 ses compo-

gantes de degrés £ 0 sont coeffacables, et la condition pour gue ce

d ~fonctenr soit exact est la méme gue ci-degsns 3 gi_done tout A

dans 6 a,d_met & la fois wun effacement injectif et un effacenent projee- .

tif, alors pour tout foneteur ¥ gur '5 il exigte un fonecteur universel

défini pour Toug les deprés, se réduisant & F pour la dioension 0 et

clest un forneteur cohomolosigue si et sculement si la condition Gonnde

plus hagt est véfiflée. : 3

Pour appligner la p?cmiéreApa?tie du théoreme, 1l est utile de
se raopneler gn'nn fonctenr idertiquenent nnl est effagable et coeffaggble._
Signalons 1le

COROLLAIRE. ~ Si dans fj_qgi A admet un eifacement injectif et un

: effacement projectif, alors pour gu'un foncteur cohomolosigue (_Hi) gur

6 soit nniversel, il faut et il suffit que les H* soient gfifacables
| ponr 14 O gt _coeffagables pour i» O. '-
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6¢ Bxemples.
a. Leg E{ctp(A,B)° Soit t? une. classe abélienne quelcongue, alors

Hom(A,B) est un bi-foneteur sur € & valeurs dans les groupes sbéliens,
covariont et exact & ganehe par rapport & B et coalravariant et exacy
2 droite par rapport & A. On peut done envisager le fonctenr cchowolo-

gigue dérivé de B —Hom(A,B), et le foneteur cchomologique dérivé de

.A—Q—e>Hom(A,B) (du moins @i dansg @ i1 y & "asgez" d'effacements injec-

tife resp. projectifs) ; le premier sera nul en degrés £ 0, le second
nul en degrés >0, et quand toue les deux existen? ils sont éganx apreés
avoir chan5§ les Cegrés du denxitme de signé (résulte fecilement du

héortme d'unicité). On dénote ses composantes par Extp(A,B)° En parti-

culier, Ext1(A,B) admet l'interprétation usﬁelle comme groupe de classes

d'extensions de A par B. Ce foncteur Bxt® est digne d'intéreét aussi en
dehors dn cas clagsique ot 7f’est la classe des modules sur un saneau
§onnéo Ainsi, gi 1: est la clasce des faisceagx de gronnes a?él%ens sury
un espace X (ou plus géndéralcment, de faisccaux de modules sur un fais-
cean dfanneaux] on obtient des Extp‘"g}obaux", qu'on éerira alors
Extp(X3F,G) pour les distinguer ées Ex@P(F,G) caleulés localement ;

ces denx sogtes d'Ext%sont bien entendun reliés par une suitevspectralg,
{ces varticuller de snites spectrales générales relatives a un foncteur
conposd).

b. Les notions homologiques classigues comme les Torp, 1'nomelogie

¢t cohomologie des groupes diserets, algdbres de Lile, anneaux agsocia~

tifs, sur lesquels il est inutile d'insister.

¢. Gohomolosmie d'un espace topologigue. Considdérons un espace X

et la classe des faisceaux de groupes abbliens sur Z. La Prop. dun n°%
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rrouve gue tont faiscean F se plonge dans un faiscean injectif (malbeureu-
semgnt, il n'est »nas vral que tout faiscesu admettevun gffagement prgjec-
tif, car 1l'axiome Csbis n'est pas vér@fié! )o Par sulte, tout foneteur ’
exact & ganche sur 19 admgt vn fonetenr gohomologique dérivé, aul pour :
les degrés £ 0. En particulier,.soi? 4? un antifiltre de parties fermées
de X, et soit TZb (F) le foncteur sur G : "module des sections de F, &
suvports danse g?"o Clegt ;é un foncteur exact & genche, les fonctenrs
dérivés sout notée H%P(X;F). Ils sont donc caractérisés par les exiomes
dn séminaire Cartan, & cela prés que l'axiome des falsceaux fins est

remplacé par le snivant : HP(X,F) = 0 si P est injectif et P> 0 qui

exprime que’ les 12? gont des foneteurs effqgableg pour p » 02.

Comparaison avec les aptres définitions. Supposons pour simplifier

4?== ensemble de tous les fermés. On peut aussi définir des foncteurs
Hg(X;F); (m, initisle de m...anvaise), cohomologie calculde par les

reconvrenments de Geeh. Les foncteurs Hg sont effacables pour v » 0, car

on pent immerger le faiscean P daans le faisceau'@ deg germes de sectlons

continnes ou non de ¥, et le raisonnement classique par construction dl'un

op@rateu; d'hogotopie.dgns le complexe de cochaines gutilisé en général
Dour pProuver que @p(x;F)uest qul sl p »0 et F fin sur X par/?/compact)
pronve gne Hﬁ‘%,?) est nul pour p » 0. Done, si les Ha (éventue%lemen@
avec p inférienr & W fixé) forment un J -fonctenr exacy, il résulte du
théordme d'unicité du n°5 qutils coigcident avee les EHP précédents. 3
Dtapreés Serre, ceci est vrai, sans-aucune hypothése sur X, si on se€ limi—‘uf

te aux degrés £ 1, done H1(X,F) peut se calcualer par 1es.regouvrements.

Glest encore vrai si X est psracompact, sans resirictions sur le degré.

Dens cc cas, comme nous l'avons déjd signalé, les HP(X,F) (p 0) sont
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anls pour P fin, et il est 6viden# & priori que cela pcut se substituer

& la qondition_d'effagabglité, vour carac?ériser ax@omatiquement les
HP, puisque tout faiscgau se plonge dgns un feiscean fin. Le caleul

deg HPSX,F),_par résolution de P par une suite execte de faisceanx fins,
en résglteaaussitﬁt gcsr ce mode de calcul est valable m@me dans toute
clasce, ponr le calenl des fonc%eurs dérivés d'un fonetenr 2 exget &
gauche ; "fin" étant remplecé par "aeyelique pour ", i.e. T'P(F) =0
ponr p>0). = _'

Quand auxz Hg et mtme les Mbons" H® sur un espace X quelcongue, no-
tamment une variét§ algébrique avec la topologie (non séparde) de Zarig-
ki, il ntest pas sfir qu'ils offrent le moindre intéret en dehors de
p=0, p=1 et p = 2. Tout ce gue les_iésultats Qe Serre montrent, est

gn'il existe sur la classe des faisceaux algdbrigues cohdérents un fone-

tenr cohomoloﬁ%que ayant des prgpriétés renarguebles, et qui peut par
hagard se ca}culer par les recouvregents, i.e. se définir a partir de
nanvais Hg qui ne¢ fornent »naos Qéme un.49-fogcteur (et @ort probablement
coincident_aussi avec les HPTX,F)). D'aillenrs, il »éenlte des théordumes
de Serre que les_Hg sur cette classe restreinte sont effagables, done on
a vien un fonecteur cohomologigue universel, ensenble avec la.

condition gue H° =7 s ceci suffit done % caractériser axiomgtiqueneht
la cohomologiec de X a coegficientg dans un faiscean alzébrique cohérent..

Pour finir, notons gue les snitées spectrales de Leray, de Cartan

- Lersy, ete., sont anssi des cas particnliers imnédicts de snites spec-

trales généroles se définissant dans des clagses obéliennes crbitraires.
Dtailleurs, chaque fois gu'on prend un produnit tensoriel avee un faig-

cean fin, ou un faisceau fondamental,pour définir quelgue chose, (suite
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