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Commentaires sur le plan
Le changement essentisl de la présente xédaction per rapport au texte publié est
1'accent mioc our les algbbrea, partout ol il n'y avait pas lieu de se limiter & des

extensions seulement, et our le procédé de changerient du corpo de vase, qui rend ce

point de vue nécessaire, puisque une extension ne reste plus wne extepsion aprds chan-
genent du corps de base.

La définition des algblwes séparables ect donnée dana cet eocprit au § 7, ok on
traite surtout des phénomdnes spéciaux eu cas des algbbros céparables entidres (corpre-
nant les extensions alpdbriquen sépersbles), cui sont mis en relation avec les notions
dalgtbre disgonalicable, et d'alpdbve étale (= qui devient diagonalicable aprés chan-
gement de bese). Le § 7 contient égalememt le soriie des corps parfaits ot des exten-
sions radicielles, et lesc notions de clture parfaite et de cl8ture séparable, bien
utiles et qui ne figuraient pas dans Bourbeki.

Dans la théorie de Goloie proprement dite, au § 8, n° t & 3, on e pratiquement
suivi le tezte publié, en augmentant edmplement de quelques déteils (rotamment sur le
cas quasi~galoisien), Comme innovation, on intxoduit la notion d’algbbre & groups aopé-
rateurs paloisienne, pour pouvoir défimir 1fobjet ik (k,G) , qui est un groupe comamta-
tf el G 1l'est, quion utilisera pour domner une formulstion plus satisfaisante de la
théorie de Kummer au § 10, On o Stoffé wn peu le 1° des sroupes de Galoio topologiques
(oui passe dans le texte du §) par des sorites our les groupes profinis, et on a
introduit la notion de groupe fondamentol d*un corps (= sroupe de Galolo topologigue
d*une cl8ture séparnble), dont l'importance nfest apparue que dans les dexnidven années, |
ce gqul exprique son absence dans le texte publié.

Las uormes et traces sonk disjointes du § de Caloin ot forment un parasraphe
a part (§ 9) ; il a peru entibourbachique, en effot, de Géfinir dea motions ausni
généralec er commengant par le cas étriqué des extenniono sépavables finies, sous prée
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texte que dans ce cas la norme et la trace s'expriment en termes des iscmorphismes da
1'extension dans une clSture algébtrique. Pratiquement, ce changement de plan conaiste
& remonter au Chap. V le par, 12, n® 1 et 2, du Chap. VIIL, Une auitre possibilité serait
de remonter le sorite des normes et treces au Chap. III ou IV (lsur place semble en
effet plutlt dans un Chapitre consacré & des elgbhres générales, plutdt cue dans vn
Chapitre sur les algbbres semi-gimplos). Si cette solution était adoptfe, le § 9 de
la présento rédaction disparsitrait, of serait remplacs par un nouwesu n® au § 7,
indiquant le celcul de 1a nomme et de 18 tyace d'wume algdbre étale au moyen des homo-
morphismes dans une clfture algéhrique du corps do base, ot lo critdve d'étalitsd pax
la forme trace,

Ie paraegrephe des corps finis, racipes de 1'uvnité, extensions cyclicues, rests
inchangé, sauf quo la théorie de Xumuew est réderite dans 1lesprit du H' , et 1o
théordme 90 ¢noncé dans le cas générel, pes sevlemsnt cycligue. De plus, les théordmes
de 1'élément primitif ot de la base pormale sont repertés & ce paregrephe; I7ordre
dee paragraphes a été pris de telle fagon quo les § 7, 8, 9, 10 forxment wn "bloc grloi~
gien" qui soit indépendant des § 11, 12, 13 concernant das algdbres et extensions pas
nécesseirement entidres séparables (voir le Leitfaden),

Le pav. 11 est W, et consiste & magnifior le fait que les extensions redi-
cielles dfun corps k sont celles qui domment des ammesux locmar (& 1déel moximal un
nilidésl) par toute extension du eorps de base, I1 peui tre dézonflé i volonté, &
1'exception de ce dernier nésultat,

Le par, 12 contient ls cxitéve de Msc=lane et ses variantes, et lee proprifids
essentielles dec produits temsoriels de corps, traitfs {rds imparisitement pay Fourbels .
Le critdre de Mac~lsno s'énonce ici en disent qu'une algtbre commutstive A sur vn -."
corps k st sépareble ai ot seulement si A ® BT et St 4

Enfin, le par. 13, en plus éu critdre différentiol de séparabilité d'wne ertensis

e
iLE
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et du théorime sur les bases do transcendance séparentes, est étoffé par 1llintroduction
des ;aoduleu d!imperfection d'une cht par 1%égalité de Cartier sur les extensions
de type fini, ainai que par le sorite des p~beses.

Lo plan adopté, consistant & faire passer le bloc galoisien avant L'étude générale
de le séparabilité ot les questions différentielles, o pour conséquence que les résule
tats sur les extensions sépavebles, et en particulfer les critdres de séparabilité,
sont répartis dens trois paragraphes : par. 8 (cas des nlgdbres entidres, i.e, des
extensions algébriques), per, 12 (cxitdre de Mac-lare ot varisntos), per, 15 (critdre
différentiol, beses de transcendance séparentes). Cela dtait également le ces dans le
texte publié, et ne me sewble offrir sucun inconvénient sérieux.

Souten®
LMl
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Commentaires de ddtail

lo texte publié sera changdé entidrement & partir du pevagraphe 7. Pour les per,
1 & 6, nous signalons plus bes les modifications do dbtail qui semblent nécessaires,
Nous avons groupé danc un appendice guelques résultats épars de théorie des armeaux,
dont la place naturglle pour la plupart semblerait sux Chepiires I et IV, mais dort
certaing pourraient 8ire insérés peut-8tre aun cours du Chap. V. Bourbeld décidera,

On référere aux énoncée de 1'Appendice par des sigles tels que ipp 3,27,
L mordf, danat vean Gm e T
\R.“Au, o \3\0\ e a cfengen o o cewe & V!"tv AetR

N° 1, Ia notion de caractérictique introdufis su Chap. I, & laguelle on xéfSze

Par, 1

haut de p. 71, est cemularesgue et sera vidée dans 1ls prochsine édition. Il faut done
rédiger sano utiliser cette terminologie. Dégager l¢ raisonnement "dewx ces peuvart se
résenter” en un,

Lemme.~ Soit n wn entier 2.0 , Alore ﬁ/n_z_ oot intdgre ssg ona n=0 u n ent
un nombre premier ; dans ce deuxidme cas (et seulement dans celui-1d) g/n}_ ent 1n
corpa.

Enoncer le théordme 1 senp texminologie de caractéristiqus, sn disent que les
corps premiers sont osux isomorphes sux corps Q ou _I_’P ( p premier), ces corpee
types étant d'millours deux & deux non isomorphes. Les remerques 2 ot 3 tombent ou
sont reporiéss aprés la notion de caractéristique, que je propoes d'introduive dare le
méme n° ainsi :

Proposition A.- Soit A un aunesu (pas nécescairement commiatif, mais associatif et
wnitaire comme il se doit), et Soit p un nombwe premier. Les conditions suivantes sent
Squivalentes :

(3) pe 1, =0, (o& 1, et 0, sont resp. les léwent unité ot mul do A ).

A A
(i%) ph=0, i.e. pourtout XEA,ma px=0.
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(dd4) A peut 8tre mmi d'une structure de ¥, ~algtbre compatible avec sa struce
ture d'annesu.

De plus, si ces conditions sont vérifides, la structure d'algbbre mentionnds
dons (3ii) eot uniguement déterminde.

Froposition B.~ Soit A un amneav (pes néc comm). Les conditions suivantes sont équi-

velentes :
(1) Pour tout eatier n> 0 , l'application x m->nx dans A est bijective.
(31) Méme-cOndI tIon que (Hy—en Se bormewt A~ 5 premicr. LQ
(413) A peut $tre mmi d'une structure de Q-algdbre compatible avec sa stvuctura
dameau.
De plus, oi cec conditions oont wérifides, la structure d'algdbre envicagée
dans (iii) eot uniquement déterminde.
Définition Ce= Soit p wn entier = 0 , qul est soit mul, eoit un nombre premior, On

dit qu'un armeau A eot de caroctéristique p , si A satisfait sux conditionn de la

prop. A dans le cas ol p est premier, resp. & celles de prop. Bei p est mul,
Proposition Dy~ Un anmeau A non nul & eu plus une carectéristique, qui est sussi
1'entier n= 0 caractéripée par 1a xelation J =1nZ , ob J oot 1'idéal anmlateur
de l'homomorphiome N mwed Nl s Ge Z dans A . L'emmecu nul admet comxe carsciéris-
tique tout entler premicr ou mul.

PROPOSITION E,~ Un corps a une cmcﬁzint:l.-que bion déterminde, dgale & colle de tout
sous-corps ot de tout our-corps. Pour tout entier p comme dang déf, C, il exinte
des corps (en fait des corps pramiers) de caractéristisue p . Your dewx coxrps premiers
de caractéristique p , il existe un isomorphisme urigue de 1'un sur 1'sutrs,
Remargque F,= Soit p comme dang déf, C, ot soit P le corpec premier {ype de carace
téristique p (donmc %gal A E‘p gi p#0,a Q =i p=0 ). Alors un ammear. A
est de caractéristique p ei ef seulement si il peut Stre mumi d'une structure ds
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F-alg¥bre competible avec oa stxuctuve d'amnesu, et alors cette structure de Pe-alzbbre
oot unique. * La iémdre-catdgorie des ammeaux de caxactéristigue p est done isomor-
the, si on ose ainoi o'exprimer, & la Pépdre-catéporie dey P-algbbres asssociatives et
unitaives. ,
Remarque ¥ .~ Si A ssf un annogu non pul de ceractéristique 1 , 11 contient wn sous-
cozps isomorphe au corps premier P . Si p=0,done P=Q , alors P est infini,
donc un ameen non nul de caractéristique nulle ect infini., En particuliev, tout corps
finl est de caractériotique p> 0.

N 2. Prendre dec enmeawx au lieu de corps.(c-q'd- : 4pA =0
E—? thﬁtpﬂ"“\ aad Ay, .

Par, 2

Dens 1'introduction de la notion d'extension, il fout dive qu'ume extension d'un
corpe K oat vne K-algbbre 5L qui se twouve 8ive un corps. En effet, il est cone
traire sux bons yogas de structure, et aussi & 1'usage que Dourbald, lui-mBme fait de
ce texme, de oe boxrmer au ¢as ol I est vraiment wn surwcorps de X , i.e. K une
pertie de L . Définir aunai%axtensim triviale : K —> L o8t un iscmorphiems
(pas nécsoseirement une identitd i),

lorsqu'il est fini, au contraire il est porfoic commode dfutiliser la notation en Hous

. l\ I 1, I1 o'y & oucune raison de zne donner un sens au symbole [E:K] que

les cas. ligne 12, la référence eot camuleresque, ligne suivanbe r¥féreuce changée en
Chep. II, par. 1, prop. 25. Dans le théordme 1, oupnrimer le passage "si 1'un des
nombres ... est défini, il en est de méme de l'auiwe", tout ent toujours défini. On
cure remargué que pour des extensions de corps, le desxd est un enfler > 1 ou +9%
donc leo deux mexbrss de 1'dgalité du th. 1 sont tunjours bien défimio,

Dans la proposition 1, on pout supprimer lec hypothéses de commbativitd., Dans le
corollaire de le proposition 1, supprimer 1'sscertion cur 1'égalité dec éléments wnités,
qui est camulavesques De méme, le passage "nous ne considérons quo des romrésentations 1

J
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non mulles, cfect-i~dire telles que £(1) =1 "... I1 doit 8tve entendu une bonme £0is
(au beooin dans le chapssn du chapitre) que les algdbbres cont associatives et uniteires,
les homomorphismes d'enneanx et d'algdbres recpectent les wunités. Il y a aussi deux
yéfévencea au Chap. II qui doivent Stre changdes.
K° 2. Page T7, dans la note de bag de page, “"les axiomes ... ne font intervenir
,.,bcu \ que des parties finies ,... " ne veubt rien dire. Un surnit intérét & vider cette
@,\8&‘:":‘“ brillante note, Page T8, 5ime ligne avant la fin du n°, lire "réunion filtronte".
e

N° 3. Référence cu Chap. IIL changée. Page 79, ligne 1, supprimer " (por exemple) "

Dans le texte préoédant prop. 5, premdre pour A et B deo parties (pae nécesssive~
ment des sous-armeaux) engendrant les extencionz E wvegp., F ,‘W

>

A oot qon Prorde
Par, 3

——— -

I1 favdrait rédiger systématiquement en  temmes d'algdbres entilwes (ou alpgébri-

NOWA | ques, i Bouxbald préfive - le Tédacteur ne préfdre pea), au lisu d'sxtensions algéhri-
A

ques. Ainsi, dds la définition i, prendre pour E ume algbbre (qufon noterait plutbt

A ), pas méme commiative, et introduire la notion "iveuscendant” et "entisr = algé-
brique", (la formulstion de cette deuxidme notion devreit &tre chongle si on comence
par ne pas supposer non plus que k soit un corps). Kif kif pour définition 2, pour
1e théordme 1 (reformilé en conséquence, en supprimant le mot Mcorps” ob il le faut)
ete. Dans la vemarque & la fin du n° 1, 48me ligne avent la fin, lire "et s 1 est

é 0 et qu'on déoigne par n son degré”. Denc prop. 1, ajouter qutalors toutes las

racines de f sont cimples, ot f(X):(K-:-:Q e (X-zn) , ok les x, sont les
conjupuéo de X .

Par, 4

Remplacer le titre par : "Ipomorphismes et sutomorphisnes de corps. Extensions

quesi-gnloieiconea”.
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© 1. Remplacer 1'exemple 2 en petits caractdres, par wne proposition en forme,
gous la forme suivente : Un corps algébriquement clos eot infi
¥ 2. Dans le th. 1 et son corollairs, lire "extension algébriquement close” au
ldeu de "clbture algbbrique”. La démonstration du corolleire est camlarecque, ot ce
M ‘| corollaive ne doit ca raicon d'Stve gu'd la définition canularesque adopide par Bourba-
\g‘i;_ch 15 pour 1a notion d*extension.
e s
Page 95, fin de la remarque, référence su Chep. II changée ; ligne - 13, au lisu
de "olgébriquement indépendsnte" il faudrait lire "zutusllement elgébriquement indépen~

- " -
W dants,ounerienuiredumt.
Page 98, supprimer 1o note en petito caractvwes aprds le th. 2. O'M

W 3. Fnoncer le th. 3 et la déf. 4 sans hypothdse de finitude. Dans définition 4,
O\P‘ \v‘*’\o@ supprimer la terminologle "dimension algébrique” et la notation din leK E , que per~

éJ:\-\
b sonne n'c jamais employds, et la notation di.an , terridblement cmbigue ; introduire

«AQ@“\ @ Vider le noble lafus en petito caractdres epréc déf. 4. Dans le théo-

\‘ ( réme 4, supprimer "si 1'um dﬁ evs 60L 36fini, il en ect de m@me de 1'autre”.
O““‘ Mlmah'iw
Par. 6 W

w““"“ R K° 1. Page 109, lignes 7 et 8, 1s notion dtextansion univercelle, introduite fort

O
b"éfé_?‘.dg\( t et par la bande, ect bozme pour le vidage. Dang le cor. & prop. 1, lirve
"3egré de tronscendance” ; le coroliaive semble d'aillours bon & vider., Vider la remay-
O ( que en petitc carsctires 4 la fin du n® 1. Ch &écum, w2 e Qo €p
D — >
2

Own

M Ne Z.Lnano déf. 1, prendre pour E et F des parties quelcooques. Dans la note
en petits caractdres su bag de p. 110, vider la premiare phrass, et remplacer le mot

Oowr
~ | olonses d'intransitivité" par "orbites’. Dire que la péme remavgue s'applique powr 18
relation de conjuguaison enitve parties. Page 111, petits ceractires, ayris "intringde

i o,
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qua® asjouter "L K ot E ",

N° 3. Le titre devient : Wm quagi-paloisiennen. Remplacer 1'ensemble des

propooitions 5 et 6, qui font un bam'k blanc~blanc bomnet bien désegréable par la
Fropogition 5.~ Soienmt K un corps, £ wume extension algétrique de K, Q. wne
extension alpébriquement close dsE%. Ies conditions suivantes cont éguivalentes :
(1) Tout K~homomorphisme de dang () applique E dang Jni-wnbme,
(31) Tout Ke-sutomorphisme de (2 applique E dans lui-méme (donc, en vertu de
op. 4, induit wn K-sutomorphisme de E ),
(11g) Pour tout idment x de B , tous les conjugués de % our K (dass Q& )
appartiemant & E .
(iv) Tout polynéme irréductible de K'[X] s Bvant une racine dang B , se décompose
en fecteurs lindaires (distincts ou mon) dans E[X] .

Comme tout Kkamorphim de E dars SL oc prolonge en wn K-automowphicne
de $L (prop. 2, cor. 2), 1'équivalence de (i) et (ii) est claire. D'autre part, les
polynﬁme%édmtibleu £ de K[X] s 8yant wne racine dens E , sont ssactement (3
ges—conséanton tuliislicotives—ema) les polyndmes minimeux des dléments x de B,
lec rocines de I étant justement les comjuguée de £ (prop. 3). Comme f se déoom=
pose dans B E‘t] en produft de facteurs lindaires si et seulement gi toutes les racines
dene (1 g@e irouvent dans B , cela monire 1'équivalence de (iii) et (iv). Comse par
définition les conjugués sur K (dams £2 ) d'un élément x de E cont précisément
ces trancformés par les Ke-sutomorphismes de () , 1'éguivalence de (ii) et (iii)

ect également claire, ce qui wropesition,

Définition 2.~ Soient X wum corps, B mme extencion de K. n @t que E est une

extension quasi-galoicismne de K oi elle est algébrigue, et si elle satisfeit & la
condition (iv) de la prop. 5 (équivelente, ume Fois choisie ung dﬁhm_gleébriquw(%'
£ 4o E, avx autres conditious (i) & (iii) ce la prop. 5).

(n peut encore dire gu'uns sous-extension E d'ume extension algélrigusment close

s S - ———— -A._&
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L. de K est quaaiqgaloioime 8i et sewlement ol elie est algébrique, et identigue
& touteo les extensions conjugufes (définition 1) de B dans 2 . Par exemple,
toute clfture algéhrique de K eot wie extension guesi-galoisienne de K .

Je ne pense pas qu'il y ait lieu de garder la prop. 7, qui conctitue une simple
redite. Il y 2 lieu par contrs d'étoffer le sorite des extensions quasi-geloisiennes,
On peut garder leo prop. 8 et 9 actuelles (slles deviemment 7 et 8), et les corollaires
de cette dernidre, tels quels, ssuf qu'il faut remplacer paricut "mormale" par "quasi~
galoisiemme". Il fout enfin ajouter dsux propositions.

Proposition 9.~ Soiemt K un corps, £L une extemsion de X, E et ' doux sous-
extensions do S , Si E eot quasi-gnloisienme sur X , alors E' = K'(E) est
quagi-galoioienne suxr E! ,

En effet, en vertu du théordme de Steinits or peut supposer ()  algSbriguement
cloge, et come tout K'-automorphisme de {1 st un K-automorphisme, il applique E
dans lui-méme, done E' = K*(E) dans Jui-m8me, ce qui prouve que E' est une extemsion
quasi~galoisiemne de K' , compte temu qu'elle ost elgdbrique en vertu de par, 3, n° 2,
prop. T.

Froposition 10.- Soient K un corps, E une extemsion de K , K' une sous-extension
de E.Si E ect quani-galoisiemne sur K , elle est quasi-galoisierme gur K' ,

En effet, soit {1 une extension algébriquament close de B , slows tout K'-
automorphicme de () eot un K-eutomorphisme, dome appligue E dans lnj-mdwe, ce qui
mrouve que E 6ot une extension quasi-galoisienne de K' (compte fenmu qulelle ent
algébrigue sur K* , 1'étant sur K ).

Pour d'autreo commentairss au n® 3, cf. § 8, n° 1, le N. B,

Je sugpdre de foire du the d'Artin un n® 4 au § 6
N° 4. Le théordme d'Artin,

Ie réoultat du présent nmuméro, de mature surtout techmique, nous sexvira au § 8
& prouver un résultat clef de la théorie de Galois, ot au par. 12 & démontrer le cri-
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tive de séparabilité de Mac Lene. Il me sera pas utilisé directement & d’sutres emdroits
du présent livre, S Rt 0

‘ Oengdarsnies )
Tabordme 1 (Artin).- Soient K wun corps, G un ensemble d’sutomorphismsde X ,
stable par multiplication et conmtemant 1'sutomorphisme identique, k le corps des
iqvarientz de G, V une partie de K, n un entier = 0 . Funissons X de sa
structhme d'espace vectoriel sur k , ot l'ensemble des applications de V dans K
de sa structure naturelle d'eppace vectoriel sur K , Four que 1l'ensemble des restric.
tiongc & V des u& G poit de rang n sur K , il faut et 1l suffii que 1a pertie

V de K goitderang n sur k.

N, B. - la démonctration est celle de le présente édition, ol il feut simplement changex
1a référence & l'ancienne &dition du Chzp. II. On pourrait sussi, tant qu'a faire,

metire tout de suite la version mon commutetive, qui ne colite pes plus cher. lLe rédac-

teur pense qu'il ne faub pas expliciter ici la prop. 1 pege 117 de la précente édition
du Chep. V, trop triviale pour mériter un tel honmeur, Je pence quil fout gaxder les
quatre lignes de lajus préliminaires ci-dessus, qui seront bien utiles au lecteur pour
1%encourager & cublier le théordme d'Artin. Vérifier e'il y a quelque part la justifie
cation du terme "corps des invarisnts™, je ne 1l'ai trouvée nulle part.

Enfin, je suggtre de faire un

N 5, Théordmes d'ind@mdame lindaire et algébrique d°icomorphismes de corps.

Le premier de ces deux théordmes ne sere sens doute qu'un rappel d*un énoneé plus

gfnérel Tigurent su Chap, IV (cf. App. 5.6), il sera utilisd av § B pour la théorie de

Gelois. Le théordme d'indépendamce elgébrique ne servira plus danc le livre d'Algiime,

ot le rédacteur avote qu'il no s'en est encove jameic oervi lui-mBme. Aussi il proposs
de mettre ce théoréme en petits caractives.
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§ 7. Algdbreo en| dres séparadles sur un corps. Cllture séporable et
]
| clﬁj parfaite d'un corps.

1. Algdbres disgonalisables.

DEFINITION 1.~ Soient k un (1e chapeau du Chapitre impliquera qu'il est commu-

tatif), A wne k-algdbre. (n iitg_x‘g A est diagonalisable s'il existo un entier
— T —— — e

n> 0 tel que A soitum%hnil'algébregoduit .

Par exemple, l'algtbre O , aingi que k muni de oa siructure canonigue do k-
algbbre, sont diagonalisables ; tout produit fini d'algtbres di.sgonalisables est

disgonalisable. Une algbire le sur k eot de degré fini our k.
w\“\\\t
FROPOSITION 1.~ Soient k un 8, A une L-algéhraraiaagzvéﬁni n, P(a) 1*en~

semble des k-homomorphismes de A dons k , {) wne extension algébriguement close

de k . Les conditions au:wanta#a sont équivelentes :

|
(1) A est diagonalissble (aéf. 1).

(i1) A est réduit, ej_goin' tout k~homomorphicme u :A >0 ,oma w(A)C k.

(ii nis) A est réduit ot ses thmcm réoidueiles (App. n° 5) sont triviales.

(1i4)  caxd(P(a)) =n . |

]
l
i
|

(iv) A a exectement n idéaux meaximeux.

Ce n'est autre que App. 5.'?7.

PROPOSITION 2.~ Soit ¥ un comps.

(1) Soit A wmne k-algbﬂ_m. Si A est disgonalisable, il en est de mlme de

|
toute sous-algdbre et de toute algdbre quotient de A .

(i) Soit (4;),o; uoe famillo fimie de k-algbbres. Four gue 1o produit A do

cotte famille soit di_a_/_ggnalisa‘blo, il faut ot il suffit que chacune des Ay 1le soit.

(331)  Soiemt A ot B deux k-algdbres. Si A et B sont dlagonalisables, il

en est de méme do A ®, B . Inverement, si A ®, B ot disgonalisablo ob A#0,
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alors B eot disgonalisable.
(iv) Soit A une k-algdbre, engendrée par une famille de sous-algddres A
(A€1) ., Pour que A soit dimgonalisable, il faut ot il suffit qu'elle soit commita~
tive et de degré fini, ot que chacune des Ai solt dimgonalisable.
(v) Soit A uno k-algdhwo disgomaliseble, alors pour toute extension k* de Ik,
A®, &' gst e k'-algdbve dimgomalisable.
— Démonstretion. (i) 8i A est disgonalisable, il résulte aussitdt du eritdre

.‘\(‘,\'\\(‘W)\c ( (i1 bis) de prop. 1 que toute sous-algdbre 1'est également. D'ailleurs 1a commaissance
‘QW"Q\‘T des idéaux d'un produit de corps (App. 1.14) montre aussitdt que toute algdbre Qmﬁ.ent
éifff&‘“ do X' st isomorphe & une algdtre K& (m<n) , ce qui prouve que si A ost disgo-
nalisable, il en est de méme de toute algdbre quotient.
(id) 5iles A, sont diagonalisables, il en est de mémo do lewr produit, comme
il xésulte trivialement de 1a définition. Inversement, sf le produit A est diagons~
lisable, comne les A, sont isomorphen & des algbbres quotients de A , elles oont
diagonalisables en vertu de (i).
(1d1) Si A et B sont dicgonalisables, il en est de mlme de A ®, B, comse il
résulte trivialement de 1a défivition et du calcul du produit bemsoriel dnlgdbres
produits. Inversement, si A ®k B est diagonnlisable et A £ 0, alors B est dia-
gonnlisable en vertu de (i), car isomorphe & une sous-algdbre 1A®k B d AQ B,
qui eat diagonalisable.
(iv) La nécessité de la condition résulto sussitdt de (i), Inversement, supposons
les Ai diagonaligables et A commtative ot de degré fini sur Ik , alors il existe
me sous~famille finie de (Ai)i@I qui engendre déja A , donc A est isomorphe &
une algdbre quotient du produit tensoriel d'ume sous-femille finie de (Ixi) , donc o5t
diagomalisable en vertu de (iii), en ukilisant une réourrence sur le cardinal de
L'engemble d'indices de cette sous-famille.
(v) Bot triviele sur 1la définition,
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PROPOSITION 3.~ Soient k wn corps, f&€k[X] un polynéme en une indéterminée X ,

3 coofficients dans k , non identiquement mul, A =Xk[X]/m[X] . Alore A est

diagonalioable gi el soulement si £ pe décompose en facteurs lindaires tous distincts,

i.e. _P_eut stécrire sous la forme
£ = ¢ iln(x-ai),

oi n estledeméde £, c etles a (1€i=n) sont dans Xk , ot les a, sont

toug distincts. 2

Cola xésulte en effet sussitdt de App. 5.8, compte teru gue pour un polynbme uni-

taire ivréductible fi

si et ceulement si fi eot de ia forme X-ai » ¢t que deuxz polynfmes de la forme

» le corps k[X] /tx [x] est une extension triviale de k

"X-~2, X-b sont égaux si ot seulement ci & et b lo sont.

COROLLAIRE.~ Soient A une algbbre sur un corpe k , (xi)ie'f we famille géndra-

trice d'éléments de A . Pour que A soit disgonalisable, il faut et il suffit que A

goit de degré fini, et que powr tout i&E1I , lo polynbmo minimal f; 8o x, sur k

i e—

(§ 3, n° 1, déf. 3) se décompose en facteurs linéeives tous distincts.

En offet, A est engendré par ses sous-algdbres A, = k[xi] s isomorphes aux
k[x] /fik[x] , ot on conclut par Proposition 2 (iv) et Propomition 3.

DEFINITION 2.~ Sodent k wun coxps, V un espace vectoriel de dimension finle sur Ik .

Soit uw un endomoxphisme de V ; on dit que u est diagemal per repport & une bese

(e)> de V , si sa matwice par rapport & cetis bose est diagonale, i.e. mi pour

tout €85 ,ilexistewn A Ek tol que ule ) = : on dit que u oot dia-

» 9
88

gonalisable si on peut trouver une baso de V par repport & laguelle u soit diegonal.

Une famille (ui) jep endomorphismes de V est dite diagonalisable si on pout trou-
—————— e - pETeepr Tyt =

ver une base (ec)aGS de V tello que pour tout i€ I, w, soit dlegonsl par

_rgl_:_portb.cettebane.
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On notera que si A est wne pariie do End (V)  congidérant A comme définis-
sant 1a famille des endomorphismes u€A de V , la définition précédente domme wn
sensn 3 la locution : " A est diagonalisable ". Nous allons voir que loreque A est
une sous-algbbre de mak(v) s cotte dernidro définition est compatible avec la défini-
tion 1, 1.0. A est disgonaliseble, em tant que partic de End(V) , si et seulement si
elle est diagonalisable en tant que k-algbhre :
PROPOSITION 4.~ Soient )k un coxrps, V un espace vectoriel do dimension finio sur k ,

(4;); ey mme famille d'endomorphismos 3 V, A ls sous-algdbre do End (V)

qu'elle engendre. Leo conditions suiventes sont équivalentes :

(4) la k-algdbve A est disgomalisable (cf. déf. 1),

(1) la partdo A de Bnd (V) et diagomelisable (of. aéf. 2).
(1i1)  Is famille (u,),o, est diagonalissble (cf. déf. 2).

(iv) Ies u;’_*\‘}maja@omnsam@ ot commitent devx & doux.

(v) Les u, commtent deux & deux, et pour tout i€ I le polynbme minimal

m—

(§3, n° 1, aéf, 3) de u, se ddcompose en facteurs linfaires tous distincts.

Comme A est commiative si el seulement si les uy
1téguivalence do (i) et {v) est un ces particulier du coroliasire & la prop. 3. D'autre
part (i) implique (ii) en vertu do App. 1.24, et (ii) implique que A eot isomcrphe
& une sous-algdbwe d"ume algébre diagomelisable (1'slgdbre des matrices disgonales,

qu'on aurait pu domer en exemple dés aprds la définition 1), donc est dimgonalisable

comuuient deux & deux,

en vertu de prop., 2 (i). Dome (i), (ii), (v) sont équivelentes. Appligusnt ceci au cas
d'mme famille réduite & un seul élément, on conclut que si u eot un endomorphisme
de V , alors u eot disgonalissble si et soulement si son polymbme minimel ss
ddcompose en facteurs lindaires tous distincts, ce qui prouve que (iv) dguivaut & (v).
L'équivalence de (ii) ot (iii) est cleive, cor pour une base domnée de V , lea mo~
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trices des u sont touten diagonales ei ot sewlement oi il en est ainsi des matrices
do tous lea u@ A . Cela achdve la démonstration de prop. 4.

COROLIATRE,- Soit A mai_@hwmmeoqyg_ k . Powr que A soit diagonalisable,

il faut et il suffit que pour toute représentation linéaire de A par des endomorphis-

msd‘\mesgaoevectonel V de dimension finie sw k , la famille correspondante

(indexée par A ) d'endomoxphiomes de V eoit disgonalisable, et il faut ot suffit

B 2 = .
gu'on puisse trouver wanhﬁm linéaive fiddle de A gyant cette P'opr.ié‘bé.

Si A est disgonalisable, done isomorpho & wne algdbre X° , alors 1a commaissance
explicite de ses représentstions lindeives (App. 1.24) montre la nécessité de 1s condi-
tion énoncée dans le ceorcllaire. Invermt, 83, A eduet une représentation linéaire
fiddle satisfaisent & la condition de disgonalicebilité du corcllaire, alors A est
me algtbre diagonslissble en vertu de prop. 4, (ii) => (i). Notant que toute algdbre
do depwé fini sur k edmet une représentation lindaive fiddle (par exemple la repré-
sentation régulidre), on achdve la démonstration du corollsire.

Remarque.- On fera attention que sous les conditions préliminaires de la prop. 4, il
eat posgible que tout élément de A poill un endomorphisme disgonalisable de V ,
cans que A sgoit commutatif, donc pans que A solt disgonsliccble; of . exere. ...

2, Algdbres étales sur un corps.

FROPOSITION 5.- Soieat k wn corps, A une algtbre commistive de deged fini sur k ,

L1 uno sxtension algtriguement close de k . Alors les deux oonditions sont équi~

valentes :
(2) A ®kQ. est une algdbre disgonnliseble sur 2. (of. déf. 1).
(34) AR, 0 est un ameeu réduit.

De plus, ces conditions pont ind_é_pendantes de 1'extonsion algébriquenent close

fL envissgfede k. Si K o5t uno sous-extension de (2. %elle gue pour tout
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k-homomorphiome u ¢ A=>() ; on ait w(A)C X, alors les conditions (i) et {11)

aontég&mlmtasmaonﬂiﬁms%u'mmmtenym_n_phx;ant Q par K.,

Notons que la condition envicagée sur K o'exprime em texmes de 1a K-algdbre

B-A@kx par le fait que pour tout K-homomorphisme v :B—>0. ,ona

v(B) = K , co qui en veriu de App. 5.4 et do § 4, n° 2, th. 1 équivaut au fait que
leo extensions xésiducllen de la E-algdbwe B oont triviales. D'apr¥s la prop. 1,
on sait bien qu'alors B est diagonalisable oi of coulement zi olle est réduite ; en
vertu do prop, 2 (v) la L) ~algdhwe B®, Q1L , isomorghe A L8, Q , sera slors
dicgonalisable, et 1l'inverse est vrai, car B cat isomorphe & un sous-cnncau de

B@K ) , done est réduit si co dernier 1%est. I1 westo & prouver que les conditions
(1) ot (ii) ne dépendent pes de 1'extemsion algSbriquement close SL choisic de X .
Or o (L' oot une sutro tolle extemsion, on peut trouver une extension algébriguement
close {1" do k et dec keisomorphismes de (), Q' sur des sous-extensions de
2" (§ 4, prop. 2 of th. 2) 3 il ésulto alors de co qui préodde que les conditions
envisagées pour L1, L)' sont équivalenter oépardment eux conditions analogues
pour SL" | donc sont équivalentes emtre elles. Cola achdve 1o démonstration de 1a
proposition.
DEFINITION 3.- Soient k un corps, A ume algdhwo our k . On dit que A st étale

(ou étale sur k , oi une confusion est & craindro sur le corps de bese), si A est
etz - —

coumtative, de degré fini, et 5i elle seticfait sux conditions Squivalentes de 1=

BEOD: 5

Cette définition a vn sens gofice au théordme ds Steinits, (§ 4, h. 2), osmurant
que k admet biem une extension algétwiquement clone.
PROPOSITION 6.= Soit A uno algdbwe commitative de degré fini cur le corpa k . Four

que A soit étale, il fout et il suffit quo pour toute oxtemsion K de k, ix®kK

£0i% un ennoeu réduit. En particulier, si A est ftaley A est un annean réauit.
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C'ent trivialement sufficent sur la forme (ii) dec.conditiom 2e prop. 5. Inverse-
ment, oi A eot étale, prouvons que A @, K  est réduit pour toute extansion X
de k . En effet, prenonsc pour £J. une extension algébriquement clome de K , alors
par hypothdse A@kn oot réduit, donc aussi A@kK qui est isomorphe & un sous-
anneau de celui-ci,

PROPOSITION 7.~ Avec les notations de la prop. 5, les conditions (i) et (ii) éouivalent

aussi & la condition suivente :

(444) Le cardinal de l'ensemble des lehomomorphiemes de A dans 2. est égal au
degré n de A .

Quitte & remplacer A par la () -algdbre 4@, ) , on peut supposer que
£) =k , et on conclut por la prop. 1.

PROPOSITION 8.~ Soit k _un corps.

(1) Soit A une L-algdtre. Si A est Stale, il en est de méme de toute sous-

gl_géhreetdstoutenlg}_breguoﬁentda ;=

(1) Soit (a,) une femille finio de kealgdbres. Pour que le produit A de

icl
catte famille moit dtale, il faut et il suffit que chacun des Ai le soift.

(2ii)  Soient A et B des kealgdbres. Si A et B sont étales, il en est de

S ——

A@kB.Invmmt,_a_i A@k 3 est Gtale ot 8i A £ 0, B est étale.

(iv) Soit A wne L-algdbre, engendrée par une famille (Ai) de sous-algdbres.

Pour que A soit étale, il faut et il cuffit gu'e]_le soit commitative, de dagcré £ind,

et que les Ai ooient dtsles.

(v) Soit A wne k-algdbre, ' ume extensionde k , A! =A®kk' la k-

algibre déduite par changement du corps de base. Pour que A soit élale, il faui et

il suffit quo A' le soit.

Démonstration. Tout d'abord, (v) est immédiat sur le critdre de la prop. 5, comme

on voit en choisigsant une extension algébriquement close {L de K , et en la consi-
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dérant égnlement comme une extension de k . Ceci noté, pour prouver les énoncés (i) &
(iv), on chasit une extension algébriquement close 0Q k , ot on est ramem$ par
changement de base & prouver les mdmes assertions sur un corps algébriquement clos. Or
dans ce cas, une algdbre sur k est étale si ot seulement si elle est disgonalisable,
et nos assertions nésultent des asseriions enalogues de la prop. 2,
COROLIAIRE 1.~ Soit A une algbbre sur le corps k . Pour qgue A gsoit étale, il faut

el il suffit que A soit isomzjg au podu.it d'une famille finie d'extensions étales

do k.

Ia sufficance réoulte de (ii), et 1o nécessité également, compte temu du fait
qu'une algdbre commutative de dogré fini sur k est isomorphe su prodult d'une famille
finie d'algdbres locales de degné fini sur k (App. 3.5), et que si ces dernidres sont
étales, elles sont réduites (prop. 6) dome des corpe (App. 3.7).

COROLLAIRE 2.~ Soient XK une extension du corps k , A une K-M.Pmmque A

soit étale en tant gue k-algdbre, il ouffit que l'extension K soit étale et gue la

K-algdbre A soit étale, et ces conditions sont également néccesaires lorsque A £0.

Supposons K étale sur k et A étele sur K , et prouvons que A est étale
sur k . Soit k' une cldture algébrigue de k , alors par hypothdse K’:K@kk'
ent isomorphe an produit d'mfmmuﬁniadg k'-&lghbrenj.!{; 4somorphes & k' .A
Lalghtre A' =A®, k' sur K' se décompose alors en produit d'algibven A sur

les facteurs K;_ (App. 1.25), ces dernidres n'étant autres d*zilleurs que A;in
=A®xKi , donc diagonalimables puisque A est §tale sur K et que K;; ost wme
extonsion algétriquement close de K . IL en résulte que A’ , en tant gue k'-alghbrs,
eot un produit fini d'algdhres diegonalisables A; pur k' , donc est dlagopalisable,
co qui prouve que A eat une kealgibre étale. Inversement, supposoms A éfale sur

k et A#0 ., Comme alors K est icomorphe & wne sous-algdbre de A , il »éoulte
de prop. 8 (i) que K est étale sur k . Beste & prouver que A ent étele sur X.

Or oi E' est une extension algébriquement clope de X , alors A@KI{' ect isomor-
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ghe & une algdbre quotient de A@kx' s ot cotte dernidre est dingonnliseble puisque
4 est étale owr Xk , donc i) en est de mbume de A®, K' en vertu de prop. 2 (i),
ce qui prouve que A est étale sur X ,
Remarque.~ Lo corollaire | montre que la classification des algbres étales sur un
corps dormé k Ge ramdme compldtement & celie des extensions dtalen de k . Nous mon-
trexons an § 8 comment on peut effectuer cetie classification en tormes d'ensembles &
groupes d'opérateurs, gréce & la théorie de Calois.
PROPOSITION 9.~ Sodent k wn coxps, £& k[X] um polyndme & une indéterminde X

& coefficients dens K , non identiquement rul. Four que 1'algitre A = k{ X1/mx[x)

our k ooit étale, il faut et il puffit que les xyacines de £ (dans wne extension

2lgébriquement close domnde S2 de ¥ ) goicnt simples (réf.), ou emcove que £ 50

décompose en un produwit de polyndmes irvéductibles distincts dont chacun n's que des
e e - a——

racines simples (réf.) dans LA . Loyogue f est irréductible, ces conditions sigmi-

fient aussi que 1'on ait £ ¢ k[xP] (o4 p désigne 1'exposent carsctéristique de

k).

Lo premier critdre, qui cénonce sussi en disant que # , considéré comme polynSme
& coefficients dams ) , se décompose en facteurs lindaires distinets, est une consée
quence imnédiate do la déf. 3 et de la prop. 3. Le douxidme critdre »sulte du premier,
compte tenu de la décomposition de A en facteurs Jocmux correspondants & la décompo-

sition de f en produit de puissences do polyndmes irréductibles (App. 5.8) du fait

que A ecot réduit si et seulement si len exposants dans la décomposition de £ en
facteurs sont tous égeux & 1 (App. 5.9), ot que A étale impligue A néduit
(proposition 6). Enfin, lorsque f£ est irréductible, ces conditions Sonivalent &
fé_k[:xp] en vertu de § 3, prop. 1.

DEFINITION 4.- Soit k un corps. On dit qu'un polyndme f , & coofficients dams X ,

able, 8'il est non mul ot 8°il saticfeit aux conditions dqui~
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velentes de lo propomition 9. Un élément x d'une algdbre A sur k st dit étale
- = = > =3

sur k , si la cous-algdbre k[_x]_t}_gk engendrée par x est étale sur Xk .

On notera que ei K oot une extemsion de k , alors pour que £ soit étale en
tant que polyndme & coefficientn dame k , il feut ot il muffit qu'il le coit en tant
que polyndme & coofficients dams K , comme il résulte par exemple de prop. 8 (v).
Clest pourquoi il est inutile dens 1a premilre partie de la définition 4 de préciser

" étale sur k ", commo il est paxfois prudent de le faire pour la notion d'algbbre
ou d'élément étale.

COROLIAIRE 1.~ Soient Xk wn corps, A ume I-algdbwe, (xi)iE-I we femille pénéra-

trice d'élémentn de A . Pour que A goit dtale, il faut et il suffit gu'elle soit

de degré fini, commiative (i.o. que les Uy commtent deux & deux), et que pour tout

ieIl, X, soit étale sur k . Pour gu'un élément x de A poit étale sur k,

il feut et il ouffit qu'il soii algbrigue sur k (§ 3, n® 1, 3éf. 1) et que son

polyndme mindmal (§ 3, n° 1, déf. 3) soit séparable.

Ia premidre assertion n'est autre que prop. 8 (iv), la dewcidme n'est autre que
la prop. 9, compte temu de 1'isomorphisme k[x] =2 % [X] /&(X], ot £ adsige
lo polynfme minimel de x sur k (§ 3, n® 1, €h, 1),

COROLIAIRE 2.~ Soient k un ocorps, K uno extension de k , x un élémemt de K

qui eot racine simplo d'un polyndme £€ k{X] , alors x est étale sur Xk .

En offet, le polynfme minimal g de x divise £ (§ 3, th. 1) dome x est
racine oimple de g , donc les racines de g dans wne cidtuve algébrigue de K (qui
sont conjuguées de x ) somt toutes simples, donc en vertu du cerollsive 1, % ect
séparable sur k .

COROLLAIRE 3.~ Soient k un covps, () ume cxztemsion de %k , K une scus-cxtension

do Q » Tout élément x Eg_ Qggiesté‘calesur k ent étale sur K.

En offet, ai f est le polynSme minimel de x sur k , les racines de £ (dans
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we extension algébriquement close de {2 ) sont simples, et ona f£(x) =0, d'od
la conclusion en vertu du corollaire 2.
FROPOSITION 10.~ Scoient k vun corps, V um eospace vectoriel de dimensiom finie sur k ,

(4,);c; e famille d’endomorphismes de V, A la sous-algbtre de End (V) qulelle
engendre, () une extension a.lg_é’ou.-lglumt close de Xk . Alors les conditions suivantes

sont éq_givalentee H

(4) Ia femillo doc endomorphiames uiQkO. (iel) de V@kQ est diagona~
lisable (déf. 2).

(i1) L'algébre A est éizle,
Conme par définition, A est étale si ot ceulement si A®kQ eot diagonali-
sable sur S , ot que cette dernidre algdbre n'sot autre quo la sous-algdbre de
mdg_(v®kﬂ) engendrée per les “191:9- s 1= prop. 10 est un cas perticulier
de 1%équivalence des conditions (i) et (1ii) dans 1a prop. 4. - Lorsque les conditions
équivalentos de prop. 10 sont vérifides, on dira pexfois que la famille (w)ic, es%
absolument dlagonalisable ; on fera atfent:i.on qu'une famille diagonalisable est meni-

festement absolument disgonalisable, mais que 1'iuverae n'est pas vrai en général,

ef. exere, .. Avec la terminologie qu'on vient dfintroduire, on prouve comme pour le
corollaire & prop., 4 &

COROLIAIRE,~ Soient k wn corps, A ume algdbre sur k , Four que A soit dinle,

ilfmztetilauﬂitquapotmtouterg_présenmﬁ.onlinéairede A par des endomorphis-

mes d'un espace vectoriel de dimension finie V sur Xk , 1la famille correspondante

(indexde par A ) d‘aadomor;pgimes de V soit absolument %nalisabla. ot i1 faut of

il suffit qu'on puisse trouver une représentation lindaire fiddie de A ayant cette
e ———— — S pery— S ———

JEopeifve.
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S.~ Soit A wne algbbre commitative sur un corps k . On dit que A est

blenaurmoom k.,

(ouaé&blesm' k , gi une confusion sur le corps de base est & craindve)

si pour toute extension K ds k, A® X oot xdduit. ~b_1~_“€-(€1“ﬁ?~ Aepeicte

4w -
PROPOSITION 1.~ Soit A une algdbre sur un corps k . Pour que A soit aégrable,

thetzlwitmmrmdemte B sur k, le produit tensoriel

A®, B %bm annoen réduit.

Ia condition est manifestement suffisante, prouvons qu®elle est nécesoaire, i.e.
cupposons A sdpareble, et prouvons que ci B est une algdbre réduite sur k ,

A ®k B est 1éduit. En vertu de App. 2.12, dive que B eot réduit signifie que
1¥intersection des idéaux premisra P Go B eot réduite & zéro, ou encore, introdui-
oant les corp des fractions K des ammeaux intdgres A/p , que B so plonge dans un

produit de coz?i,_ voit P= ;ZI Ki « Par suita, A@k B oe plonge dans

A, P =AQ®, i‘eiz K, . donc en vertu du lemo 1 ci~dessous, il se plonge dans
1'algdbre produit ;E A@k Ki « L'hypothdoe sur A dmplique que les A @y Ki
cont »éduits, done il en est de mdme de lewr produit (App. 2.11, remonds), donc sussi

de A@kB.nmteb.pmwerlo

LETE 1.- Solent k wn onmeau, A 1@ kemodule, (K.), .. e famills do k-modules,

considérons 1'homomorphisme canonique (r8f.. ?)

Si A est libro, cet homomorphisme est injactif, / ‘\ l66 C‘\

(._
volln — 1o, . ek peplS
CO\»t\A

(N, B. = Devrait figurer ou Chep. II, par exemple en respent avec 1'hypothdse

"1 Dini" au liende " A libwe"). Ik effot, choisissant une .base (aj) dans A,

ia source do hﬂecheemv:magéec;demnﬁoa (Tr K, )(J> . done ne plorge dens

iII a I l(i tandis que le but a'identifie & ie:(xi)(‘r) 3 or le
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torme général do ce produit so plongs dams K,” , donc le produit lui-nbme se plonge
aans [ K (réf.). Avec ces identifications, on vérifie imuédiatement que 1'homomorn-
phisme envisagé dans le lemme est induit par 1'application identique de EK'I » CO
qui prouve qu'il est injectif,
PROPOSTTION 12.- Soit ¥ un corps.

(1) Soit A une k-algdbre commtative. Si A est séparable, il en est de méme

de toute sous-algdbre. Iwversement, si A ost réunion filitrants croissante de sous~

algzébres qui sont aéjggmhles, alors A est séparabls,

(i1) Soit (Ai)ieI wne femille de Xk-algdbres commiatives. Pour que 1'algdbre

produit A soit séparable, il faut et il suffit que chacune des Ai le soit.

(111) Solent A ot B doux keslgdbres commitaiives. S1 A et B sont sépare-

PieS, 11 en ost do mbme do A®, B . Inversement, oi A£0 otsi A® B est
oéparsble, alors B est séparable.

(iv) Soient A ume l-algdbre, k' une extonsionde k . Four quo A goit ume
k-algbbre séparabile, il faut et il suffit que A' = 4@, k" soit we k'-algdbve
séparable. |

| (v) Soient E une extensionde k., ot A une Exalgditwe. Si E oot sépareble

fur k, et A sdpoareble sur K , alors A est séperable sur ik .

Démonstration, (i) Ia premidre assertion résulte de ce que pour toute sous-algdbre

B de A, ot toute extension X de Xk, B®k K s'identifio & une sous-algdbre do
A ®k K , donc est réduite ai cetie dernidre 1%est. De mlme, si A o8t réunion fil-
trante croissante de sous-algdbres B, , alors A ®k L eat réumion filtrente crois~
sante de sous-algltres isomorphes aux Biek K (véf,), donc est réduite si ceas
dornidres le sont, ce qui prouve la deuxidmo assextion de (1).

(i1) Utilisant lo lemme 1 ci-dessus, on voit que pour toute extension K do k ,
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A®, K s'identifio & wio sous-algdbre do ;l;l;aiekx ; donc si les A, sont
séparablos, donc les -A, @ K réduits, 11 on est de mlue de leur produit (App. 2.11),
done A@kx est Ggalement réduit, ce qui prouve que A est méparable. Inversement,
sl A est séparable, les ":l qui sont isomorphes & des sous-algdbres de A , sont
séparebles en vertu de (i).
(iv) Pour toute extension K' do k', A'®,, K' est X'-isomorpho & A ® K’
(xé£.), done ot réduite si A est séparable, ce qui implique qulalors A' est sépa-
rable. Pour prouver l'inverse, il suffit de noter quo toute extersion K de k se
plonge dens une extension convensble K' de k' (§ 4, n° 2, prop. 2), or
AQ, K A'®,, E' Stant néduit, il en est do nlze de A ®, K , isomorpho & wm
sous-ermeau de celui-ci, ce qui prouve gque A eat adparable,
(ii1) Supposons A et B séperebles, prouvons que A ©, B 1'est, i.e. que pour
toute extension K de k, (A®, B)® K est xéduit. Or cotie algdbre est canoni~
quement isomorphe & A, &, § , od A =A® K, B =3O K (xé£.), or en vertu
de (iv) déja prouvé, Ay est une K-nlgdbre sépavable, d'swive pert By est ume
K-algdbre réduite, dono AK@IBK est réduite en vertu de prop, 1.
(v) .Soitxunee:msiénde k , alors on a un isomoxphisme A® K
2 A8 (E®, K) (xé£.), or d*aprds 1thypothdse qur E , E®, K est réduit, ce
qui implique, grfice & prop. 11 qu'il en est de méme de son produit tensoriel avec la
E-algdbre sépersble A , donec A@kx est réduit, Cela prouve que A est séparable
sur k.

COROLLATRE,~ Soit A une algbbre commitative sur wn corps k . Four que A soit sépa-

rable, il faut et il suffit que %oute sous-elgbbre de type fini le soit. Lorsque A

est wno extension de k , pour que A eoil sépavable, il faut ot suffit gue toute

sous-extenaion de ty_;_ag fini le soit.

Cola résulte aussitbt de prop. 12 (ii).
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PROPOSITION 13.~ Soient k uw corps, A wne b-gl_g%breintbm, E son corps des
fractions. Four que A soit séparable sur Xk , il faut ot il suffit que B 1le soit.
- Si E est séparable, il en est do mlme de A en vertu de prop. 12 (i), Inverse-
O&(ﬁ“ﬁ\\ uemt, supposons que A soit séparable, et prouvons que E 1'eot, Compte tem de la
Q,UC“\M " aéfinition de E p c'ost un cas particulier du résultat plus général suivent (¥, B.

gu'on powrrait élever eu rang de proposition, prop.13 dovenant corollaire) ¢
COROLLAIRE 1.~ Soit A une algbbre sépareblo sur un corps Ik , alore pour toute partie

multiplicativement stable S de A , l'amnean des fractions Ag Ge A par rapport

A 8 (Chep. I .... ) est sépavable sur k.

Cela résulte aussitlt de la définition, et dos doux lommes suivants ¢

IEMME 2,- Soient k un amesu commtatif, A une k~algtbre commitative, S une

partie miltiplicativement stsble de A , k' une ke-algbbre commtstive, A! = A@k X',

8¢ 1'image de S por 1'homomorphisme camonique A —>A* . Alors on & uwn isomorphisme

canonique de k'~algdbres ¢

sy B, ko ms |

Clest un remoxrds au Chap. II, dont je laisse la démonsiration su rédacteur défini-
tif,

IEME 3,- Soient A un ammesw, S une _partie miltiplicativement stable de A , _S_.}.

A est réduit, il en oot de mbme do 1anneau des fractions as™ o

En offet, tout 6lément x do AS™' s'dcrivent sous 1a forme g{(y)d(la)"1 avec

1

YEA, 8€S , 00 ¢ : A->4A3" est 1°homomorphieme canomiquo, si X est nilpo-

tent on doit avoir #(y7)#(e®)™! = 0 pour wn entier n> 0 convensble, dome il existe
un tE5 tol que ty” =0 otafortiord P = (ty)* =0, ce qui implique

g(y) =0 ot a fortiori x=0.

COROLIAIRE 2.~ Soient k wn corps, (X,), . une famille d'indétovminées. Alors

1'axnesy des polynSmes Ik [_(xi) St

1 4 ot 1o coxps des fractions ratiomelles
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k(ﬁ(xi) serl)) » sont séparables sur X . M pariiculior toute extension iremscondsnte

pure do k ost sépareble,

En vertu de prop. 13, il suffit de prouver que 1'algbbre de polyndmes
A=%[(X), ;] est nbparable, or pour toute extension X do k, A® K est
canoniquenont isomorphe & 1'algdbre de polymdmes K [(xi) ser) (262.), qui est intd-
gre (x6f.), et a fortiori méduite, ce qui prouve gue A est séparable sur k.
Remarque.~ Bn pius des rdeultats du présent rumére, et du muméro suivani (ces dexniers
relatifs eux algbhres sérarables entidres), lo locteur trouvera des compléments imporw
tants sur les algdbros séparables aux § 11 (critdre de Mac-Iane ot ses conséquences) ot
12 (critdres difféventicls de népammxﬁ,%m dos bases de transcendance séparentes)

N. B. ~La prop. 13 est bien éculde, la forme satisfaisante est ceno-oa. : A
eat efparable sur k mi ot smﬂmt's:i. A est réduito, ot pour tout idéal promiex
minimal p de A, le corps dee frections do A/p est wno oxtansion séparable de k .
Si on leo veut ici, on doit pouveir 1l'avoir sans mal ; 8i on juge que le lieu serait
plutdt en Géombirie Algébrique, on peut du moins inclure ce résultat on exercice.

4. Algtbres entidres séparables suzr un corps. (\V\C\Q\‘O&Qb )

W, B. = Conformément & ce qui & 6té dit dans les “commentaires", le soxite des
algdbren ontidres ost supposé feit au § 5, n° 1,
FROFOSITION 14.- Soient k un corps, A une algtbro commitative entidre sur k

(zi)iel e femille g_gnératrico d'éléments de A , <L une extension algggriqtment

close de k . Ics conditions suivantes sont 6qm.valontes :

(i) A eat Bigmuoo

(£ pis) L'ammeau A@kﬂ eat réduit.

(41) Touto sous-algdtre B de A qui est do dogré fimi sur k st étalo.

(144)  Pour tout 1€I, X, est étele swr k , 1.0, 18 sous-algdbre k[z;] do
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A ongendrée per z, est étale, ou encore (¢or. de la prop. 9) les racines du poly=

néme minime) de ¥, suw k sontai!g.ea.

Fotons que dire que A o8t entidre sur k revient & dive que la famille filirante

croissante des Sousealgdbres Bj de A de degré fini sur k a pour réwnion A ,

qui s'identifie par suite & leur limite inductive (§ 3, n® 1 ¢). Doné pour toute exten-
gion X de Xk, A®kx est la réunion de la fawille filtrante croispente de souss

algdbres BJQEK.d'o&oneomluttpn a@kx eot réduite ai ot soulement si il en

oot do mlme des Bj®kx.cmmmmpomque A satisfassc la condition (1)

(resp. (i bis)), il faut et il suffit que chacun des Bj 1a satisfesse. En veriu de

1a déf. 3 (resp. de 1a prop. 6).oelaaianiﬁaqueles BJ sont étales, ce qui prouve

que chacuns des conditions (i), (i bis) est équivalente & (ii). Dans ce raisomnement,
il est d'ailleurs loisible de remplacer la famille des Bj par n'importe quelle famille
cofinalo de sous-algebros de degré fini de A . Désignent, pour toute pertie finde J
de I, par A, 1a sousealgdbre de A aengendrée par les x, powr i J , ob appli-
quant le romarque précédente, on voit gue les conditions euviesgéen équivalent sussi
& dive que les A nont des nlgdbres éiales sur k . En vertu do prop. 8 (iv) appliqué

& chacun des A , cels signifie eussl gue les X sont dtalec sur k , i.e. déquivaut

J
& (114),

COROLTAIRE 1.~ Soient L wun corps, A une algbbro commutative entidre sur k . Si

A eost séparable, il ea est de nfme de touto sous-algdbre ot de toule algtbre quotient

da A .

Ie cas d'ume sous-algdbre n'e été mis que pour mémoire, étant déjd domné dans
pop. 12 (i), Soit donc B une alg¥bre quotient de A . On sait d6jd que, puingue A
est entidre, il en est de mime de B (§ 3, n° 1). Supposons de plus A séparable,
domo (prop. 14) réunion filtrente croissente de sous-algdires éiales A, . Alors
1*algdbre B est réunion filizenie croissante des sous-algébros Bi imoges dos Ai .



- 30 = n® 457
qui sont étales en vertu de prop. 8 (i), dome B est oépareble en vertu de prop. 14
(ou .de prop. 12 (i), ou choix).
COROLLAIRE 2.~ Soient k un corps, A wne k-algbbre commitative entidre, (Ai)ie]:

une famille de sous-algtbres do A engendrant A . Pour que A soi% séperable, il

faut et il suffit que les Ai le soient.

Appliquant prop, 14 en prenant comme fawille génératrice de A celle définie par

la réunion des A, , 1a conclusion résulte aussitSt du critdre (iii) de 1a psop. .

x
COROLLAIRE 3.~ Soient & um coxpa, E upe extensionde k , XK et L deuxaaus-

extensions do B . 81 X est algébrique séparsble sur k , slore L(K) est algébrigue

séparable sur L ;laréo;wueea‘bvmieai K ot L eont lindeirement disjointes

sur k.

Comme K o8t algébrique sur k , il s'enmsuit que L(K) est la sous-L~algdbro

de E engendrée par K , (§ 3, n° 2, prop. 7). Donc L(K) est isomorphe A wne algdbre
quotient de 1o I~-algdbre K@kL, donc est séparable sur I on vertu de prop. 12
(iv) et au corollaire précédent. ia réeiproque résulte do méue de prop. 12 (iv).
COROLIAIRE 4.~ Soient k wun corpe, E ume extemsion de k , (X, )1eI e famille

de sous-extensions algébrigues de B, K 1'extension engemdrde par cetto famille,

Pour que K solt sépayeble sur k , il faut et il suffit gue los Ki. le solent.

C'eat un cas particulier du cozxollaire 2, compte tenu que K ost auesi la k-

algdébre engendrée pax les Ki » puisque ces dernidves sont algdbriques suxr Xk .

COROLIAIRE 5.~ Soit A une sligdbre entidre sur un corps k . Alors il existe uae plus

grande sous-algbbre A Ge A séparable sur k , ot A est fornfe des éléments de

A gui sont séE:ablea sar k.

Wous appellerons A 1a fermpture sépareble de k dans A,

COROLLAIRE 6.~ Soient A une ngbbre entiére sé;nmbla sur un coxps k .%:na exten-
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sion algébriquement closo do k . P(A) 1'onsemble des homomorphismes de k-algdbres

de A dans Q. . Alors on a
: '(‘\[nm—eﬁﬁeﬁ
[A:k] — cmp(‘) g %W ent C\M\’\\d:) k C‘V‘(‘lllu., ‘

en perticulier, pour que A goit de degré fimi sur k , il fmut ot suffit que P(A)

soit fini.

‘Compte tenu de la prop., 7, on est remené & prouver la dernidre assertion, et plus
précisément 1o feit suivent : si A o8t de degré infini sur k , alors P(A) est
infini. Or A est réunion Dltrente croissente de ses sous-algdbres deo degré finmi A
qui sont ételes sur k , donc on 2 ume bijection canonique

PA) —> im P(4,) ,
o
ol dans le systdme projoctif formé des P(Ai) . les applications de trersition sont

suzjectives, ot les I’A(A ) sont finis, Il s'ensuit que los applications canoniques

0 R :

_B\ - - = e \(—_\—\

f-\:m\\\wﬁ: B(A) ~> P(4,) somt surjectives (fop. Gén, 11),)dons que cand P(4)2 card R(a,) ,
&\E\\ﬂ/‘roroome A est do dogré infini sur Xk s on eura évidemment eardP(Ai)—o + oo ,

Conegh

d'or caxd P(A) = co , (N, B, ~ Ie rédsctour s'apergoit qu'il vient d*utiliser la

notation caxd dans un sens peu orthodoxe savoir en lul attribuant une valeur uniquae
20 pour un ensemblo infint, ot quiil utilice Top. Gén. qui vient aprds, Next

Redactor 1).

PROFOSITION 15.~ Soient k un corpsy A une algdhre entidre sur k , et K une sgus-

algdbre de A qui soit un corps, Four que A soit séparadble sur k , il feut ot il

guffit que K soitsé}ganblesur k , ot gue A soit séparable sur K,

Si A est séparable sur k , il en cet de mlme de la sous-nigebre X (prop. 12,
(1)), dtautre pert, pour tout §lément x de A, x oot Stale sur k (prop. 14
aprliqué 2 la lealgdbme A ); %.6. 18 sous-k-olgdve k{z| de A engendrée par x
est étale ; or 1= sous-E-algdbre K[x) de A ongendrée par x est isomorphe &
une K-algdbre quotient de X [x] @kK , donc est étale (prop. 8, (v) et (i)), ce

qui er vertu de prop. 14 prouve que A est étale sur K . La réciprogque est un cas
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particulier de prop. 12 (v).
Remarque.~ Nous prouverons eu § 11 que prop. 15 reste vraie lorsgu'on suppose seulement
que K (mais pas nécessairement A ) est entidre sur k . Sans cetto dernidwe restric-
tion, nous verrons cependant qus la xdciprogue devient inexacte (méf. exer:;. au § 11...)

5. Extensions radicielles.

PROPOSITICY 16.~ Solent k um eorps, d’exposant caraciéristiquo p , K wme extension

do X, x un élément de ii’ £Ek[X] son polyndmo minimel, e le plusgramddes

entiers h tels que fEk[xPh]

(i) tna 2(X) = g(xP ) soi g€k (X] est m polyndme uniguément déterminé, et

ot g k[xP) , g est irréductible, ot identigue au po i S R

(1)  I'61ment yxP est étalosur k, et e ost le plus petit dos catiers

h {els que xPh'ao;tétalaw ko

e
(414) Itepplication 2zm- 2P . induit wno bijection do 1'ersemble des conjuguds

do x (dansmaaztemionalgéhﬂ.qmtoloaeﬁnéen_ de k ) our 1'ensemble des
conjugués de ¥ .

Démonstration. Les aesertions de (i) sont trivinles, le fait que g est le poly-

nfme minizel de y proverant (en vertu du § 3, th. 1) du f£ait cu’il ent unitaire
(comme on wérifio aussitdt), irvéductiblo, ot satisfeit g(y) = 0 . Fius généralaement,
pour tout entier h < e , on aura £(X) = g.n(XPh) , Oit g.ne,k[x] . & estimé.
ductible, et do fagon précise est le polynfme minimal de xph « In veriu de prop. 9
et son corollaire 1, il s’ensuit que xPh est étale sur k &1 ot seulemwnt si

gh¢ k [XP] , co qui équivaut menifestement & h = o . Cela prouve (il), Bnfin (iii)
résulte oussitSt de la définition et du fait que 1'application x m—sx®° ost wie

spplication bijective do () dens ello-nfwe, commutant & tous lez k-automorphisues
de L
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DEFINTTION 6.~ Soit K umo extension d'un coxps k d'axposent cabectéristigne p .

Un élément x do K oatditmuc:l.elg k p'il existe un eatier n> 0 %ol que

n
x° & k . On dit quo K est wme extension radicielle do k , ai ' tous ceo éléments
v R S S T S ST D T S e

sont radiciels sur k .

’Wml.-ml@wﬂmuhd&mmq&g K ostalgébrigumtcloa.

- un élément x de K est rediciel ei et seulement si il est invariant par tous les

| k-gutomorphismes do KJEntousena,g}_ x et un Slément do X radiciel sur Xk,

et i e ost le plus petit des entiers h +Yols que zpbek,alorslepo.wn&m

o o
minimel do x sur k est X ~a,o0k a=r Sk,

En effet, dire que x est invariant par tous les i-sutomorphismes do 1'extension
algébriquament cloce K de k , revient A dive quo k ool algdbrique sur k of%t que
le nombre do ses conjugués est dgal & 1 , ou encore que son polynSmo minimel n'a
quimne seule racine (§ 6, n° 2, props 3 ot coxr, & ywop. 3). Avec les notations de la
prop. 16, cola signifie donc que ¥ n'a gu'un soul conjugué (prop. 16, (iii)), i.e.
que son polynfme mimimal g n'a qu'une seule racine. Comme cos recines sont simples,
cola signifie que g ost de degré 1 , i.o, do 12 forme X - & , co qui prouve que ¥
eat ds 12 forme XP - a , done on a ® =aCk. Inversement, s'il exiote un entier
n20 tel que Fek » @lors pour tout kesutomorphisme u do K, on &
u(xPn) = xpn f.c. u(:lz)l’n - xr"n , €0 qui impligue wu(x) =x (§ 1, prop. 1, cor. 1)
done x est invariant prer tout k-cutomorphisme de K ., Cele prouve la prouidre assel-
tion dv coroilaire, Four prouver la seconde, on peut suppossr que K est algébrique-~
nent clos (quitie & le remplacer par wme cldiure algébrigue), et il reste & prouver,
avee leo notations de la démonstration qui précide, que :«:Pne k dmplique n=oe .
Or cela résulte évidemment de 1a pawtie (ii) de e prop. 16.
COROLIAIRE 2.~ Une cxtension X d%un corpe k qui est radiciello et gépareble ost

triviale.
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En effet, il revient au mfme de dive que teud élément/d'une oxtension K de k ,
qui. est radiciel et étale sur Ik , ef daws k . Or les notaiions du corollaire 1,
cela signifie que o = 0 , ot xésulte en effct du fait que dans we cl8ture algéhri-
que L) de k , le polyndme x®° - a doit svoir des simples, et qu'il sée
s'dorit d'avtre part scus la forme (x-b)l’e, ot b&E {2  est tel que bpeaa..
WS.-%i@tkm%.Imexten&icnde k , K une sous-extension

.d_;e; K %ollo que K soit radicielle sur Kf , enfin 1L wmme sous-extension de K

slgébrique et séparable sur k. Aloxs L est conterue dans X .

En effet, il est immédiat per définition yue K étant zediciel sur XK' , L est
radiciel sur L NK' , d'auire part il est sépoxeble sur L NE*  (prop. 15) donc
identique & LN K' en vertu du cor, 2, ce qul rrouve gque LT KP .
COROLIAIRE 4.~ Soiecnt k wn corps, K wune extension elgéiwique de k , Ko la forme-

ture séperable de k dans K (prop, 14, cor. 5). Alors K est une extension radi~

wielle do I(o » de fagon plus ?.'éod.u. Ko eat la plue petite sous-extension de K

sur laquelle K soit rediciolle, ot 1a souls souseextension séparable de K sur

laguelle K soit radicielle.

Si p est l'exposant cereciéristigue de k , dire que K eost radiciel sur Ko
signifie en effet que pour tout & K , existe un entier n2>0 el que zpnexo
i.e. tel que xPn soit étale sur k , ce qui résulte de prop. 16 (ii). Seit L ume
sous-oxtension de K telle aue K soit radiciel sur L , slors en vertw du cor. 3
on a KOCL.Sideplus L o8t séparable sur k , i.e. ,LCKO,onmadom
L =K° « Cela prouve lc corollaire.

COROLIAIRE 5.- Soit X une extension radiciclle de degré fini &'un corpe Ik , 4"oxpo-

sant caractéristique p‘Aloraledegréde K sur k oot uvne pulssance de D .«

Par récurrence sur le degré de X sur k ot utilisant la formle de transitivité

des degrés, on est ramené eu cos oi X est une cxtension monogtue k(z) de k , dome
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md@%té@lmda@émmwu x sur k . Comme ce polynfme est
de 1a forme XP° - & en vertu du cor. 1, donc de degré p° , cela prouve le oorollaire.
Remarque 11.~ Au § 11, nous généraliserons la notion d’extension radicielle en la notdion
d'algtbre radicielle sur un annesu, €t donnerons diverses autres caractérisations des
extensions radicielles d'un corps, ainsi qu'une généralisation du cor, 4 ci~dessus au
cas ou. X est une algdbre entidre sur un corps X .

6. Corps parfaits. Cl8ture parfaite d’un corps.

FROPOSTTION 17.- Soit k un corps. Les conditions suivantes sont égquivalentes :

(1) Toute extension de degré fini do k est étale.
(31) Toute algdbre réduite de degxré fini sur k est 6mj \.Q cun Plogu'dy

e (L14(0)
(114) Toute oxtension algébrique de k est séparable.

(iv) Toute algdbre entitre réduite sur k eat séparsble.

(v) Lo cldture algébrique £ de k eni oéparable sur k.

In effet, on a d'abord trivialement lee implications
(iv) == (3ii) === (v)

(1) ==> (1) ,
d'autre part (i) implique (ii) puisque toute algdbre réduite de degré fini sur k esi
isomorphe & un produit fini d'oxiensions de degré fini de k , de sorte quon peut
appliguer la prop. 8 (ii). D'eutre pert (ii) implique (iv) par le critdre de la
prop. 14 (ii). Fofin (v) =—> (iii) puisque toute cxtension algéhrique de k est
isomorphe & une sova-sxtension do Lo .
DEFTNITION 7.~ Cn dit quiun corps k est parfeit s'il satisfait sux conditions équis

velentes de la prop. 17,

Remarque.~ Nous verrons su § 12 que i k o8t un corps poarfait, alors toute algsbre
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réduite sur k (pes nécespairement entidve), en particulier toute extension de Ik
(pas nécessairement algébrique), cet séparablo.

Signalons tout de suite qu'un corps algdbriquement clos est évidemment parfait,
Pour d'autres oxemples, of. coxr, 1 du th. 1 ci-dessous.

PROPOSITION 18w 'Bouteu:tensionalgéhxisue K d'un corps parfail k est un corps
pextait,

n effel, si K' est wne extension algfbrique de K , c’est une extension algé-
brique de k , donc séparable sur k puisque k oot parfeit, donc séparable spur K
en vertu de prop. 15.

On notera que la proposition précédente ne s!étend ras eu cas ou K n'est pas
une extension algébrique de k , of. cor, 2 au th, 1 ci-dessous.

THEOREME 1.~ Soient k m corps, D Bon exposant caractéristique, {2 une extemsion

Wm_mt close de k ., Los conditdons suivantes sont équivalentes :

(1) Le corps k oot parfait.

(i1) %k:kp..

(i4d) Lo corps k oot identigue au corpe dos invarviants du groupe des k-

sutomorphismes de L2

Ia condition (ii) signifie que pour x € {2, 1a rolation ¥ € k impligue
X€ k ; par suite, pour fout entier n=0 , la relation xank implique x €k ,
comue on voit par récurrence sur n . Adnsi (ii) signifie que tout élément de L2
rediciel sur k ost dans k , co qui équiveut & (4ii) en vertu de prop. 16, cor. 1.
D'atlleurs comme la sous-extension kp‘oo de Q fomde des éléments radiciels sur
k eost radicielle sur k , elle mo peut 8tre séparsble sur k que si olle est triviale
(prop. 16, cor. 2), co qui prouve que (1) => (iii). Reste & prouver que (ii) => (i).
Or supposons k = kP , ot soit E une extension de degeé fini de k , prouvons que B
est étale, ou encore que pour tout xEE , le polynlme minimal £ de x sur k
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admet x comme racine simplo (prop. 9, cor. 2), En vertu de § 3, n® 1, pwop. 1, il
suffit pour cela de vérifier que # n'appartient pas & k[XP] , i.e. ne s'éerit
pes sous la forme Zi.aixlp.Orunpo:Lvnam & de cotte forme ne peut 8ire irré~
ductible, car par 1'hypothdse kakp,chaqun 2y a'éerit sous la forme bg,avec-
b€k, dono an @ Eaixip=(2bix1)p.00m £ eot irréductidblo, cela achdve
la démonstration.
COROLEAIRE 1.~ Tout corps de omtémﬁgqu_e mille est parfali. ‘lbutcir_paﬁniest

parfeit. Tout coxps premier est parfait,

Ls premidre assertion résulte trivialement du critdro (ii) ci-dessus. Pour la
deuxidmo, on note que l'application xm->x® de k dens Iui-ubno est injective,
elle o3t bijective sf Xk eat find, ce qui prouve 1'assertion. la dernidre assertion
en résulte, conptet@nwwfait qu'un corps premier est fini ou de
caractéristique nulle (§ 1, n° 1),

COROLLAYRE 2.~ Soit k un corps. les conditions suiventes sont équivelentes :

(1) Ie corps & est de caractéristique mulle.
(31) Toute extension 8¢ k et parfaite. En

(141)  Llextension tyanscendante pure k(X) do k est parrait%
On e (i) => (i) on vertu du théordue 1, puisque toute extension do k est de

caractéristiquo mille ei k 1vest. L'implication (ii) ==> (1ii) ost twiviale, il
reste & prouver que (iii) ==> (1), donc que i k est de carectéristique »> 0 ,
alors k(X) n'est pas paxfait, En effet que X n'est pas dans k(X)P , f.c. ne peut
s'écrive sous 12 formo (£/g)® avec £, g€k[X] , g#0, car autrement on
aurait une identité

£(x)? = x G(X)p v
co qui est impossible, car lo premicr (resp. lo dowxidme) membre ne fait intervenir
que des puissances do X d'exposant congrus & O (resp. & 1) mod p , done 1'épom
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311té ne peut avoir lieu que si les deux mombres sont muls, ce gqui contwedit 1'hypoe
thdse g #0 .
Renarqzw.-onvemm§13.mlamiﬁmwmmmﬁmaémm@tm&

1'existence d'uno extension de type fini non algébriqﬁe qui soit parfaite, en d'autres

termes ¢ si k est do caractéristique mon mulle, alors toute extension de type fini
mnalg’ébriqueestmnparfaite.'cmmnmquemuncorpedebase k de carac~

téristique non mulle (wéme mi k est parfait, ou mfme alpgébriquement clos), les

"corps de fonctions" qui s'intwoduisent le plus fréquemment en Géométrie Algébrigue
sont non parfaits.,

COROLIATRE 3.~ Soient K un corps, (Ki) une famille de sous-corps, k son in-

i€l

tersection. Si les Ki amtgxmu.uwestdem&nde ..

En effet, L2 é&tant une clbture algébrique de K , il suffit de noter que si

-t
les Ki sont atables par 1l'application X iy X do {2 dans luf-mlme, 1) en eat

de mfme de leur intersection.

DEFINITION 8.+ Soit k un corps. Ume extemsion k¢ do k st appeléiune clSture
S coqv Y , :
&te de k si c'eattmo’miami#de k ¢ et si outd scus-ertension—
S oub (ubewel e

parfaite do k' eot identique & k' .

PROPOSITION 19.- Soit k un corpe. Il exiaste une cl8ture paxfaite de k , et dtant

donné deux cl8tures parfsites de k , il existo un wniquo lk~jsomorphisme de 1'une sur
o0

gur 'sutre, Si 0. est upe extension parfeits de k , alors Je sous-extension KP.

formée des x €[ radiciels sur k est une cldture parfaite de k.

Si K eet une sous-crtension perfaite de % , ona K =&° , dono par réourrerce
o 1, ne Eel? sardiot ey fitemint W - C X ; Dhesine pert s attl
évidemment k'P = k' (posent BV P )e done k' est une extension parfaite de
k . C'est donc la plus petite sous-extemsion parfaite do L1 , donc c’est une cli-
ture parfaite de k . Soieni maintepant k' , k" deux cl8tures perfaites de k
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prouvons qu'il existe wn unique keisomorphicme do k'  owr X" , En vertu de § 4,
n® 2, prop. 2 on peub supposer que k' et k" sont des soup-oxtensions d'une méme
extonnion SL de k , qu'on peut d'ailleurs supposer elgébriguement close, done par-
faite. Mais alors k' et k¥ gont identiquec d'aprds ce qui pz'é;:bde. Il reste &
grouver ceulement que tout k-automorphiome u de k' eot l'identité. Or pour %oub
rE k' , il existe un entier nZ 0 tel que anxpne k , donc on auxa u(,x)pn---a :
ive. u(x)"n = xpn , co qui implighe u(x) ==x , done u est bien 1'4dentité. Cela
ach¥ve la démonstration.

Compte temu de la prop. 19, il n'y 2 pas d'inconvénient & identifier canonique-
mont lee diverses cl8tures parfaites du corps Xk , et nous désignerons géndralement
cotte clfture pazfaite par 1e‘eunhozs kP-oo , ob p désigne 1'cxposant carectéris-
tique de Xk . Bien entemdu, si p=1 i.e. k est de caractéristique mulle, on &

kp.oo= k. Notons aussi 1a ceraciérisation suivante des clStwres perfaites :

PROFOSITION 20.~ Scient & un corps, K uno extension de k . Pour quo K go0il une

clfture perfeito do k , il feut ot il suffit qu'clle solt radiciello, ot guo PoVY

toute extenmsion rediciclle k' de k , 11 existo un lk-homomorphisme de kK dems K.

Soit en effet () une extension algébriquement close do K ; alors la premidre
condition exprime que K est contexue dans la sous-keextemsion = il P | 3
1a seconde que toute sous-k-extension radicielle de £ |, ou ancove, le plus grande
cous-ioxtension redicielle ¥ de K , est contenve dsns K (compte temu quiwie
extension radiciclle X' de k , étant algdbwique sur k, est isomorphe & une Sous=
extonsion do L ). Ia conjonction des deux conditions signifie donc que K= W

j.e. que K est we citwre parfaita de Lk .
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7. Cl8ture oéga.rablo d'un corps.

PROPOSITION 21.~ Soit k wun corps. Les conditions suivenies soat équivalentes :

(i) Toute extengion étele de k est triviale.

(i1) Toute extension lgébrique séparable do k est triviale.
(414) Toute algdbre étele sur k est diegonalisable.

(iv) la clbture algébrique ds k est radicielle sur k.
(v) Ia clbture g&“fﬁe de k eost algdbrigusment cloge.
On & évidemment (ii) = (i) ot (idi) => (i), d'autre pert (i) => (ii) puisque

toute extension algébrique adpexavle de k eot réunion de ses sous-extensions étales,
ot (1) => (iii) puisque toute algdbre étale sur Xk est isomorphe au produit d'une
famille finie d'extensions étales. Lféquivalence des conditions (iv) et (v) nésulte
ausgit8t de l= conmstruction de la cl8ture parfoite kp-w de k en termes d'une
clBture algéhrique &2 , (prop. 17). D'autre part (ii) => (iv) en vertu dn corollaire
4 & prop. 16, et (iv) == (i) en vertu du eorfla prop. 16.

‘1' € ey ( (i-)

DEPINITION 9.~ Un corps est dit séparablement clos s :
v&u&ee—de—%

Par cxemple, un corpe algébriquement clos est évidemment séparablement clos,

COROLIATRE, - Soient k un coxrpd, .Q- me extension aéggrablemnt closo de k , K

une extension algébrique séparable de Xk . Alors K oot isomorpho 3 uno sous-cxtension
de L2,

Bn effet, si 2" est une clSture algébrigue de C) , on sait que L' est
rediciolle sur {2 , ot que K est isomorphe & une sous-ozionsion X! de QA" .
En vertu de yrop. 16, cors 3 ona K < L2, co gui prouve notre assertion.
PROPOSITION 22,~ Soient i un corps, K wno extension de %k , () vne extension

E_Ggamblement close de Xk ., Ios conditions suivantss sont dquivalentes :

l' (i) K o8t uno extension algébrique sépareble et un corpe sépareblement clos.
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(81) K est une extenscion algfbrigue sépavable, ot toute extension elgébrigue

séparable k' de k est isomorphe & une sous-extension de K,

(1d4) K est ke~isomorphe & la fermeture algétwique séparable i (prop. 14,

cor. 5) de k damn L.

Les implications (i) => (ii) et (iii) =» (ii) réoultent aussitdt du corollaive
précédent, Il suffit donc de prouver que deux extensions K , ¥' de k satigfaisant
& (i4) sont isomorphes. Or sojent u : K—> K' et u' : X' > X des k-homomorphicnes,
alors wu’ et u'u sont des keendomorphismes de K' resp. X , donc des automor=
phiemes de ces extensions (§ 6, prop. 4), donc uw et u* sont des isomorphismes,
ce qui prouve notre assertion. (N. B, = Il y aurait 1feu, aprdos § 6, prop. 6, de

bd,,.,m'\“' gignaler en corollaire que deux extensions slgébrigues dont chacune est isomorphe &
une sous-cxtension de 1'autre sont fsomerphes).
DEFTNITION 10.~ Une extension K de k , sstisfaisent sux conditions Squivalantes de

la prop. 22, eatam%mclammblede k.

On conclut sussit8t deo cette définition :

COROLIAIRE,~ Soit kX wun corps. 11 existe we cl8iture ﬁyble de k , ot deux cl18=-

tures séparables sont isomorphes. Si . est une exbencion séparablement close de k ,

la sous~-extension ka,femehzreaéiam‘oleda k dans (1 , est une cl8ture sépere-

blede k.,
Par abuc de langage, on désigne souvent par ku une cliture séparable gquelconquo
de k . On fera attention cepandent qu'en général, étent donndes deux cl8tures sépars~ -
bles du corps k , il peut exioter plusieurs k-isomorphismes distincts de 1'une sur
1'autre, en d'antres %termes, le groupe des leautomorphismes de k, n'est pas en génde
ral réduit & 1'élément neutre. Do fagon précise, comme k  est une extension quasi-
galoisienne de Xk , on conclut de prop. 16, cor. 1 et cor. 2, que le groupe des k-
mtamrph:_i.nmsde kn n'est réduit au groups unité que si k, est rediciel s k,
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donc égal 2 k , i.0. si et seulement i k et déjh séparablament ¢los.
FROPOSITION 23.« Soit kX wm corps. Pour que k soit plgébriquement clos, il feut et
DN | 11 suzpu qu'il soit parfait ot eéparablement clos.
I1 est trivial gu'un corps elgébriguement clos est parfait et aéparablement clos,

Inversement, si k est sépareblement clos (1.c. sz clfture algém'ique {L est radi-
cielle swr k ) et parfeit (dome L est sépoveble sur % ), 1l s'ensuit por la
prop. 16, cor. 2 que k= ()L domec que k ost algdbriquement clos,
COROLIATRE,~ Soit k wmn corps. Pour que k soit parfait, il feut et il suffit quo
S sa cldture séparable k, solt algébriguenent cloce,

Si k eot parfeit, il en eat de méus de L, en vertu de prop. 18, donc k est
algébriquencnt clos en vertu de prop. 23. Réciproquement, oi k  est algébriquement
clog i.e. la cl8ture algébmigue de k est une exteasion algébriquement close de Xk :

k est parfaii.

D

:D\‘c‘%;; g
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§ 8. Extensions galoisiemmes et théorie de Galois,

P e

. Extensions galoisiennes.

PROPOSITION 1.~ Soient K un corps, E unme extension olgéurique de K , ¢ le groupe

des K-sutomorphismes de E . les conditions suivantes soni équivelentes :

(1) Ieooz?edcamnmcacdmﬂeatidantigtuo& £

(i1) E est quasi-galoisienno et péparable.

(3i1) Pour tout xE.B , le polynfue minimal de x sur K a ‘toutos ses recines

(dans une cldture algbbrique dormée L) de E ) simples ot contenues dams B .

le condition (ii) équivent & (iii) en vertu du critdre § 6, n° 3, prop. 5 (iv)
(of. commentaires & la védaction), suivent leguel E est quepi-galoisienne si et
genlement i les polynfmes minimsux de ses élémants ont toutes leurs racines dems 5,
et éu critdro § 7, n° 3, prop. 11 (iii), suivent lequel E est séparable sur K
si. et seulement o4 ces racines sont toutes simples, Montrons que (i) impligue (iii).
En offet, soit xEE et soient x, (1£15n) lee éidnents distinets de 1'ensemble
des conjugués de x contenus davs E . Tout E-automorphisme u de E permmte
entre eux les x, , donc le polynbme ¢g(X) = 13:1;1 (x—zi)EE[:’J est invarient
par G , i.e. ses coofficients sont invariants par G , donc en vertu de 1thypothése
(1) appartictnent & K , Comme g{x) =0, g est un multiple du polynSme minimel =
o x our X (§3, th, 1), ce qui montre que £ a toutes ses recinea simples et
contemmes dens E . Prouvons enfin que (iii) impligue (i). Soit en effet = un élément
de E pon dams K ; commo le polynfme minimel £ de x sur K 2 toules ses racines
simples ot conterues dans E , ot qu'il est de degré > 1, il s'unsuil qulil existe
au moins vn Glément y de E conjugué de x et distinct de =x= , Conme nous
savons 4634 que E est une extension quesi-galoisiemns de X , done que tout K=
automorphisme de L2 induit wm Kesubomorphisme de B , il s’ensuli qu’il existe un

WEG tol quo ulxz) =y , ce qui prouve que le corps des inverients de ¢ dans B
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est réduit & K , ot achdve la démonmsiration de la proposition.

GOROLLAIRE,~ Supposons que E soit de degxé fini n suwr K , of soit G le groupe

des Keautomorphismes de E.Ahmlﬂmdiﬁmgécédmteséquivalmta\mnéla

condition :

(iv) Ona caxd(6) ==n (ou seulement : card(c) = n ).

BEn effet, en vertu de § 7, poop. 7, dire que E ot séparable (i.s. ici étala)
sur K revient A dirve ou'il y & ezactement n K~homomorphismes do 2 dems LA
et dire que E est quasie-galoisienme Pevient & dire quo ces Kehomomorphismes sout
an fait des E~sutomorphismes de B , dfod 1'équivelence de (i) et (iv).

DEFINITION 1.~ Soient K un corps, B une extension de K . On dit gue E est galoi-
- LImIEe

siemne si elle est quasi-galoisienne ot séparable, clest-d~dire si olle satisfait les

conditions dquivalentes de 1o prop. 1, le &roupa des FReautomorphismes de B s'gggsllo

alors le groupe do Galgia de E,(oulegmupadecaloisde E sur K , 8i une anbi-
e BRI ST A TS oy snI

guité est & craindre sur le corps de base). I1 sera notd Gal(®B/X) ,

PROFOSITION 2.~ Soit E wne extension d'un corps X , K' ure sous-extension de E .

Si E est galolsienne sur K , olle est galoisicmne sur K' , at Gal(EB/E') est un

sous-groups de Gal(E/K) .
la premidre ssseriion vésulte de la définition et des ascertions amalogues rele-

tives aux extensione quasim-galoisiexmes resp. séperebles (§ 6, n° 3, prop. 10 =
of. "commentaires" - ot § 7, n° 3, prop. 14). Le fait que Gel(B/X*) ecit alore un
sous-groupe de Gel(E/K) est trivial sur les définitions.

COROLIATRE 1.= Sous les copditions de la prop. 2, soit v & Cel(E/K) , alors le groupe

de Gelois de B mx u(K') est lo conjugué par u du groupc de Gelois de B sur Kf:

ca1(B/u(k)) = v Gal(B/K) v~ .
Clest évident par transport de atructure.
COROLIAIRE 2.- Sous les conditions de la prop. 2, pour que K" eoil une extencion ga-
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loioienne de K , il faut ot il suffit que le sous-groupe Gel(B/K') do Gel(E/K) soit

un S0uS-groupe dist:.ngxé de ce dernier. Dens ce cas, 1'homomorphisme uu—aulK' _q_g

Gal(B/K) dans Gal(X'/K) est surjectif de moyeu Gal(3Z/K') , donc fournit un isomor-

_ghim canonique

cal(k'/K) o2 car(B/K)/cel(B/K*) .
la premidre assertion résulte aussitSt du corollaire ¢, Lorsgue K' est galoi-

sienne, tout Kesubtomorphisme de E induwit bien un Feautomorphisme de X' , et d'autre
part tout K-automorphiome de XK' peut so prolonger en un K-aviomorphisme de E
(§ 6, n° 3), ce qui prouve la deuxidme assertion,

N. B, ~ Lo rédactour s'aspercoit qu’il serait commode de dispozer de la terminologie
"eroupe de Galois' également dans le eas quesi-galoisien, et qu'il serait commode de
dooner également dans ce cas le proposition 2 et les deux corcllaires précédents, de
neture purement soritale. Y1 laisse au rédacteur définitif le petit résjustage & faire
an § 6, n° 3,

On dit qu'une eztenaion E d'un corps K est abélienme si 2lle est galoisienne
ot Bi son groupe do Galois est abéllen. On déduit donc de la proposition 2 de son A
corollaire 2 : |
COROLIAIRE 3.~ Soit E une extension d'un corps K , X' une sous-ontension de B .

Si E est abélienne, il en est de méme de X' , et E est ablliemme sur K7,

PROPOSITION 3.~ Soient K wun corps, (2. wno extemsion de K, (Ew')igl mo femille

de sous-extonsions de (2 . Si les Bi sbntgaloisiennes, il en cot de méme de leur

intersection, et de l'extension engendrée par les Ei »

Cela vésulto des énoncés anslogues concexmant les extensions gquasi-galoisiennes
Tesp, los extensions entidres sépavebles, (§ 6, n® 3, prop. 7 = cf. commentaires -
et § 7, prop. 13 (i) et (iii)).

COROLIATRE 1.~ Soient K un corps, £). une extension algébriguement close do K,
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S une partic de 3 et E la sous-sxtension guasi-gnloisienne de £ engendxde

por 8 (§3, »° 3). Alors E est galoisiamno si et soulement i los Elémonts do S

soat ségamblos sur K.

Fn effet, 8i G est lo gwoupe des Ke-sutomorphismes de {2 , E est l'extension
engendrée per le réumion T des ulS) , pour u€ G . Come cotte extonsion est quasi-
geloimienne, il reste & prouver quielle est séparable, ce qui revient a dive que les
&1éments da T sont sépavebles sur K (§ 7, n® 3, prop. 11), Comme un élément ¥
conjugué d'vn S1ément x algébwiguo swr K est dvidemment séparable sur K si et
seulement ai x 1'est, la condition obtemue équivaut sussi & dive que les éléments de:

S sont séparsbles sur X , ce gui prouve notre affirmation.
COROLIATRE 2. Soit (£,), e, ume femille do polynSmes sépavsbles do kx] (87, 2,

aéf, 4), A 1'ensemble de leurs racines dens 1°extension algébriguement close 2 de

K, alors K(A) est une extension galoisicmne de X .

F. B, - On peut, i on le juge bon, recopior ici le laius de 1'édition actuelle
fin de'§ 10, n° 3, rage 149, Lo rédacteur n'y tient pas particulidrement, I1 propose
aussi de leiseer tomber le corollaire quune extensien composée d'extensions abdliexnes
eat ebéliemne (quion peut néenmoins, 83 on y tient, rajouter en un corcllaire 3 icd-
mdme).

Tlféﬂiil‘ﬂmh-m K un corps, L2 une extensionde X, E ot K' deux soue~

extensions de $) , ®' = K'(E) 1'extension composée et L =ENK' . Suprosons B

galoisiomne sur K . Alows B ost galoisiorme sur K* , of K' of E somt linéai-

rement disjointes sur L . De plus, tout Klegutomozrphicne de BY induit un I=

automorplrieme de E , et 1'homomorphisme de resixiction u M r_! % ainsi obtenk est

un isoporphisme
eai(Er /&) =5 cei(B/n) .

COROLIATRE {.- Pour touite sous-extension ¥° de le K'=gxtenaion E' , posant
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F=F'nE,ona F =k(F). |

En effet, en vertu de prop. 2 E' est galoisieme sur F' , et son groupe de
Gelois sur F' est un sous-groupe H' du groupe do Galois Gal(E!/K') . Soit H
1'impge do H' per 1'isomorphisme Gel(B'/¥') —> Gal(E/L) du th. 1, alors le corps
dos invarisnte de H n'eot autre que F =EN F* , compte temn que F' et le corps
dos invarisnts de H' . Identifient alors, grfice su th. 1, X'(E) & E&®K' et les
opérations de H' sux opérations u @, id, (neE) , on constato aussitdt que 1%en=
gamble des invaxiants de H' n'eat autre que F®KK' ; co qui signifie sussi quo
P =Kk (F) .

Le Cozollaire mo se généralise pas su cas ot E et K' sont deux exiens=
*  gions lindairvemont disjointes de K , mais ol on ne suppose pas E galoi~-

siemne (exerc. soe)e

COROLIAIRE 2,~ Solent E1 _93 Ea deux extensions galoisienmes d'un coxps K , telles

que BN 5, =K, Alors B ot B, sont linfaizoment disjointes, BE=K(E NE) est

- — ———

upe extension galoisienne de K , ot 1'homomorphisme w m— (w|E ,u|B,) induit

un isomorphismo de groupe
Gal(E/K) 2> cai(E,/K) x Gel(E,/K) .

On sait par le th, 1 que E1 et 132 sont lipfairement disjointes, par la prop. J
que E ost galoisienmns, et il est immédiet que 1®homomorphisme envisagé dana le cox. 2
est injectif. Pour prouver qu'il est surjectif, il suffit de noter que, p:isque 81
et E, sont linéairenent disjointes, B s'identifie & 1'algilre E, ® x B o et si
w, (vesp. w, ) est un K-sutomorphisme de E (vesp. E, ) alors u= u, ® u,
oot wa Keeutomorphisme de E1®KE2 indudsant w, et w, sur les deux sous-
algtbres E, ot R .
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2, g_g_puoe.ﬁ.on sux extensions Ws.

N. B, = Ce n° pourreit 8ivre mis en petits caractdrec ; il ne resservira pas dans

la suite du livre.

PROFOSITION 4.- Soient K wm corps, E une extension guasi;galoisiemne de X, B
la fmehmgé_pambleide X dans E (§ 7, prop. 14, coz. 5), £ lo corps des invae

riants Gu groupe Gel(B/K) des K-gutomorphismes do 2 . Alors :

(1) E, est la plus grando sous-extension redicielle de E .

(11) E est une extension galoisienno de X, linéeivement disjointe do E, ,

et E =K(E°UE1) » donc 1'homomorphisme canonigue E°® g —> B est un isomorphisme,
(441) E ‘est wie extension galoicienne de E, , et l'application de restriction
Gal(8/E, ) = Cal(8/K) —> Gal(E /K) est m isomorphisme.
Soit L1 une cifture algébrique de B , Comme tout K-automorphisme de E se

px'olongf; en un K~automorphisme de L) , et que par 1%hypothdse quasi-galoisienne sur
E, E oot stablo par los K-automorphismes do C , B n'est autve quo 1'intersec-
tion de E avec le corps des invariants du groupe des K-outomorphiemes de {1 , et
1'essertion (i) résulte done de § 7, prep. 16, cor. 1, D'autre pert, ona E NE =K,
car Eo NE; est une extension séparable et radicielle de X , donc ixriviale en vertu
de § 7, rrop. 16, cor. 2. Diautre part, comme E est stable par les Ke-automorphismes
de SL , il en est évidemment do méme de Eo » qui. est donc une extennion quasie
gnloisiemme de K , et comme elle est séparable, elle est galoisiemne. Il nésulie

alors du th. 1 que E ot E, sont linéairement disjointes sur K . D'autre part,

en vertu de § 7, “ovop. 16, cor. 3, E est rediciel sur B , done ses 6ldments
sont invariants yor les E -mubomorphismes de E (§ 7, prop. 16, cox. 1), d'od on con-
clut auseii8t que tout Keeutomorphicme de Eo se yprolonge de fagen unique en un E=
sutomorphisme de E ; il est trivial dailloura par définition que E est ume exten=

sion galoisierme de E, . ce qui établit (iii). Soit enfin E! = Et(Eo) , alors en
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vertu de th, 1 E' esl une extension galoisicmie de E1 ot 1'application de resiric~
tion sal(E'/E1)-.~.. Gal(Eo/K) et un isomorphisme. Comme il on est de mlme, per (iid),
de 1'epplication composée des applications de resizicilon (hl(E/E1) — Gal(E? /Ei) it
- Gal(Eo/K) , on voit que 1’application de restriction Gal(E/E,) —> Gel(B'/E,) est
i isomorphisme, co qui signifie en vertw de prop. 2 cor. 2 que Gal(E/E') eet le
groupo unité, de sorte que E est une extension galoisiemne de Ef dont lo groupe de
Galois em% lo groupe umité, done B est umo extension radicielle et séparable et par
suite triviale de E (4§ 7, prope 16, cor. 1 et cox. 2). Donc E = E' , co qui prouve
(ii) et achdve de prouver la proposition.

on conclut de 1a partie (1) de la proposition qui précddc wno généralisation
partielle du th. 1 au cas des extensions quasi-galoisiennes :
COROLLAYRE 1.~ Soient X un corps, Q2 une extonsion de K, E et K! deoux sSouse

oxtonsions do L , Ef =X'(B) 1'extension couposde et L=ENEK .S5i E estune

extension guasi-galoisiomno de K, E' est une extemsion quasimgaloisienne de K' ,

et 1’homomorphisne do restriction wm— u|E do Cal(E'/K') dens Cal(B/L) est v

isomorphisme.

On sait déjd que B' esi une exiension quesi-goloisiemne de XK' et que E est
wne extension quasi-galolsieme de L (§ 6, n° 3) ; domc c’est une extension galoi=
sienno d'une cxtension rediciello B, de L . Soit B} = ke(8,) , elors Ef est une
extension redicielle de K' , car angendrée par les élémants de E, , qui =ont radiciels
sur L ., donc sux K' qui contient L , D'ailleurs E{N E est wne sous-l—extension
redicielle de B , donc par consiruciion de E, est contemue dans E, , dome égale
& E, . Appliquons maintenant le th. 1 sux extensions I ot E! de E, . On trouve
que E' est une extemzion galoisicnne de E; » ot qua 1'homomorphisme de restriction

Gel(E*/E}) —> Gel(B/E,) est un isomozphismo. Or comme (vesp. E} ) est unme

oxtension radicielle de L (resp. X' ), les groupes puééédwta ne sont auitves que les
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groupes  Gal(E/L) et Gai(Et/X') et 1'homomorphisme envisagé 1'homomorphisne de Tesw
triction envicagé dans le corollaire 1. Cela prouve le corollaire 1, De plus :

COROLLAIRE 2.~ Sous les conditions du coroliaire 1, soit B (vesp. E, ) la plus grande

sous-I~extension séparsble (resp. radiciclle) de E , ot soient de miue EI (B}) la

plus grende sous-sxtension séparable (resp. redicielle) de E' sur K' . Alorsona

El=x(E), Bf =K(8}) , B ot K' sont linfairement disjoints suc L, et E et

E; sont Linairement disjoints sux E, . Pour que E ot X' poient lindeivement

disjoints sux L , i.e. pour que 1'homomorphisme canonique E@LK"-—>E' soit wa

- -——

isomorphisme, il fout of il suffit que B‘ et K' soient Lirdairement disjoints sur L.

Ia reletion B = K'(E1) & G638 %6 prouvde dans la démonstration du corollaire 1,
pour prouver le relation B! n_'K' (Eo) s on mote que K*(B)) est une sous-extension de
E' péparable sur K' (§ 7, prop. 14, cor. 3) et que BE' est radiciclle sur K‘(Eo) Y
car engendrée pex B dont les éiéments sont radiciels sur B dono sur K () « En
vertu de § 7, mwop. 16, cor. 3, cela montre que K'(Bo) = B} + Comme on 2 évidemment
Eoﬁ K =1 puisqgue ENK' =L , on conclut par le th. 1 qua Eo et K sont
Lindairement disjoints sur L . Dlailleurs le mdme th. 1 appliqué aux extensions E
ot Eg de E prouve qus E et E% sont lindsirement disjointa sur B, » On en con=
clut que 1’homomorphisme canonique E@K' —>E' gtidentifie & 1'homomorphisme déduit,
par changement du coxps de base 81—=> E , de 1'homomorphisme canonigue
E, GLK' —~> B} . Donc le premier est un isomorphisme si ot seulement ai leo deuxidme
1%est, co qui achdve la démomstration du covollaire 2,
Remarques~ Nous verrons au § 12, avec le critdre de I;!ac-L:ma, quiune extension sépars-
ble d'un corps eet lindairement disjointe de toute extension radicieilo de co COXps.
Comme, awvec les notations du cor. 2, la'1 est une extension radicielle de L , il
stensuit que i K' cel une extension séperable de L, E, et K' sont lindaivement

disjoints sur L of par suite B et K' sont linéaivement disjoints sur L .



- 51 - n® 457

3. la théorie de Galois : classification des sous-cxtensions d'une exiension galoisienne

finie.

méonim 2.~ Soient E un corps, G un sous=groupe du groups des automorpnismes de B,

K le corps des invariants de G . Pour que E soit de degré fini sur K , il faut et

1) suffit que G soit fini. Dans ce cas, E est une extonsion galoisienne de K , G

eat son groupe de Galois, etledeg.:éde E sur X eetégglb.l'ozﬂrede G .

Si B est une extension de degrd fini n de K , c’est une extenmsion aigébrique,
et i1l résulie immédiatement de la définition qu'elle est galoisienne., De plus, en vertu
de App, 5.5 le groupe de tous les K-automorphismes de E & su plus n é1léunents, a
fortiori 1'ordre de G e3%t au plus 2 ., Il resto & démonirer que si G cot d'ordre
£ini m , alors E est de degeé fini sur K et [E:X] < m . Or c’est un cas perti-
culier du théordme d*Artin (§ 6, n® 4, th. 1).

THROREME 3.~ Soient E une extension galoisiomno de degré fini d'wn corps K, G som

groupe de Calois, R 1!enpenble des sous-extensions de E , 9 1'onsenble des SoUDw

groupee de G.?mzrtoutaoua-gro% H _q._g G , soit E(E) le corps des Invariants

de H, et pour toute sous-extension ¥ do E , soit &(F) son groupe de Galois, qui

est donc un oous-groupe de G (prop. 2). On obtient ainsi deux applications :

E:q—sk ot E:J(-—ba .

Ces applications sont bijectives, et inverses 1'ne de 1'autre. Pour tout couple (,F) ,

avec B€G ot F=k(H) ,oma:
(H:e] = [B:F] - (e:E] = (k] .

En effet, le fait que k og soit 1'application identigue n'est sutre que la
prop. 2, et le fait quo gO k so0it 1'application identique est un cas particulier du
¥he 2. Ie formule | H:e] = (B:F] est un cas particulier de th. 2 , en particulier

(G:e] = [E:K]; la deuxidme formule en résulte compte temu des relations
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[B:F) [F:x) = [(B:k] et (G:H] [H:e] = (G:e] .
COROLLAIRE 1.~ Ordonnons q ot FC par inclusion. Alove les applications k et g

sont strictement décroissantes. Si (?1) sep oot une famille do souswertensions de E,

F leur intersection, alors Gal(E/F) = g(¥) est lo scus-groupe do G engendré par
les Gal(8/F,) = g(F,) .

I est trivial que kx et g sont décroissentes, d'ol il résulle aussitdt qu'elles
sont strictement ddcroiscantes, compte teru qu'elle cont inverses 1'une de l'auire. Pai
suite, chacune de ces applications induit wu isomorphisme de 1°ensemble ordonné source
avec l'ensemble but, mmni de la structure d'ordre opposée de sa structure d'ordre envi-
segée dans le corollaire 1. Cela implique que chacune de ces applications échange entre
elles lcs opérations Inf et Sup , d'ol en perticulier 12 darni¥re assertion du
corollaire,

COROLIAIREZ.-.S_O_::L_E b1 tmaouamde G « Pour que le corpe des invariants F

g_e' H s0it uno extenaion galoisiemme de X , il faut et il suffit que H goit distin-

-
Cela résulto aussit8t du th, 1 et de prop. 2, cor. 2.

CORQOLIAIRE 3.~ Soiont E‘1 ot E‘a deux sous-cxiensions de E, H et K, leurs

groupes de Gelois. Pour que F, ot ¥, soient lindairement disjointes, il faut et il

suffit qu'on ait
fem nE,] = [em]lem] .
En offot, F = K(I-‘1 v Fa) , cette relation équivaut &
[zx) = (7] (k] ,

aui est wn critdre de disjorction lindaire (§ 2, prop. 4).

COROLIATRE 4.~ Soit E une extension galoisiemne de degré fini d'un corps N , G

H

groupe de Galois, G, ot C, deur sous-groupes de G, E, (resp. EZ-‘) ie corps des

invariants de G (vesp. ). Les conditions sulventes sont Squivalentes :
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(3) na 6, NG =(a) of 6.6 =G,

(1 bis) Tout lément de G peut s'éorive, de fagon unique, sous la forme g8, »
avee g, GG,‘ » B&EG; .
(Lter) Ona gNG=() st [0:,nc]) = Le:e,1Ce:0,] ©

(41) Los extensions E, ot E, sont lindaivement disjointes ot engendrent E ,

i.e. 1'homomorpirisms naturel
B ®yE, —>E
est un isomcrphisme.
Lt équivalence des conditions (i) (1 bis) (i ter) est une question de puve théorie

des groupes, et a été vue (?) au Chap, I. En vertu du tas 3, G NG, = (e) éauiveut

3 K(B, UE) =B, donc 1'équivalenco de (i ter) et de (ii) résulie du corollaire 3,
Notons qu'il »ésulie du cor. 4 et du cor. 2 gue, pour que G, soil invaviant dans

¢ et qua G s0it le prodult semi-direst de G‘ ot Gz » i1 faut et il suffit que

la condition (ii) soit satisfeite et que de plus E, =oit wno oxtension galoisiemme de

K . Plus particulidrement, on obtient :

COROLLAIRE 5.~ Avec les notations du corollaire 4-,. powr que G eoilb ie produit direct

des sous-groupes G, of Gz.ilfmtetilsufﬁtqw B, et E, szoient deux sous-

extensions guoisiemea de E engendrant B , of gue leur intersection solt X (ce qui

implique déja gufelles sont lindeirenent disjointes, donc gue 1'homomorphisme canonigue
E, ®K E,—>E est wn isomorphiane).

PROPOSITION 5.~ Soient K un ocorps, E une oxtension ftelede X, n son degré,

Alorsilyaau;ﬂna 2% sous-exbensions de B .

En effet, soit E' 1'extension quasi-galoisiemie cngendrée par 'E dens une clé=
ture algétrique L de E , alors E' est geloisienne (prop. 3, cox. 1) ; soit G

son groupe do Gelois, et H le groupe de Galois de E' sur E . En vortu du th, 3 et
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de son cor, 1, 11 y & wne correspondence | voque entre l'ensemble des sous—extensions
de E , et 1l'ensemble des sous-groupes de ; contenant H . Ce dernier ensemble est en
corvespondance biunivogue avec un sous-ensemble de 1'ensemble des partics de G/H .
Comme caxd G/H =n (th. 1), 12 prop. 5 en 2éeulte,

N, B, ~ La prop, 5 me semble bonne pour 8tre mise en cxercice. 1 serait camles
resque en Pous cas de la dommer sans la précision du 2%, cox pour ce qui concerne
la soule assertion de finitude, elle est pratiquement twiviale sans thiorie de Galois,
ot vraie pour 1'ensemble des sous-algtbrea d'une algbbre étale : on est ed effet ramemé
au cas d'une algdbre disgonalisable par extension de 1z base, et dens ce o088 on rogorde
(1es sous-algbbres correspondent alors biunivoguement sux relations d'éguivelence sur
wn ensemble 2 n dléments).

4. Mgdbres geloiscienncs sur un CorpsSs

Le préeent n° et le suivant sortindépendants de lo théorie de Galois (n° 3).

Soit X un corps, ot G un groupes Dans le rrésent numéro, nous étudions cer-
taines structures A de 1'esploe suivante : A ceot uwne le-algdbbre commtative de
degré fini, sur lequel G opdve par automorphiemes de I=algdbre, Nous sevons (Apg. 3)
qu'il ¥y & une corresponisnce biunivoque csnonicue entre l'ensemble des idéawx meximaux
de A et 1'ensemble deos facteurs indécomposebles (ou encore, locaux) de A . En vertu
de App. 5, A sg'identifie canoniguement & un produit fini d'algdbres B & groupe
opérateurs G , tel que pour chagque Bi ¢ G opdre transitivement sur 1'ensemble des
idéeux meximeux de B, . De plus, si A # 0 , pour que ce produit scit »éduit & un
gseul facteur, i.e. pour que G opdre tremsitivement sur 1'ensemble des idéaux maximaux
de A , 41 faut et 11 suffit que A soit isomorphe, comme algdbre & opdrateurs, a une
2lgtbre do la forme noma(c_,ao) pod A oot une Leelgibro do degrd fini locale sur

laguelle opdre un sous-groupe H de G ; de fagon précise, on peut alors prendre
powx Ao un quelconque des facteurs locsux de A , qui est un quotient de A , et pour
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H son stebilisateur, ou co qui wovient au mdmo, lo stabiliseteur de 1'idéal meximal
correspondent. Bien entendu, sous ces conditions A est réduvit i et seulement si Ao
17est, i.e. si ot seulement si A est un corps. Notons également que, si L) aésigne
we extension algébriguement close de k , alors l'application uM—> Ker u de 1'ensem-
ble P(A) =non5‘_alg(A,Q) des homomorphismes de k-slgdbres de A dans Q. , dans
1'ensemble dos idésux premiers (c!ested~dire maximsux) de A , eot surjective, et commts
o opérations de G définmies par trenaport de structure. Por suite si G opdre tron-
sitivement sur P(A) , il opire transitivement sur 1'ensemble des idéaux maximeux de
A , et on peut par suite appliguer les remarques qui précddent.
PROPOSITION 6.- Soient k up corps, G mm groups fini, A une k-elgdbre & groupe

E’_@émteurs. les condi’d.ons suivantes sont ég‘uivalemtes s

(1) 4 eet diagonaliseble, et G opdre do facon simplement transitive sur 1'ens
scuble Hom, _algu.k) 3
(14) A est isomorphe, commo algdire & groupe d'opérateurs, 3 1'algdbre k(@) du

groupe G , & coefficients dens Ik , sur laguelle G opd®e per iramsletions & geuche,

i.e. 1'a)gbbre des fonciions ¢§ : G—>k , sur lagueile G opdre par

(@) x) = ) .
En effet, on sait que 1'ensemble dos homomorphismes dans k do 1'algdbre kI des
applications de 1'ensemble fini I danms Xk est en correapondance biunivoque avec I

par l'application qui, & tout 1€ I , associe 1l'application P $(1) de kI dans

% (App. 5.4). Cotte bijection est évidemment compatible avec toute bijection do I
sur Ini-mfme, induisent un automorghisme de k- par transport ds struoture. Ceci montre
aussitdt que (1) éawivavt (ii).

DEFINITION 2.~ Une k-algdbre A & groupe dlopérateurs fini G ot dite galoisiemme

triviale si olle maidafeit sux conditions équivalentes de prop. 6. Ello est dite galoi=
[ S5 == ———
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siemne ei 1'algdbre & groupe d'opérateurs G , déduite par extonsion des scalsires de
————— o Las —

k & une cléturo algébrigue Qo de k , est galoisiemme triviale,

Evidemment, coette condition ne dépend pas de la cliture elgébrique choisie, en
vertu du théordme do Steinitz. On peut mlmeo, dans cette définition, remplecer la cld-
ture algéhrique par n'importe guelle extenmion algébriquement cloce [2' de k : en
effet, on pout supposer S2 = Q' | ot i1 suffit de prendre la fomme (i) de 1o Aéfie
nition des algdbres galoisiennes triviales.

COROLLAIRE = _Sg_:_L_e_mi A , A' deux k-algdbres & groupe d'opérateurs G galoisicnnes.

Tout homomorphisme u d“@bresde A dens A" commient sux opSrations de G est

wn isomoxphisme. Si ¢ : A —> L) est un k-homomorphicme de A daus une extension

Ly de k, u estm_igumtdétmﬂ.né_parlacom&issancede Eu"ll 1 A - ),

On pout supposer évidemment que $2  est algdbriquement close, muis (awitte &
faire 1e changement de corps de base k ) que k= (0 . Alors le corollaire devient
évident.

PROPOSITION T.= Soit k un COTESs G wn groupe fini, A une k-algdbre &%

d’opératewrs G .

(1) Soient k' uno extensionde k , A! =A @k k lo k'-slgdbve & groupe

d'opérateurs G déduite de A par changement do corps de baso. Si 4 esh galoisieme

(resp. geloisieme triviale), il en est do mlwo do A° . Si A' et goloisiemme, A

est glom«ma

(i1) Soit u: G —> ¢ un homomorphisme de ¢ dans un groupe find @' . Si A

est galoisionme, 1'algdbre A' & groupe d’opérateuxrs ' induwite, A' = HomG(G' )5

est galoiuicnne, Réciproguement, 3L u est injectif et si A' oot paloisicome, A

est galoisienne.
(141) Soit H n groupe fini, B wme k-algdbre & groupe d'opématewrs H . Si A
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st B sont des algdbres 3 opérateurs _galoisiernes (vesp. gal. trivisles), il en est de

méme de 1'algdbre A ®k B & groupe d'opératours G x H . Lo foncteur (A,B) Mnek B,
de 1a catégoric produit des caﬁégrlea des k-algblres galoisiennes & groupe d'opéra-
tours G (resp. H ), dans la catégoric des k-algdbres galoisiennes & groupe d'oplra~

teurs G X H , ost une éguivalence de catégorics.

Ia precddro sssertion do (i), les assertions (i), et la premidwo assertion de

(iii), so reminent oussitdt, compte temm des définitions, su cas dos algdbres galoi=
siermes triviales, ol le vérification est itriviale ot laissée au lectsur, Lo deuxidme
essertion dans (ii), vésulte aussitbt de la remsrque feite oprds le @47, 2. Reste &
prouver i dernidre sssertion daps (iii). Pour ceci, nous allons exhiber un fonctour
quasi-inverse ¥ du fonotour envisagdé £ : cfest colui qui mssocic & llalgdbre C
& groupe d'cpérateurs GX H, lecouple A , B avec

A = Hom, xn(c,c) L, B EomeH(B,C) -
On définit de fagon évidente des homomorphismbs :

¥ — id id —> ¢
ot il reste & wérifier gue ce sont des isomorphismes. C*est trivial pour le premier
(trensitivité de 1'opération d'induction), pour le secord on est ramené au cas ol le
corpe de base est algébriquement clos, donc au ¢as des algbbren goloisicnncs triviales,
ou clest Sgalement trivial.

N. B. - I1 faui certainement gaxder la pertio (ii) de prop. 7, qui donne 1a loi
fonctoriells do g (x,8) por rapport & G . Quant & le partie (iii), qui servira &
montrer que le foncteur G m->111 (%,G) commute eux produits, on pout éventuellement
1a xejeter cn exercice ; de toutes fecons, on retwouverait ce »suliat au n® 6, gréce
& 1'interprétation de ' (k,G) en temmes du groupe fondemental de I . Mein cela
obligerait & rejetor & ce n® (et subordomer & des conzidérations topologiques) im
structure de groupe sux i (k,G6) lovmaue G est abélien, cz qui somble peu maturel.
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Bien entendu, il fout avoir fait au Chap, I les opérations induites dans le cas d'wn
homomorphieme quelconque G —> G' de groupes, pas seulement 1'inclusion d'un sous-
groupe comme dans App. n° 5, ok on avait en wue des phénomines spéeisux su cas d'une
telle inclusiocn.
Ramarques,- &) Ia partie (1) de prop. 7 implique on perticulier qufune algbbre &
opératours geloisienne triviale est biem galoisienne, co qui justifie la terminologie.
I1 est Svident d'sutre pert que deux algdbbres & opérateurs geloisiennes twivieles,
relatives au mfme groupe G , sont G-isomorphes.

b) On voit aussitdt, par réduction su cao galoicion trivial, que si A est une k-
algdbre & groupe d'opéretours G qui est quasiegeloisienne, alors G opdre fiddlement
sur A etone:

{ax) = [6:0] &

PROFOSITION 8.- Soient Lk un corps, L1 uns extension algébriquement close de k ,

¢ un groupe fini, A une kp?_l_aéhre commtative & groupe d’opérateurs G . Les cone

ditions suivantes sont égquivalentes :

(1) A est une algdbre & opérateurs galoisienne.
(11) A est uno kealgdbre étale, et G opdre de facon mimpleuent transitive

sur 1'ensemble P(A) = me:-a].g“’ L)

(i4i) Il existe une extension galoisiemme finie X de ¥ , w1 sousegroupe H de

G , ot un isomorphisme de H sur le groupe Gal(K/k) , tels que A soit isomorphe,

comme algdbre & groupe d'opérateurs G , & 1'elgdbwe induite Honﬁ((}ax) .

Ces conditions impliquent A # O , done 1lexistence d'un corps mésiducl de A

Lorsqu'on s’est donné un coxps résiduel k = A/m de A , et quion désigne par E 1o

souz-groupe de G stabilissteur de K , leo conditions préeédentes équivalent ausei &

la condition suivante :
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(4v) A est réduit, G opire tramsitivement sur 1'ensemble des idéaux meximmux

;i._e_ " i eetuneeatensiong&oipimde k ot l'agpyoationcamﬁq_g._g
B = Gal(k/k) est un isomorphisme.
Dire que A o8t une algdbre étale signifie que A@kﬁ est une (L ~algdbve
disgonalisable, donc (ii) signifie que A ®. Q0 et galoiaienno triviale, ce qui
Squivaut & (i) comme on a observé aprds la définition 2, Ces conditions impliquent

manifestement que A est non mille. L'équivalence de (iii) e% (iv) résulie sussitbs
des remarques préliminaires 4 la prop. 5. D'autre part (iii) ==> (ii) , car en vertu
de prop. 7 (ii) on est ramené & prouver qu'une extemsion galoisieme K de k , de
degré fini, de groupo de Galols G , est uno algdbre & opérateurs galoisienne, pour les
opérations naturelles de G sur K , co qui se voit en effet trivialement sur 1a CoRe
dition (ii). Enfin, prouvons (i) == (iv). On sait d63d, moyermant (i), que A est
réduit, of que G opdre transitivement sur 1'epsemble des iddsux merimeur de A .
Cels implique déj2 que A est isomorphe, comme algdbre & groupe d‘opdratours G o 8
1'algdbre induite Hom (G,K) , et compte temu de prop, 7 (ii), on seit que X est wme
algdbre & groupe d’opérateurs H galoisienne. Cela implique que E opdre fiddlement
sur K , ot que son ordre est €gal audegré n de X swr k, en verin de la remarqus
ci-desscus, done que K ost une extension galoisiemne de k ot que 0 Gal(B/A) ezt
vn isomorphisme, gréte su coxr, & la mrop, 1.

On conclut de ce qui précide :
COROLLAIRE,~ Soient k wun corps, K une extension de dogré fini do k . Ies conditions

sulvantes sont équivalentes :

(1) K est une extemsion galoisienne de I (ass, 1),

(i1) Il exiote un . groupe £ini G et wne structure d'algdbre & groupe dopérateure

G sur X, compatiblo avec la stxucture d’algdbro dSjh domnée sur X , tels que K

colt une algtbre & opérateurs galoisicmne (ase, 2).
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(iiz) Désignent par L lo groupe des l-automorphicmes de X , ot munissant X

de sa structure naturelle d'algdbre & groupe d'opératewrs G , K devieni une nlgbbre

& oprateurs geloisienne (déf. 2).

De plus, si ces conditions sont vérifides, alors avec les noteticne de (id) ot

(1ii), 1*homomorphisme G —» L' , définimsant les opérations de G sur X , est un

sscmorphieno,

En d'autres termes, la torminologic do la définition 2 est en accord avec celle

introduite dens la définition 1, et de plus, si K est vne extension de degrd finmi -
galoisienne de k , alors il existe sur K essentiellemont une scule structure d'algd-
bre & groupe d'opérateurs, compatible avec la structure d'algdbre déja domnde de K ,
et en faisant une algdbre & opfrateurs galoisiemne. Do plus, le proposition 8 raméne
1t6tude des ke-algdbrss & opbrateurs guloisiennes & celle des extensions galoisiennes
de dogré fini de k.

5. Les ensembles ponctuds K'(k,0) et H'(s, Q,0) .

DEFINITION Je= Soient k un corps, G un groupe fini, (2 wne extension amébﬁ_g_u_s—

ment close de k . On appelle k-algibre & groupe G dfopératsurs ). ~poncitude un

couple X = (4,8) , ob A est une le-algdbre 3 groupe d'opéxatowrs G, ot od & est

un  k=homomorphicue de h-a__]_.gébreade A dans 2 ., On dit que X eat galoisienne

(resp. grioisienme triviale) si 1'algdbre & opérateurs A ost galolsienne (resp.

galoigienne trivisle).

1a notion d'ispmorphisme pour cette capdce de structure (pour & , OO , G fixds)
est claire. I'intérdt technique de la notion de pomctuetion tient du fait quiello a
pour effet de rigidifier la structure envisagée ; en d'autros termes, tout automorphisme
d'une algdbre & groupe d'opérateurs G geloisienne ponciude est 1'identité, Cl'est ce

que dit le cor. & prop. 6, qui prouve mlme que la catégorie de cos elg¥bres & opére~
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teurs ost discréte. On notera que si A est une k-2lgdbre & groupe d'opérateuxrs G
qui est galoisienne, elle provient fowjours d‘une algdbre & opérateurs L) —ponctude
X = (4,8) , puisque 1'ensemble %(A, Cl) est nom vide ; de fagon plus précise,
comre G opére de fogon simplement txansitive sur ce dexnier ensemblo, il opdre de
facon gimplement trensitive cur l'ensemble des structures de k-slgibwes & opérateurs
ponctuées dont A est Llalgdbre & opérateurs sousejecente. iais on noters que si
X=(2,8) et ¥ = (B,/?) sont deux kealgdbres d groupes d'opératewrs G ponctudes,
galoisiennes, un isomorphisme de A &vec B n'est pas nécespairvement un isomorphisme
do X pur ¥ ,et A ot B pouvent fort bien &tre isomorphes (ot mdme épaux) sens que
X et Y le soient (cf. prop. 10 pius bos). Cependant, on voit sus#it8t que si X
et ¥ sont trivisles, elles sont isomorphes,
PROFOSITION Y.= Socient k wmn COTTE, G un groupe fini.

(1) Soit R(X) ls velation : " X est uno kealadlve & grouve d'opéretours ©

galoisicnme % et soit S(X) 1la relation " R(X) et X =T(R(X)) " . Alors la rels-

tion S es% collectivisante.

(14) Soit () une extension algébriguement close de Ik . Soit R'(X) Ila velation:

" X estune k-algdbre & gioupe d'opérateurs G, Q ~ponctuée galoisiemne ", ot

soit S¢(X) la velation " RX) et X =T (R'(X)) ". Alore la relstion §' est

collsctivisante.

Ie démonstration eat laissée & Bourbeki, d®autant plus que le style définitif de
1'énoncé et de sa démonsiration ddpend de décisions pendantes sur le livre des Ensem=
bles.

DEFINITION 4.~ Les notations Gtant cellos de ia prop. 9, on désigne par E (k,C)

(resp. paz ' (e, ;G) ) L'emsemble des X satisfaisent la zelation S(X) (reep.

50(X) ) de 1la prop. 9.




3

- 62 - n® 457
Comue d'habitude, 8i X est wie k-algdbre & groupe d’opérateurs G galoisienno,

on appelle 1'é1ément

o1(x) = T(R(Y) et Y ost isomorphe 2 X ) € H'(i,0)

(qui est 1'unique §1ément do B (k,0) qui soit isomorphe & X ) 1z clesee (ou si on
e ST  eeee—re—

veut préciser, 1a classe & isomorphisme prés) de X , et on adopte une notation et wme
= e — e

terminologio anslogues pour le cas des algdbres & groupes d’opérateurs ponctudes.

Nous allons considérer les deux ensembles de la déf. 4 comme ponctués par la
classe des algdbwes 3 opérateurs galoisienmes (resp. ponctudes) triviales,

Ia prop. 7 (ii) nous montve que 1'expression H (k,G) resp. B (k,Q.3G) , powr
k (resp. k ot QL ) fixé (s), peuvent Sire considérés comme lo veleur, en G ,
d'un foneteur (covariant)

| e K1 (kz,) reop. G fv‘A-—}.II‘l (k,Q ;36) ,

allant de la catdgorie des groupes finis dens celle des ensembles ponciuds. la prop. 7
(ii1) implique que ces deux foncteurs “commutent awx produite de deux facteurs”,
d*ailleurs ils transforment évidement objets finaux (les groupes réduifs & 1'élément
urité) em objets finmur (ensemblos xéduits & wn €lément), done "commutent aux produits
finis", (N, B. - Lo dewridme foncheur est mme exsct i sauche, ce qui équiveut au fait
qu'il est prorxeprésentable ; mais il n'y @ pas lieu de le démontrer ici, car ce fait
résultera trivialemont du m® 7).

tn a une gpplication canonique, fonctorielle en € , dédduite du foncteur essocisnt
& toute algdhre & opdreteurs ponctude 1'algdbre & opératours déduite per oubli de 1s
ponctuation :

B (k, 250) —> H(k,6) .

PROFOSITION 10,- L'application précédente est surjective. Faisons opfrexr ¢ sur luwi-

néme per sutomorphismes intéricurs, done sur les deux ensembles i3 (e, Q.36) et

H'(k,6) par 1a loi forotorielle de cos expressions, Alore 1'applicetion précédente
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est compatible avec les opérations do G , et pour qus doux éléments de 4 (i, L 36)

aient mdme ivage dans B (k,G) , i1 feut ot il suffit qu'ils solent trensformés 1'un

del'wtmgarxmeopéraﬁ.onda G .

En d'sutres tormes, 1'application envisagée induit wne bijection canonique (éviee

demment fonctorielle en G ) =2

H (k, :6)/6 2% &' (k,0) ,
permetiant de reconstituexr 1'ensenble 31 (1,6) g_gartir de la connaissance de 1'ensem=

blo de H'(k, ;) et des opéretions do G su ce dernisr.

Démontrons la proposition. L'assertion de surjectivité provient de la remarque,
déja faite aprds la déf. 3, que toute algdbre & opérateurs galoisicmme provient d'une
algdbre 4 opdreteurs galoisienmne ponctude, le fait que i'epplication envisegde commits
aux opérations de (G provient du fait que cette application est fomcloxielle. Eafin,
soient X = (A,8) et Y = (B,) deux algdlwos a groupe G d'opérateurs ponctuées
geloigiennes ; pour que les algbbres & opératours A ot B soient isomorphes, il
faut et il suffit évidcament que ¥ 2o0it isomorphe & ume T' = (A,&') , définje par
une ponctuation &' de A . Comme G opdre transitivement cur 1'ensemble dss ponc=
tuetions de A par () , cela signifiec aussi que Y o8t isomorphe & une I' de la
fome_ (Ayge8) o ol g G et ot g.& désigne la ponctuation E.gz_l déduite de &
par transpori de structure su moyen de 8y Ia proposition sera donc démontrde si
nous démentrons gue pour Y' défini en texmes de X et de g de cette facon, ona

al(3*) = g.cl{X) ,
en d'autres termes que Y' o8t isomorphe b. 1'alghbre & opératours ponctuée induite
& partir de X = (4,%) par v =int(g) : 6 ~>G . I1 rovient eu nlno de dire qu'il
existe un isomorphisme u: A—> A , satisfaisant eux rolatiouns :

{u(v(h).x) = hu(x) , h&E ¢, zE4L,

g.& = EaUe
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On prendra alors uagr , de sorte que la seconde relation est vérifide par
définition, et la premidre s'dorit
¢ (eng™ x) = b (&7'3) o
qui est également vérifide. Cela echive la démonstration,

-
.

COROLLATRE 1.~ Pour tout &G , 1a permutation de g (i,G) induite pav 1fauwtomorphiem

¥
F

int(g) de G est 1videntité.

COROLLATHE 2.~ Supposons G ebélien, Alors 1'apslication canoniguo H' (k, € 3¢) —»

—> H'(k,0) est bijoctive.

En effet, G opdre frivialement sur lwi-mme par automorphismes intérieurs, donc
opbre trivislemont sur H' (k, 0 ;6) « x
Notons meintenant que si G est abélien, alors 1'application (gh)w—s gh de
G x G dans G o8t un homomorphisme de groupes, et induit donc une applioation
' (,0) x B'(k,6) —> H (k,0) ,
compte tem: que o foncteur H (i, ~ ) commute aux prodwite finis.

PROFOSITTON 11.- Soient % un corps, G un groupe fini abélien. La loi de composition

qu'on viemt de définir sur 111 (,6) on fait wn groupd obélien, sdmettant le point

marqué comie €lément wnité, SL u : G—>H est un homomorphisme de groupes finis abée

liens, 1'spplication correspondante 81 (x,6) — H1 (,H) est un homomorphisme de group

Ia dewxidme assertion o'exprime encore cn disant quo B (x,G) —> g (ic,BE) est con
patible avec lea lois de composition internes mis sur ces doux ensembles, ot pre.vient
aisément paxr application du foncteur # do la commrtativité éu diegramme

Gx G ~——> 0

! |

EX By By
ol les fldchos verticales sont ux n et u , et les fldches horizontales sont lea

applications eomme, Lo fait que H'(k,0) soit wn groupe commitatif pour an loi de com-

position so vérifio de fagen anzlogue. (N, B. = Ia wérification n’est autre que celle
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du feit général qulun foncteur commbant aux produits finis transforme monoides, resps
groupes, remp. groupes commitatifs ... do la premidre catégorie on animeux de méme
nature do 1a scconde. Bien entendu, clest 13 un réeuitat constomment utilisé dans toutes
sortes de contextes, & tel point qulon omot génbralement d'en donmer la justification,
ou méme de signaler qulil y eurait lieu d'en domper une. Les scules références existan=
tos sont quelques nobles ot vegues affirmations, dans le s¥yle de celle-ci. Bourbeld
juge~t=il que c'est son r8lc de donmer un sorite utilisable sur les structures algd-
briques dans les catégories, ou préfdre-t-il se teper deux ou trois peges d’explications
et disgrammes dano chaquo situation perticulidre qu'il rencontrera ? Quant au rédacteur,
i1 se détourne avec horreur et effroi d'une telle alternative). Cela achdve 1a démonse
tration.
Soit meintensnt k' une extension de k . Utilisant prop. 7, (i), on trouve wme
application d'ensembles ponctués
m (k,0) ~> B (,0) ,
fonetorielle en lo groupe finmi G . lozeque G eat ebélion, cetie application est coine
patible avec les sixuctures de groupes onvisagés sur les deux membres. Si d'sutre pext
Q.  cot wne extension de k , L' wno exténsion de k' , et si on se domme un
homomorphisme de keextonsions () —» Q' , de sorte quion a donc un caxxé commita-
T 5
K —d ()

T

s R
alors on définit de mfme une application dfenscmbles ponciuds

(e, Q ;0) — B (&, Q46) .
Cette application ent encove fonctorielle en G , en perticulior commite aux onéro~
tions de G envisegbes dans la prop. 10, d*autre part le carxé d'spplications

1 (k, Q2 36) —> 1 (,0)

|

'111 (k’,:l.’;@) ——— ﬂ1 (ka vG')
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est commitatif,

Lorsqu'on se domne également une extension % de k' , alors l'application
H'(k,¢) => ' (k",0) correspondante est la composée des applications ds changement
do corps de base H'(k,G) —> N (k*,6%) —> H'(k,G") . On pout présenter 1a variauce
de H' (1,6) pax rapport sux deux arguments en disant que g (,6) oot un bifencteur

en le couple (k,G) , contravariant en le premior argumont ot covariant en le second,
ol k vario dane la catdgorie des coxpe, O dans la catégorie des groupes finis, et
A (x,G) est & valeurs dans la catégorie des onsembles ponctuds, Lorsque G est
astreint & 8ire abSlien, on peut considérer ce hifoncteur comms étant & valeurs dans
la catégorie des groupes abéliens.

- 6. Groupe de Gelois topologigue et théorie de Galois des extensions galoisiermes
infindies, *

Le présent n° et le suivant utilisent ceriaines notions de Topologie Géndérale, qui
ne seront développées que dens le livre suivant. Comme les résulintie donnds ied ne
seront utilisée, dans la suite de ce treité, quiaprds le livze de Topologie Générale,
un gercle vicieux n'est pas & craindre,

FROPOSITION 12.- Soit G m grovpe Topologique. Los conditions suivantes sont éguiva-
dentes :

(i) G ost compect et totalement discontimu.

(i1) G oot compaot. et il existe un systdme fondementsl de voisinoges de 1°61é=

ment neutre qui sont des SOuS~groupes ouverts.

(ai1) Comme (1), mais en exigeent quo los Sous-groupes envisegts Soient M%ﬁa.

(av) On peut trouver un systime wojectif (Gi)iG-I de groupes finis, indexé par

un ensemble ordonné filtrant I , tel qua G soit isomorphe au groupe topologigua

Limito projective de co eystime (les G; étant considénds comme groupes topologiques
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& 1'aide de lour topologie diserdte).

Par définition de la topologie de LnG , i1 st évident que (iv) implique
(333), @’sutre part (iii) impligue (iv), comme on voit en prepant le systdme projectif
formé des grouves quotients G/U , ot U est un sous-groupe ouvert distingué de G .
En effet, les groupes G/U sont finis (car compacts et discrets), et 1'homomorphisme
naturel de G dans ]%.l_n(}/ll est injective griice & (iii), ot a ume inege dense, dome
¢st un isomorphismo puisque G est compact et gugc/o est séperé, Adned (iv) équi=

veut & (4i3), qui implique irivialement (ii). D'autre part (ii) impligue (iii) en vertu
du

LEME 1.~ Soit ¢ wn groupe, E un sous-groupe d*indice fini de G , alors 1'ensemble

des souswgroupes de G dea G est fini, ot lour intersection H' est un

sous~groupo distingué d'indice fini de @ .
En offot, soit E = G/H 1'espece homogine défini par le sous-groupe H , ot soit
G' 1lo groupe des permutations de B , qui est un groupe fini. On a donc W homomQrw

phisme maturel G —> ' , On sait (Chap. I) que les conjugués de H soni les stebili-
sateurs des éléments de E , el sont donc on nombre fini, et que leour intersection
est le noyan de G -> G' , qui est donc dlindice fini.

COROLLAIRE,- 81 G eet un groupe fopologivue, et H un sous=-groupe ouvert de G ,

d'indice fini, alors H' eat un sous-groupe ouvert d'indice fini of distingué contem

d_a_:_:_a; H,

En effet, une intorsection finie d'ouverts esi ouverte.

On a done prouvé 1’équivalence des conditions (ii) & (iv). D'autre pert (ii)
implique éviderment que la composante comnexe 1'€1ldment wnité e de G de o est a
réduite & {e} » dong par itranslation que pour tout g& ¢ la composante commexe de
g est réauite a {g} » Dome (ii) impligue (i), et il roste & prouver gue (i) dmpli-

que (iii). Nous utiliserons lo lemme suivent :

LESME 2.~ Scient G un groupe topologique, X un espaco compact sur lequol G opére
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continfiment & gancho (de sorte gue, par définition, l‘application (8,%) mem B:X de

GxX dans X est contimue), R ume relation d'équivalence dans X telle gue les

clasges d'équivalence mod R soient des parties ouvertes de X . Alors le sous-groupe

H de G , forné des g& G gg:thieamt R inveriante, est un sous-groupe ouvert,

et gi do plus X est compact, il existe une relation dléquivalence R' , plus fine

we R , satisfeisant & la méme condition cue R , et stable les opéxrations de G .
38 que pox

Comme toute classe d'égquivalence est le complémentaire de la réunion des sutres
classes d'équivalonce, il s'emsuit qufelle est fermée, D'aillsurs, X é&tant compact,
1'ensemble do ces classes est nécessairement fini, donc la domnée de R équivaut &
celle d'une partition (xi)ieI do X on un ensemble fini do parties & la fois
ouvortes et formfes. Pour tout i€ I , soit Ui 1'onsemble des g€ G tels que

g(xi)c: X, . Jo dis que U, es% ouvert : en offet, soit V 1'imege inverse de X,

i i
par 1'application (g,x)w> g.x de G X Xi dans X , C'est une partie ouverte de
G x Ii » ot ol p, 3 G x Xi—'> G démigno la projection canoniqua, U, n’eat autre

quo G = pi(cxxi - Vi) . Come p, est progre, X; étamt compact (réf.), il trense
forme partics formfes en partiecs fermfes, ce qui ﬁrouvo que Ui e3t ouvert. Il en o8t
donc de mdme de 1'intersection des Ui y I étant fini, or celte intersection n'est
autre que le groupe H stabilisateur de R . Donc H est un sous-groupe cuvert,
Iorsque G eot compact, cela implique que H est d’indice fini, doac gue 1'ensemble
des relations d'équivalence g.R transformées de R por des élémenis de G est find
(cot cnsemble &tent en offet en correspondsnce bivmivogue avec les éléments de G/H ).
Si R* est la relation d!équivalence boxrne supérieure des g.R , on voit alors que
cen classes d'équivalence sont ouvertes comms intersection finies de poxties ouvorta.'
ot do plus R' eut évidesment stable par G ot plus fine gue R . Cela achdve la
démonstration du lemme 2,

Soit maintenant G wn groupe topologique compact totalement discontinu, prouvons
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que tout voisinage ouvert U de 1'élémmmt noutre conticnt un sous-groupe cuvert do G .
On peut supposer déjd U ouvert et formé, Il suffit slors d’appliquer le lemme 2 au
groupe G ot & xacs » et & 1a relation d'équivalenco définie per la partition de

G, en les onsembles U et G =U (en supposant G -U # ¢ , co qui est loisible,
car ginon il suffit de premdre le sous-groupe G lui-mdme) : si H est lo stabilise=
teur de cotte relation d'équivalence, H est un sous-groupe ouvert en vertu du

lomme 2, et ona HC U , puisque H.UCU ot e&£7U , ce qui achdve lo démonstration.

H, B. - J'ai inclus lo lemme 2 pour fournir une référence commode pour la démonse

tration du foit suivant, qui pourrait 8iwe indiqué en exercice 3 si G est un groupe
compact opérant continliment eur un espace compact totalement disconiinu, alors il oxiste
un Bsgthmo yrojectif (xi) je7 Q'espaces quotionts finis discrets de X , stables par
G , indexé par um ensemble d‘indices ordomné filtrant croispent, tol gue 1'application
cenonique A —> 1‘_1_1_:1 xi soit un isomorphisme d'espoces topologiques 3 groupe  ‘topo-
logiguo G d'opérateurs. Cela impligue alors ceci : soient Xk un corps; G son groupe
fondamental reletivement & une extersion sép. close CL de k , nlovs le fonctour

A Moy &mk‘olg(k,ﬂ) établit wne antidguivalence antre la catégorie des lL-algdbres
entidron aséparebles, et la catdgorie des especes topologiques compacts totalement diee
continue & groupe topologique G d'opératours.

DEFINITION 5.~ Un groupe topologique G setisfaissnt les conditions Gquivalentes de le

prop. 12 est appelé wn groupe pofini.
FROFOSITION 13.~ Sgit G un groupe topologigue, H un souswgroupe. S5i H est formé

et d'indice fimi dana G , slors H est ouvert, ot la réciprogus est vraie si G est

compact.
8i H ost ouvert, G compact, alors C/H est compact ot discrob, donc fini,

d'autre rert on seit qu'un sous-groupe cuvert eat formé. Si H est forwé d.0. G/H

sépard, ot 8i H oot d'indice fini i.0. G/H fini, done discret, H oot ouvert puis-

que e'est 1'imego inverse d'un point de G/H , lequel est ouvert.
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PROPOSTTION 14.~ Soient G un groupe profini, H wun sous-groupe fermé. Mund. de la

toglogf induite, H eat un M. De glua. H est intersection des sous-—

groupes ouverts de G qui le contiennent. L'EE‘E honggéne G/H est un espace eoug.ot

totalement discontimi, et 81 H est invariant, le groupe ‘bo:golog_qlne a__}wﬁent G/K .gg:_

profini.

Ia premidre assertion provient du fait que G &tan¥ sompact et totalemant dise
contimu, il on est do méme do toute partie fermfe. D'autre iznrt, on salt que toute
partio formée est intersection de ses voisineges & )2 fois ouverts ot formés. Four
prouver que E eat 1'intersection des sous-groupes ouverts de & gui le conticument,
il suffit de prouver que tout voisinage U do H dans G qui est cuvert ot feormé
contient wn voisinege qui est un sous-groupe ouvert de G . Considérons une relation
d'équivalenoe_ R dans G dont les classes sont ouvertes, 1°une d'elles contepant H
¢t contemuie dans U (par exemple 1& relation ayant comme seules classes U , et G- U
gi ce dernier est non vide). Appliquant le lemme 2 & X opérant sur X par translo~
%ions & gauche, on voit que 1'ensemble dec tremsformées de R par loa opérations de
H est fini, donc quitic A remplacer R par la borno supérieure de ses trensforméoes
per H , on pout supposer R invarimnto par les opérations de H . Appliquons mainte-
nant le lemme 2 & G opérant sur lui-nfmne par trenslations & gauche, et soit H' 1le
sous-groupe de G stabilisateur de R ., Ctest un sous-groupe ouvert de G , contement
H par hypothdse, ot contenu deans la classe d'égquivalonce V contenant H (puisque
EVC.V ot e&V ), ot a fortiori contern dans U , Ceci prouvé, on en conclut que
1'image de 1'61ément noutre de G dans G/H admet un systime fondsmentel de voisine-
ges & 1a fois ouverts ot fermés, donc par trenslation on voit gu'il en est do mme de
tout poirt de G/H , qui est donc totalement discontimy. Comro il est menifestement
compact, ceola schive la démonstration de prop. 14.

FROFOSITION 15.~ Soit (Gy);cy un systdmo projectif de groupes forologiquos, of soit




G le groupe topologique liwite yrojective de ce systémo. Si les Gi sont profinis,
il on ost do méme de G ,

En offet, on sait qu'une limite projective d°especes compects est un espace com~
pact, ot d'autre pert le condition (iii) de prop. 12 est vérifibe, comio on voit oussi-
jwt en utilisant la méme condition sur les G, ot la description des voisinages de
1'élément neutrs dans G |
DEFINITION 6.~ Soieat K un corps, E upe extemsion quasi-galoisiennc de X, G son

gzoupe do Galois. On appelle groupe de Galois topologigue do E (g, 8'il y a lieu do

préoisor, de B mur K ) le groupe G , mmi de la topologie do 1a convergence simple,

B Mtcmﬁdéﬁwmmﬁhhbg{ogemmw.

Fous verrons un peu plus bas que cetie topologle fait bien de & wm groupe topo-
logique (26£,), ce qui justifiera la terminologie. Par la suite, cn dira souvent
"avoupe de Galois" au lieu de "groupe de Galois topologique”, étend entendu gue,
lorsqutun gzroupe de Gelois seya consfdérd comme groupe topologique, c'eet toujours de
1o topologio quion vient de définir qu'il s’agira. Signalons tout do suite que le groupe
do Calois topologique de E sur K eot égel per définition au groupe de Geloie
topologique de E sur le corps des xvariants X' de G ; c'es® ce qui permeiirait,
dans 1'étude des greupes de Galois topologiques, de se ramener ou cas des extensions
galoisiemmes. Signolons cussi que 81 B est wne extension guasi-galoisiomne de degxé
fini do K, son groupe de Galois, qui est alors fini, est discret, cor si & ostwn
ensemble géndérateur firi do 1'extension E , pour tout g& G , l'ensoublo des g'& G
tels quo g'(x) = g{x) pour tout x€ S est un voisinage de g xéduit & {g} .
PROPOSITION 16.~ Soit B wne extension quasi-galoisiemno de X , »éuxdon filtranto

d'une fardlle d'extensions gquesi-galoisienncs Ei « Alors 1%homomorphismo naturel

) o T (2;/%)
ost un isomorpiisme de groupes topologiques. »
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Ceola réoulte %rivialement des définitions.
COROLLAIRE 1.~ Le groupe de Galoie blolmd'mo extemsion quasi-galolsienne est
un m topo&’qua pro~fimni.
En effet, B est réunion Piltrante croissanto do ses Sous-extensions quasi-

geloisiennes B, de degré find sur K , domc prop. 16 impligue que G est isomorphe
& upe limite projective de groupes fimis discrets, ce qui wontre & la fois que ¢'est

un groupe topologique, ei que ce dexmier eat profini.
COROLIAIRE 2, Soit E mWa&mdumrE X, G aonﬁgcrougedo

Galois topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le groupe G ot fini.
(1)  Io groupo topologique G eat disorot.

(114)  I'extension B est de degré find.

Lféquivalence de (i) et (i1) prowient du fait que C es% compact (ef. prop. 13),
colle do (i) et (iii) mrovient du théordme 2.

Rappelons que ei u : G—> H est un homomorphisme de groupes topologiques, G
étant compact et H sbéparé (condition vérifide si ¢ et H sont tous deux pro-finis),
u(¢) et Keru sont formés dans E et u induit un icomorphisme do groupes topolo=
giques de G/Ker u sur u(@) , mmi do 1a topologie irduite per H ; en perticulier,
si u est injectif (resp. bijectif), il induit un isomorphisme de zwoupes topologiques
de G avee u(¢) (vesp. de G evee H ). De ceci, on conclut imédintement les
résultats suivants :

FROFOSITION 17.-;89._2‘5 B mea:tmiongmai—galoiaiennedncorpn K, F me

sous-gxtension de E ., Alows Gal(E/F) et un sous-gToupe topologique femné de

Gal(E/K) . Si P est galoisiemne, aloxs 1%isomorghisme do groupes Gel(F/K) oz

= ea1(E/K)/0a1(E/F) deo prop. 2 coz. 2 est w isomorphisme de groupes topologiques.

COROLIAIRE,~ Sous les conditions du th, 1, 1"isomorphisme
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Gal (Bt /K*) &2 Gal(B/K)
est un isomorphisme de groupes topologlques,

PROPOSITICN 18,~ Soient E mcz‘bmsimge.loisimducom K, G son_groupe de

Galois topologique, H un SOUS=ETOURS de G . Pour gue le coxps des invarients de H

soit égal & K , il faut ot il suffit que H soit dense dsne G .

Ia condition est suffisonte, car si H est dense dane C , pour tout x&E ,
l'orbite de x sous G est égrl & son orbite sous H , ce qui montre que le corps des
invarients de H oot dgel & celui de G , c'est-d~dire & K . Inveracment, supposons
que lo corpe des invariants de H soit »éduit & K . Pour toute sous-extension geloi=
sierme F de degré fini de E , 1'cnsemble des restrictions & F des g&H est
alors un HOUS-ZYoUPe HE du groupe GB des Ke-automoxphismes de E , dont le coxps
des invarisnis est réduit & K . BEn vertu du théoxdme 3, celz implique que HE=GE"
donic que H csot dense dans G .

Nous pouvens maintenant généraliser sux extenmsions galoisienncs Gventuellemont
infinies le théorime fondamental de la théorie de Galois :

THEOREME 4.~ Soient B une extension geloisienno d'un corps K, G son groupe de

Galois, ¥ 1'ensemble des sous-extensions de E , % 1'ensemble des scusegroupes

fermés de G . Pour toul sous-groupe H de €, soit k(H) le corps des invariants

do H, qui est wn 6lénent do J . ot pour toule sous-extension 7 de E , soit

a{F) son groupe de Galois, qui est un élémant de Q’ . On obtient ainsi deux applis

cations :

_15:(1..»1( e_t;g_:'}cm-»?} :

Ces _epplications sont bijectives, ot inverses 1'une de 1'autre. 5i H& ?. et

PEH so correspondent, alors F ost de degré fini swr K si of seulememt si H

est d'iandice fini danse G , ou encore si ob seuloment si H est un oous-gxoupe ouvert

de G, ot on a alovs :
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(%) [e:E] = (7x] .

En effet, le fait que .IE °g soit l'application identique n'est autre que la
grop. 2, ot le fait que g Ok soit 1*epplication identique résulte euselist de prop.18.
Comme G/H est en correspondance biunmivogue avec 1fensemble des K-homomorphismes de
F dans B (ou co qui revient su mbme, dens une cldture algédrique donnée (L de E ),
cola montre 1'égalité () on tous ces, compte term de § 7, prop. 14, cor. 6, cequ:.t
impliquo que P est de dogrd £ini si ot soulement si H ost d'indice fini dens G .
En vertu de prop. 13, cela éguivaut aussi & dire que H est ouvert dans G , Cela
achdve la démonstration du théoxdme.

4 Te Groupe fondamental d’un COTES, ot structure de la eatégorie des a]gbbres étales

SUr un OOEEQ »
DEFINITION 6.~ Soient Ik wm coTpa, £ une extension séparablement close de k . On

appelle groupe fondamentz) de Xk relativement 2 (. , et on notera m,(k.Q) , le
et T T T RS SIS T SsmormsmemT e e e e

groupo de Galois topologique deo la formeturo algéhwique séparable k. de k dems 02 .

Dans cotte définition, {2 nlintervient que via la fermeture algébrigue séparable
k, do k dems (2 . Compte tems do § 7, ywop. 22, cor., cetie dermidre ne dépend
pas, 3 isomorphisme prés, du choix de £ . On obtleat donc ¢
PROPOSITION 19.- Les groupes fondamentaux d'un corps k , zeletifs & doux extensions
i-‘_garablmeni closes guolcongues de k , gomt isomorphes.
Remarquos.=~ 1) On noters que 1'isomorphisme P : G —s ' construit dens ls démons-

toation de 1a prop. 19 ddpend du choix d'un isomorphisme u entre deux clftures sépe~
vebles k. ot ki de k. Ce dernier est évidemment déierminé wodulo composition pax
un sutomorphismo v de l'extension kf . Or v e ' , ot démigeat par int(v)
1'gutomorphisme intéricur de ' défini par u :

wt(z)(w) = wo ,

on voit aussitdt que 1l'isomorphieme B’ : §i —> TI' essocid 2 1'isomorphisme
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va :k —> k; eat donné par
' = int(y) o9 .

Onpwtdmcdimqu'onadéﬁnim%d'iamphims @ :M —> T, modulo
composition par des sutomorphismes intéricurs de <i® . Lorsquo en perticulier le grome
pe fondamentel I de Xk oot ublien, on voit qu'on a défini un iscmorphieme canonique
entre les groupes fondamentaux T et ' , relatifc & deux extensions séparable~
nent cleses quelconques de k .

2) En veriu de 1a prop. 19, on se permot parfois, par abus de langage, de parler du
groupe fondemental de k , qu'on noto simplement ’ﬁ1(k) , eana précizer lo choix d'ume
extension sépavablement close. Ce langsge ne présente pes d'inconvénmients tent qu'il
n'est guestion que de propriéiés de ce groupe qui eont inveriantes par iscworphieme,
mais Goit Btre évité en tous cas dans les questions ol interviemment les propriétés
fonctorielles du groupe fondamentel.

Reppelons nous que, Si ke est une cldture séparable de k , les extensions a)gé=
brigues séparebles de k - sont isomorphes & des sous-extensions de kot deux telles
sous-axtensions sont isomorphes si et seulement si elles sont conjugudes par un élément
du groupe do Galois de ks » On obtient alors, compte tenu du théoxrime 4 :

FROPOSITION 20.~ Soiant k un corps, L1 une extension séperablement close de X ,

st Gnﬂl(k,Q) le groupe fondemental do k relatdf & (2 , Alors il y a une

o o biunivogue canonique entre les classes, & isomorphisme peds, dfextensions
rTospondanc vou! que

algébriques sfparebles de k , ot les classes & conjuguaison prds, de sous-gmupes\

fermés do G . Aux classes des extensions finies correspondent les classes des Sous=

groupes ocuveris i.e, d'indice fini.

Il convient de préciser co dernier énoncéd, en donment un théorime de structure sur
la catégorie des algdbres étales sur k . L'importance de 1a notion do groupe fondamene
tel d'un ooxps k tient en premier lieu au fait quelle permet de formiler vn tel
théordme de siructure. Four ceci, introduvigons la
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DEFINITION 7.- Soit € un groupe topologique. Un ensemble E & groupe d'opératewrs G

est dit admiseible si 1'application (g.x) »—> g.x de G xXE dams E ost continue,
———E R R x; o oy

lorsque B est uumi do la topologie disexdto ot G X B de la topologie produit.

Comme G X E ost 1'ecnsemblo sommo des Gx{x} , pour X&E , on voit que

cette condition mignifiec aussi que pour tout x€ E , l'application g -5 g.X de G
dans E mwi de la topologie discudte est contimue, ou encore que le sisbilisatour G
de x dams G est un souswgroupe ouvert. Ainsi, les ensenbles & groupe d'opératevys G
admissibles sont coux qui sont igomorphes & un ensemble & opérateurs somme d°espaces

homogimes G/H,  ob (H,) est uno famille de sous-groupes ouveris de G . Hotons que
lorsque E oot fini, cels signific aussi (comme on voit grfce su lemme | du n° 6) que
l'onpeutmuvartmecus-groupamxvmmﬁmﬁ H , tel quo I opére frivialement

gur E , i.e. tel que la structure externe de E proviemne d'vne stxucture & groupe

d'opérateurs G/H .
Si G est un groupe topologique, mous démignorons pex
Ensf(G)

1a sous-catégorio pleine de 1a catégoric des ensembies & groupe d'opereteurs G, qui
sont finic ot admissibles. D'sutre part, si k est un corps, nous désignons par
Bt (k)

la catégoric des algdbres dtales sur k . Supposons maintenant choisi une extension

sépareblement close Ll de Xk, ot que 1'on ait
G =9 1(]:, ) o

Nous allons, sous ces conditions, définir une anti-équivalenco emiye les deux catégorica

qu'on vient de définir, ot de fagon plus préeise, nous allons définix deux fonctours :
g : Bt ()° —» Enaf(c) , |
# : Bosg(e) —> Bt (1)°

quasi-inverses l'wn de 1'autre.
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1) Définition du foncteur # . On posera pour toute k-algdbre étale :
¢a) = Bom . (Ae) ¢ Bom ., (4, Q) ,
ol k eot la fermeture algébrigue séparable de k dens L) , et ol le deuxidme mem=
bre est considéré commo emsemble & groupe d'opérateurs € , en fafeant agir ce dermier

mr
gu=gou (g€c, usd@) ).

Cot ensemblo & opérateurs est manifestement fini (de cardinel égal & [Ask| ) et
admissibleo. Si u : A—>B o8t un homomorphisme de k-algdbres étales, on définit

§lu) : §(8) —> $a)
par la formule

gu)(v) =vou .
11 est imeddiat quion définit ben ainsi un fonctewr ¢ do Et(k)® dans Emsf(c) .

2) Définition du fonctour ¥ . On posera, pour tout ensemble é,.gmupo d'opérateurs G

fini et admissible :

#(E) = Hom (Bl ) .
ol le deuxidme membre est considérd comme k-algibre per la simeture de k-algdhre
induite paxr ks

(M u)(x) = \ (ulx) (Aek , xSE , uSHon,(Bk ) ).
Si u:E->F estun homomoxphisme d°ensemdles & groupe d'opérateurs E , finis et
edmissibles, on défindt

d(u) : f(F) — H(E)
par la formule

#u)(v) =veu.
Il est immddint qu'on adéfinit ainsi wn fomctsur contravariant de la catégorie Eaaf(G)
dans 1 catégorie des Xk-algdbres. Frouvons que ce foncteur prend ses wvaleurs en fait
dens la catégorie Et (k) , plus précisfment, que A(E) est une algdbre Gtale de
degrd égal & card(E) . Pour ceci, observoms que A iransforme sommes en produifs,
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comme on constate sussitdt ; compte tem quiwn produit Tini d'algdbres dtales est une
algdbre étale, on eat ramenéd & prouver que notre assertion dens lo caz oi E est do la
forme G/H , od H est un sous-groupe cuvert de G . Mais alors ¥(E) st isomorphe
au coxps des invarients do H daus ks » qui est vne cxiension de deged fini de lc8
de degré G: , (théordme 4), donec ume extemsion étnle. Ceola prouve en perticulier que
f définit bien w fonctour do Bnsf{G) dans Et (k)° .
“3) Définition d'un  isomorphisme fonctorisl :

o A - )U(A) -
Pour toute k-algdbre étale A , on désigne par @, 1'homomorphisme défini par

&, (x)(u) = ufx) pour x&A , usd(h) = %(A.ks) .
I1 est immédiat quo o’est un homomorphdeme de kealgdbres, fonctoriel em A . Prouvons
que c'est un isomorphisme, Pour cela, observons que ie foncteur ¢ itransforme manifese
tememt produits fimis en sommes, ot comme ¥ transformo sommes en preduits, il s'ensuit
que g estmfmtmquimtemmduita finis, Cels nous ramine eu ces ox A
est une extemsion. = Donc %
ét8 ait dmms 1) et 2), A et ¥p(A) ont wlue dogré fini sur k, done o, estun
isomorphismo.

4) Définition d'un isomorphisme fonctoriel

fp:B—> #i(E) .

Pour tout ensemble E & groupe d'opérateurs G , fini ot adwmissible, on désigne par
FE 1'homomorphisme défini par

B () = ulx) pour x&E , u@ (E) = Hom,(Bc) .

Il eat immédiat que clest wn homomorphisme d'ensembles & grouve d'opbrateure G ,

est nécessairement injectif. Mais em veriu de ce qui 2

fonctoriel en E . Prouvons que ¢'est un isomorphisme, Utilisent le fait que  df twans
forme sommes en sommes, on est yamené su cas ol E est do la forme G/l , o H eat

un Sous-groupe ouvert do G . Mais alors H#(E) est isomorphe au corps des invariants

de HE dans ke . qui est une extension étale de i , d'cu ndsulte que G opdre
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transitivement sur @$(4(E)) , done, comme E est non vide, que E —> gA(E) est sur-
jookif. Or il résulte do ce qu'on a dit dams 1) ot 2) que E ot ¢f(E) ont méme
cardinal fini, donc 1'application comsidérée est bijective.

Remarque,=- On vérifie aussitdt que les isomoxphismes de foncteurs @ o ’33 satis-
font la condition de competibilité hebituelle pour deux foncteurs adjoinis, cf. Ens.
CRN: ons S ves B” senis

On conclut de ceci :
THPORMHE 5.~ Soient k wn corps, (. ume extension séparablement close do Ik, €

le groupe fondamental de k relativement & £ . Alors les fonctewrs ¢ ot o préoé-

dents définissent des éguivalences. gns.ﬁ-imraee 1'une de 1'autre, enire la catégmla

des algdbres éiales sur k , et 1a catégorie opposée de la catégorie des ensembles &

groupe d'opérateurs G qui sont finjs el sdmissidles. Do plus, si 1'algdbre étale A

1
sur k et 1’ ble & teurs B oo pdent, on & |
elansemeogém correspondent, on |

[A] = cara(E) .
commmt.-w A -3_3 B socorreaggndut. Pourm___z_g_ A goit wme exten-

|
|
|
|
sion de k , il Paut ot il suffit que E £ § ot que G opdre wramsitivement sur E.
|
\

Pour gque A aoitdeglunmm;ploisiemede k , 41 faut ot il suffit que le

stabilisateur d'un (ou encoro, de tout) point de E dans G soif wn sous-groupe dis-

Hagte

COROLIAIRE 2.~ Supposons quo A ot E 8o corvespondent. Pour quion ait A =0 (resp.

A X ) i1 feut ot il suffit que E=f (resp. que E eoi} réduit & w point).

Bn offet, les objets finsux (vesp. imitiaux) de Bt (k) corvespondent aux objets
initimwx (resp. finaux) de Ensf{G) . On pout sussi prouver co corcllamize directement

gsans utiliser 1o th. 5 1

WWS.-WMQWMBM Bt () correspordent por les équi-
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valences ¢ ot ¥ eux produits finis dans Enag(@) .

En effet, les produits temsoriels d'algdives étales cont les sommes, au sens de la
catégorie Et (k) . (N, B. = Bien entendu, le fait quo ¢ transforme produits tensoriels
d'algdbres en produits ordinaires d'emsembles & opérateurs est trivial directement ; ce
aui 1'est moins, c'est que ¥ tramsforme produits ordinaives en produits temsoriels).
COROLIAIRE 4.~ Soient A wune kealgdbve Stale d groupe L d'opérateurs (i gauche),
do sorte quo 4(A) est un ensemble & groupe d'opérateurs G , fini ot admissible,
gur lequel T' opdre par fonctorialité & droite (en commitmit donc aux opérations
de G). Fourque A soitume algbtwe & growpe dopératewrs [ galoisiemno, i1 faut
et il suffit que T opdre de facon simplement transitive sur #(A) . On obtient ainsi
une équivalence d¢ 1a catégorie des k-algdbres & groupe d'opérateurs I qui sont
g@loisiomes, avec 1a catégorie des espaces principeux homogines (brow) 3 droite sous
T , mmis du groupe d'opérateurs & gauche G , opérant de fagon admissible.

e premidve sssortion est wne consbquence triviale de la définition 2 et du critdre

(i) de prop. 6. les autres assertions s'ensuivent suseitlt, grdce au théordme 5,
Proposons nous meintenant d'interpréter de mme la siructure de k-algdbre & groupe
d'opérateurs ' galoisienmo munie dwne ponctuation relativement & Q. (ase. 3).
Par définition, en tormes de 1'ensemble E & opfratewrs G et L' corvespondant, une
ponctuation correspond simplement au choix d®un point x de E . Or um vel choix
permet d'identifier 1'espece principal homogine 4 droite E 2 I’d o & 1'pide de
L'application ¥ mw—> X.}§ . Cotte idontification faiie, 1'ensemble des automorphie~
mos d'enmemble A groupe L' d'opérateurs do B peut 8tve identifié 3 T , opéremt
sur T, par trenslation & gauche, co qu'on pout axpliciter sussi en disant que pour
tout (eI ,4lyawmunigue T -outonorphimne g= p(y) de E tol que
g% =X, , ot quon obtient ainel wn isomorphisme p de I sur Au{:_r(E) . Par
suite, 1a dommée, sur 1o ' =ensemble B, d'wne structure d'objet & groupe d'opéra=-

teurs G , équiveut & celle d'un homomorphisme G —> T , et cette structure ost
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admissible si ot seulement si cet homomorphiswo est contirm, On & ainsi, & toute ke
algdbre éiale A& groupe d'opérateurs G galoisienme et ponctude, sssocié canoniguement
wn homomorphisme continn

¢G> T

et do ce qui précdde il résulte immédiatement que : &) deux sfructures de 1'espdce
précédento sont isomorphes si et seulement si olles définissent lo méme homomorphisme

¢ —> I' , ot b) tout homomorphisme contimu G —» I' provient d'une structure de
1'expdce envisagbe. Notons enfin qulil résulte immédiatement des définitions que si A
o8t une algdbre & groupe dlopérateurs L' galoimienne ponctude, et si T —5 T ' est
wn homomorphismo de ) dens un groupe fimi U ', alors 1'homomorphisme G —> I
associé & A , 1'algdbwe & groupe dlopérateurs I geloisiemme ponciude déduite
de A par extension contravarient du groupe structural, n'est auirze que le composé

G —» I —> D" . On obtient done :

COROLIATRE 5.~ Le procédé qui préodde d6finit un isomorphismo, fonctoriol eén le groupe

fmi T

Bk, Q; T ) 225 Homcont (¢, T') ,
ob le deuxidme membro désigno 1'ensemblo des homomorphismes continus de G dams 83

Utilisant meintenant la prop. 10, on trouve pex suite :
COROLLATRE 6, Four tout groupe fimi I' , déaigoons par H'(C, T ) 1’ensemble quotiemt

de 1'ensemble Hom cont (G, T') _garleaggémﬁmsdumr . on faisent opérer

y¥elTl sur cet ensemblo par composition avec 1'sutomorphisme intérienr int(y) .

Alors on & un isomorphieme fonctoriel en I

2, T) 2 8(,T).
Do plus, nous yeppelant que lorsque T ost un groups abélien, on & d6fini sur
5 (k, T ) uno loi do groupe abélicn, en termes do 1o propriété de commtation du
fonoteur T w—> H'(i, D) oux produits finis, ot qus 1a loi de groupe naturelle sur
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2 (6,T) & Hon cont (6, T') pout menifestement §tre déerite par le méme procéds, |
(N, B, - wn foncteur d'une catégorie abélicmme dans (Ens) qui commte aux produits ‘
finis se factorise par (Ab) d'une seule menidre). On en conclut :
|
|
|
|
|

COROLIATRE 7.~ Lorsque ' est un groupe fini abflion, 1'isomorphisme du corolleire 6

est oonEtible avec les structures de groupe naturelles sur les deux menmbres.

m.-leeomnaimspemttraitdedomumedoseﬁpﬂ.ondugmupepmﬁm
G = ‘“1(1:. (1) , indépendamment de 1a théorie do Galois, d isoworphisme unique pres,
comie proreprésentant le foncteur B‘(k,.Q; T) enle groupe fini ' , cf. oxerc. ...
(N. B. - On pout donner en exercice le sorite de la mworepréseniation en général,
1z lier su groupe fondamental et & 1l'exercice suggéré dans le N. B, avant la déf. 5,
On peut également metitre en exercice la théorie de Galois axiometigue dens les catégo-
ries (cf. SCA V et SGAD X 7.5).)
Copaidérons maintensnt un carré commtatif de corps

K - Q°
(o) . 1 1

E —>Q
od . (vesp. Q. ) est une extension sépavablement close de k (zesp. X' ). Soit
k, (vesp. X! ) la fermeture algfbrique sépaxeble de Xk (resp. %' ) dams . (resp.
0" )y d%od un carré commtatif de corpe correspondant

k? > k?
(1) | T
S > ka s

compte tonu que k' (ka) dans Q' est une extension algébrigue efparable de ik’
(§ 7 «vs)s done contenue dans kY . Considdrons alors le diagromeo de corps
Bl e Xk (,kB) —> k;

) 1 {

k"') k',\ks—-'> ks o

Le diagramme (1), compte tem: que k  est wme extemsion galoisiemno do k , définit un
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homomorpivisme canoniguo
() Gal(ict/ict) > Gad(k /i)
qui, griice & (2), peut sussi se factoriser en
(4) Ga1(ictfic’) —» Gal(k? (e )A) ~> Gallie /i’ k) —> Gedlic /)

oll lo rremier homomorphisme cet surjectif (cor. 2 & prop. 2), leo douxidme bijectif
(tnéortme 1), lo troisidme injectif (pwop. 2) ; en d'autres vermes, (4) donne une intor:
prétation en termes do théorie dos corps de la factorisation de 1homomorphisme canoni=-
que (3) associé au caxwé {0), Cet homomorphisme, per défimition, pout aussi a’éerire @
(5) 0, Q) — Tl Q) ,

ot il s'appellc 1'homomorphisme sur les groupes fondemenisum: induit par le carné (0).

Lo plug souvent, on so borme & prendro upe cxtension ' do k' , ot on désigno par

Q. 1*extonsion correspondante de k ; il est ¢vident que le choix d'uno autve sous-
oxtension séperablement close 2 de ' sur k no modifie pes, & iscmorphisne
canomique prds, 1o careé (1), done ne modifie pas, & icomorrhisme canenique pres,
1'homomorpiieme (5).

En vertu de prop. 17, 1'homomorphisme (5) est contimy, on pariiculier son image

est fermée. De plus, la factorisation canonique (4) domne :
PROPOSITION 21.~ Le de 1"homomo (5) est comoniquement isomorphe gu groupe

do Calois topologique de k! sur %*(kc) , et Yespece homogine quotient du groupo but
ner 1'image ost en oorm@mdance biunigue conondque avec 1'ensemble des I-homomorphis

mos de kg deng I » OR lq:lc'(\ k, eat la elfiure alglbriquo sépareble de k

dans k' . Pour que l'image de 1'houomorphigno (5) poit d'indice find dans "1'1'1(1:, Q)

il faut ot il suffit quo k{ soit me exteasion de dogxd fini de k.

. B, = On aimersit pouvoir dire : c'est lo coe particulier el %' got une exten-
sion de typo fint de 1 . Or il sureit fallu pour cole avodr dit gu’une cous=cxtepsion

d'vne extension do fype fini ot do fype fini. C'est 1A un wéguliat uiilo, cue jo DXO~
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pose d'inclure dans un nouvesu n° aw § 5, intitwlé : extensions de type find.

Il mangue un ésultat de transitivité sur les homomorphismes des groupes fondamens
taux de corps, pexmottant de dire que i 1’(k. 1) est un fonctour contravariant en
(k, Q) , & valeurs dans la catégorio des groupes profiunis, ot de dire que, pour va
carré (0) domnd, le foncteur “extepsion du corps do baso" de Bt (k) cems Et (k) ,
s¥interprito, compte tenu des équivalences Et(k) &7 Eaf(fl) ot Et(kt) ArEnst(¢)
du théortme 5, comme le foncteur restriction du groupe A'opéreteurs ; comme corollaive,
on obtient quo les lijoctions du th. 5, cor. 5 et 6, zont fonctoricllen également en

(%, Q) , non soulement en le groupe . . Le rédscievr suppose que Bourheki peut se
faire wme idde sufficamment notte de 1'2llure qulawrait vn n° sur le groupe Londamental
d'yn corps, sams qu'il soit nécessaire d’aller jusqu'en bout du sorito.

Autoeritiqus du rédactour. I1 est memifeste qu'on comprend moins Uien que Si on
pouvait renverser les fldches ot parler de schémen étales sur Xk , de sorie quo 1'antis=
équivalence du théordme 5 devient une équivalence, ot 1eo algdbres & opfratours galoi=
ciannes devicmnent lee fibrés principeux homogdnes. (n powrzaiti esseyer, dens un n®
peuristique, d'expliquer ce point de wvue, ot la relation enirs lia thforie de Calois
ot 1a théorie des rovbtements ; on powelt y dire oussi que leo potits bouts do B
introduite ici o'insdrent dens la théorie géndrelo de 1o cohomologie, pexmeiiant a'uti-
1iser des swites ezactes diverses etc, ce qui fait 1'intdrdt du formalisme. Evidoment,
on peut proposer également de vider purement ot mimplamont lo groupe fondementel ot lo
théordme 5, en dizent qu'il est toujours temps de faire cetle thiorie avec la géndralité
qui lui eppartient (sic) plus texd, quend on dispose dun langage géoméirique. Jo pemse
copendant que le ces dos corps est assesz important pous mériter un treitement séparé,
utilisant les simplifications technigues spéciales & co caz pour obleniz 1o théordme de
structure pratiquement sans travail, = le scul traveil étont d'aliguer dana un oxdre
pigeable les sorites fonctoriels utiles de la théorie.

el
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PROJET do RESDITION d*ALGEBRE, CHAP, V (CORPS COMMUTATIFS)
(suite et fin)

COMMENTAIRES

Contrairement & son intention premidre, le rédacteur s'est abstenu de fairve
figurer dans la rédaction un poragraphe sur les algdbres radicielles. Aprés wne
rédaction au brouillon sur ce sujet, il a jupé en effet que ce sorite peu subs-
tantiel est plus & sa place en Géomdtrie Algébrique, ob il devient plus intuitif,
que dans un Chapitre de théorie des corps (ou d'Algdbre Commutative). Compte temu
de 1a dfcision lounble de Bourbeld de faire figurer le sorite des normes et traces
dans un Chapitre antérieur (et les énoncés spéciaux au caa d'algdbres ou exten-
sions étales, dans les par. 7 et 8 du présent Chap. V), le plan prévu pour la .
réédition du chap, V se présente donc maintenant ainsi (avec par, 1 & 6 ne variee
tur) :

7. Algdbres entidres séparables.

8. Théoxrie de Galois,

9. Recines de 1l'unité, corps finis, extensions lummeriemnss.

10. Algdbres séparables transcendantes. Produits tensoriels d!extensions.
11, Dérivations et différentielles dans les corps.

On trouvera ici une rédaction & peu prés en forme du par. 10. Le rédacteur
s'est dispensé de reprendre la rédaction du présent par, 9 ; il suffirn de faire
par rapport an texte imprimé quelques modifications, énumérdes dans les commenw
taires & la rédaction n® 457 (page 3). Je me suis également dispensé de faire une
rédaction du par. 11, bien qu'il convienne ici de foire des modifications subs-
tantielles par rapport au texte imprimé, ot mo suis contenté de proposer au Haftre
w plan possible pour ce paragraphe, inspiré par EGA 0. par. 18 & 21 (qui pour—
ront fournir, pour le moins, une quantité respectable d'exercices pour 1'édition
nouvelle du chap, V).
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sions.

1. Critdres de aégn.mulité do Mr. N. Bourbalki et de Mac-lLane.

LEME 1.~ Soient k un corps, L) une extemsion de k , V un vectoriel sur k,

(“1)1e1 une famille d’homomorphismes d¢ V dans le e-‘eigace vectoriel sous=-jacent

4 Jll. Les doux conditions suivantes sont éguivalentes :

(i) L’ homomoxphisme VQkQ—b QI déduit de la famille (ui) ot _injectif.

(ii) Pour tout sous-cspace vectoriel W do V , de rang fini n , le rang sur S de

la famille des restrictions ut_IV:!—>Q. est égal & =n.

On est réduit suaeitbt & prouver le lemme dans le cas ot V est lui-mlme de rang
fini sur Xk , utilisant le fait que V est limite inductive de ses sous-eSpaces vec—
toriels de rang fini W , et que vakn est alors 1a limite des wekn « De plus,
quitte & remplacer V par V@kn » ot les w, par les homomorphismes VQk.Q-D.Q.
correspondants, on peut supposer que k = L), Mais dive que (ii) est vérifide, signi-
fio sussi les u, engendrent lo dual V' de V (qui, on le sait, est en offet do
rang égol au rang n de V ), ou encore que lforthogonel dens V de la famille des
u, ecot réduit & zéro ; or cet orthogonal n'est sutre que le noyau de 1°homomorphisme
envisagé dans (i), d'ol notre assertion.

COROLIAIRE,~ Soient k un corps, A une l-algdbro, {2 uno extension do k . Les

conditions suivantes sont équivalentes :
(1) 1a Q -algdbre AQkQ est isomorphe & une sous-algdlre d'une algdbre de la

fome O s 00 I est un ensemble d'indices convenable.

(i) Pour tout sous-k-ospace vectoriel V de A , deyang fini n suwr k , le rang

sur {2 de 1'ensemble des restriciions & V des k-homomorphismes de A dons $2 est

fpid n.




=86 ~ n° 457

Do plus, ces dewx conditions équivalentes impliguent que A est ung/(exbenajpn
stparable dg ik .

" L*équivalence des conditions (i) et (ii) est wn cas particulier du leme, obtenu
en prenant V=4, (“1)161 = famillo de tous les homomorphismes de k-algdbres
de 4 dans £) . D'autre part, le fait que (i) implique que A est séparable sur k ,
résulte oussitdt de (Pax. 7, n° 3, mrop. 12, (iv), (i) et (ii)).
LEME 2,- Soient k tmoorggd'?mtmmctémm Py A une h-ulim_!‘h_u;
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A®, £t 2EaE
-
(i vis) A®, ¥ est réauit.
(ii) Pour toute extension rodicielle X'

de k, A® X' est réduit.
~1
de ¥ , AQ® k' st réduit.

(ii bis) Pour toute sous-extension finie k'

(iii) Pour toute famille (xi)iel d'61éments de A lindairement libre sur k ,

1a famille (x,P), o, est lindaivement libwe sur k .
(i bie) I1 existe wne base (x;),c; do A sur k telle que la famille (x,®)
soit lindairvement libre sur k .

Comae pour toute sous-exiension k" d'une oxtension k' de A , A@kk"
s'identifio & un sous-annesu de A@kk' » et que lorsque k" est réunion d'une famille
filtrante croissante de sous-extemsions k* , alors A@kk' eot réunion £iltrante

croissante des sous-ammeaux A® k" , donc réduit ai et seulement &i ces derniers le
sont, on voit aussitdt que 1'on o les implications (i) <&=)> (ii), (i bis)<==> (ii bis).
Do plus, (i) équivout avsei (pour 1a méume raison) 2 la condition (ir) : A@k kp-r ost:
réduit pour tout entier naturel r2>1 ., Or pour un r domné, montrons que Aekkpqr
réduit équivant & chacune des conditions (iii) et (iii bis) ; comme ces dermidwes sont
indépendantes de r , le lemme 2 en résultera Svidemment. Notons d'abord qu'on voit
sussitft, par récurrence sur r , quo chacune des conditions (iii) et (iii bis) reste
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inchangée, & égquivalence prés, quand on y remplace xip par xipr.cmut,mtmm
que (i) iwplique (iii), =i B-AD % est réauwit, 1'ho-omrpmm xm-oxpr de
B dmm-n&ommutm_mu B s B k(Ap)CA a'num
semi~linéaive relativement aux structures maturelles d'algdbres de B et P
2 of % sespecitvemeiily SRk SR asrtians s A e 3P da % oib
alors (x,); o, eet me famille d'éléments do A u.néa.umtlimm k , alors
=® 1),y eatmfmnonnsumtumdo B= A®kkp PR Jpe oo
par transport de structuve la fanille des (x, ®1)P =xi"r est linéairement libre
sur k , d'od (iii). Bvidement (i41) implique (iii bis), enfin (iii bis) implique (1),
comme on voit en reprenant en sens inverse le raisomnement précédent : (iii bis) impli-
que que 1'homomorpivicme x»—>zpr de A dons lui-mdne est injective, puisque les
images des X, , étant linfairement indépendantes our k.1eaontaformnm kp
Cela implique déjd que A est réduit, et 1'hypothdse que (xP) estlinéa:u'-mt

libre sur k e'interprétemdimtml‘hnmnorphimocmmﬂ.quo AP@ rk —> A

K
est un isomorphisme. Donc le premier membre est réduit. Par tronsport de structure &

1'aide de xu_,,xp.r,onenmlutque A@kkp-r oot également réduit, Cela
achdve la démonsiration du lemme 2.

Nous verrons un peu plus bas que les conditions envisagfes équivalent & celle que
A soit séparable sur k . Bornops-nous pour l'instant & la précision suivante @

—)
coaomm.-w A soit une extension de k.g_t__g_um A 3_1:_ g
Madnmmelﬁemmﬂ . Alors les conditions équivalentes du lemme 2

Squivalent sussi eux suivantes :

~00

(iv) A et ¥  sont lindeirement disjoints sur k .
~1

(iviis) A ot ¥’  sont lindairement disjoints sur k .

On eoit en effet que (iii bis) et (iv bis) sont équivalents ; plus généralement,
pour tout entier r =1 , la condition (iii bis) (ol on peut, on 1'a déjd signalé,
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remplacer X, por xipr)équimt&hdujomﬁonnnédudn Lt ks
Ces dernidres conditions, pour r wvariable, sont donc équivalentes entre elles, et
comme leur conjonction équivout & (iv), on voit que (iv) équivaut & (iv bis), ce qui
achdve la démonstration du corollaire.

THBOREME 1.~ Sodent k un corpe d'exposant caractéristique p , K une extension de

k , Q wune extension algébriguement close de K, X la cléture parfaite de k

-1
dans C2. , ot K 1a sous-extension de colle-ci formée des 6léments dont la puissance

p.tme est dans k . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) K est uno extension séparable de k (par. 7, n® 3, aéf. 5).

-0
(41) K est linfairement disjoint sur k avec K° .

(i1 bis) K est lindnirvement disjoint sur k avec kp-’ ¥
(1i1) Lo Q-slgbbre K& Q est isomorphe & une sous-algdbre d'une algdbre do la
forme D_I,Rour\memulbled'im:l.ceeoonvamble i
(iv) Pour tout sous-k-espace vectoriel V de vang fini n de K , 1'ensemble
des restrictions & V de la famille des k-automorphismes de 2 a un rang sur SO
égald n.

Les implications (iv) == (iii) => (i) eont un cas particulier du corollaire au

lemmo 1, L'équivalence de (iv) et (ii) est un cas particulier du théordme d'Artin
(Par. 6, n° 4, th. 1) ol on fait K=k , G = cnsemble des lk-sutomorphismes de Q. ;
on tient compte de plus du fait gue R eot le corps des invariants du groupe 0
des ke-automorphiemes de £ (Par. 7, n® 5, prop. 16, cor. 1), et que la disjonction
linkaire de K sur k avec ume extemsion k' (ici k' =XP = ) mignifie que tout
sous-Xeespace vectoriel V de K , de rang fini n , est de rang n égolement sur k',
Bnfin on a (1) = (i1) <=> (ii bis) en vertu du corollaire su lemme 2, compte
torm que par définition, si K est séparoble sur k , K@kkp.w ost réduit,

Cela achdve la démonstration du théordme 1.
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COROLIATRE 1.- Soit k un corps parfoit. Alors toute extension de k eot séparable.

nns_ﬁﬁﬁmlmt,gmwuten@w. A sur k, A est séparsble si et seulement si
elle eat réduite.

La premidre assertion résulte sussitdt de 1'implication (ii) => (i) du théordme,
ot de 1'égalité k:kp-oo exprimant que k est parfait. Il reste & en déduire que
toute k-algtbre réduite A est séparable. Or en vertu de App. 2,12, dire que A est
réduite signifie que A seplonaadmmmchﬂtdeoom.quieontdoncdum
sions oéparables de k d'aprds ce qui précdde ; on en conclut que A est séparable
sur k gréce & (Par. 7, n° 3, prop. 12, (i) et (ii)).

COROLIAIRE 2.~ Soient k un corps, A une kv-%b_:g, k' unaerxtemionjarfuhdo

k . Pour gue A soit séparable sur k , il fout of il suffit que Aﬁkk' soit un

ammean réduit.

En effot (Par. 7, n°® 3, prop. 12, (iv)) A est séparable sur k si et seulement
gl A' sA@kk' 1'eat sur k' , et on applique le corollaire 1.
COROLLAIRE 3.~ Soient k un corps parfait, A et B deux k-algbbres réduites, alors
A@k B st une k-algdbre réduite.

C*est une conséquence du corollaire 1 et de (Par. 7, n° 3, prop. 11).
Remarques.- 1) Soit k un corpe. Pour que k soit parfait, il faut et il suffit que
toute extension de k aoiteéparable,menoomq\wmtemchbroxﬁnitom k soit

séparable, ou ce qui revient encore au méme, que le produit tensoriel de deux extensions
o k (resp. de deux algdbres réduites sur k ) soit un amneau réduit. La nécessité
a été vue dans les corollaires 1 et 3 précédents, la suffisance résulte trivialement
de 1 @éfinition des corps perfaits (Par. 7, m® 6, aéf. 7).

2) Comme tout corps de caractéristique mulle est parfait, (Par. 7, n° 6, th. 1, cor.1),
on conclut que lo produit tensoriel de deux algdbres réduites sur un tel corps est un

anneau réduit.
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FROPOSITION 1.~ Soient k wun corps d'exposant caractéristique p, A une k-algbbre.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(4) A estune k-glgdbro péparble.

(i) A®, kp-w est un anneau réduit.

1
(ii bis) A@k ¥ ost un anneau réduit.

=1
(i1 ter) Pour toute sous-oxtension fimie k' de X° , A® k' est réduit.

(14i)  I1 exicte une extension O de k , telle que AD, Q. soit Q -isomorphe &

une aous-aig_bbre d'une ujgm de la forme Q.I y I un ensemble d'indices convenable.

(3v) nmmmmngk.wmtwmm»

riel V de K, derong fini n sur k , 1'ensemble des restrictions & V de la
femille des homomorphismes de k-algdbres de A dans Q &1tum1maﬁé Be

2
(v) Awtmt,ammt&mmngg;,n des

fractions de A/p est une extension séparable de k .

En effet, 1'équivalence des conditions (iii) et (iv), et le fait que celles-ci
impliquent la condition (i), résulte encore du lemme 1 et do son corollaire. D'autre
part il est trivial que 1'on a les implicatione (i) =D (ii) = (ii bis) <& (ii ter).
I reste & prouver les implications (ii bis) => (v) et (v) => (1ii). Or, utilisant
(Par. 7, n° 3, lemmes 2 ot 3), on trouve que 1'hypothdse (ii bis) est stable par pas-

soge de A & tout snneau de fractions 57

A , relativement & une partie multiplica~
tivement ctable S de A . Prenant pour S un ensemble de la forme A"R' P un
idén) premier minimel de A , on trouve que S 'A est isomorphe su corps des fractions
k(p) et A/p (compte temu que A eﬁ réduit, ce qui résulte du fait que A est
isomorphe & un sous-annesu de A@®, k¥ , qui est réduit par hypothdse). Done
xs(_lg)tz»kk""1 est réduit, co qui Signifie susei quo k(p) est lindaivement disjoint
de W sur k (cor. au leme 2), et implique en vertu du théordme 1 (implication

(31 bis) =35 (1)) que x(p) ost séparable sur k . Cela montre que (ii bis) = (v).
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Enfin, (v) implique que A est isomorphe & une sous-kealgdbre de 1'algdbre produit des
k(p) , o8 p parcourt les idéaux premiers minimaux de A . Appliquant le théordme 1
(implication (i)==> (iii)) & chague k(p) , ot prenant une extension L. de k conte-
nant pour chaque p une sous-extension keisomorphe & une clSture algébrique de k(p) ,
on trouve que pour tout p , k(g)@xﬂ est £ ~isomorphe & wne sous-algdbre d'une
algdtre produit X®) , ou I(p) est un ensemblo convensble. Prenant pour I un en-
cenble somme des I(p) , on voit que le produit des k(p)®, Q. se plongs dane D,
d'sutre part en vertu de (Par. 7, n° 3, lemme 1) A@kﬂ. se plonge dans le produit
des k(p)®, Q. , donc susei dams QT , ce qui montre 1a validité de 1a condition
(4i1), et établit que (v) impligue (iii), C.Q.F.D,

N.B. = Autocritique. On a utilisé le fait que si A est un anneau réduit, et »

un idéal premier minimal de A , alors le localisé Ax oot canoniquement isomorphe au
corps des fractions de A/p . 5i Bourbeli tient & la proposition 1, il faudrait donc,
soit domner ici la propriété émoncée sous forme de lemme ad hoc, soit 1'inclure anté-
ricurement dans le sorite sur les emneaux réduits, idéaux premiers etc. préconieé dans
1'Appendice. (On pourreit éventuellememt feire un petit paragraphe & part, dans le
Chapitre V de théorie des corps, contemant les résultats d'algbbre plus ou moins comm-
tative dont on aimernit pouvoir disposer et gui n'auraient pas trouvé leur place dans
un Chapitre antérieur.) Si 1a prop, 1 est adoptée, il semblerait d’ailleurs plus reison=-
nable de la baptiser th. 1, le th. 1 actuel devenont corollaire (m. pour la disjomction
lindoire 1).
COROLLAIRE 1.~ Soient k& un corps, K mctmion%bri__gedo k, A une K-
ﬂﬁﬁ%gus A soit oéparable sur k , il faut ot il suffit que K coit sépara-
ble sur k , et A soit séparable sur K.

Lo "il suffit" o ét4 mis pour mémoire, étant établi sous des conditions plus géné-

rales dans (Par. 7, n° 3, prop. 12, (v)). Pour le "il faut", on note d'sbord que =i A
ost séparable sur k , il en ost de mfme du sous-ammean K , en vertu de (Par, 7, n° 3,



2w no 457
prop. 12, (i)). Resto & prouver que A est séparable sur X , ou ce gui revient au
néme en vertu de la proposition 1, gque A@xx"'@ est réduit. Or comme K/k est sépa~
rable, donc lindeirement disjoint de ¥ > , qui est algébrique sur k , on en conclut
que x@kk’.m est un corps, isomorphe au composé x(kpﬂm) N . Ce composé,
étant algébrique sur kp-m (puisgue K est algébrique sur k ), est un corps parfait,
comoe i1 contient K et est comtemidans K¥  , il est ismorphed KU . . Par
suite

1D, xp-m: A® (k@ kp-m) > AR W .
ot comme le dernier terme est réduit, A &tant séparable sur k , il en est de méme
du premier terme, ce qui prouve le corollaire.
COROLLAIRE 2.~ Soient k un corps 4'exposant caractéristigue p , A est une k-

algdbre, S uno famille d*éléments de A entiers sur k , Powr gue k[S] soit sépe-

rable sur k , il fout que 1'on ait k[S] =k[5P], ot cette condition est également

cuffisante lorsqu'on suppose S de rang fini sur k.

Posons K =Xk [S] , la relotion k[6]=k[5P] s'éorit cuesi K = k[KP]. On peut
évidemment dans 12 premidre assertion se borner au cas o S est fini, donc on est ra=-
mené au cas ou K est fini sur k ., On peut alors remplacer X pnr\mebuelinéa:.re
§ de X our k., S=(xi)ieI.anrque K soit séparable sur k , il faut et
il suffit que Spa(xip) soit libre sur Xk (en vertu de prop. 1) ou encore gue ce
soit une base (puisque K est do dogré fini sur k ), ce qui signifie K =k{s¥].

N.B.~ Le rédactour no serait pas opposé & un vidage de ce corollaire, qui s'est

borné & copier sur 1l'état actuel de Bourbaki.

2. Fermeture entidre et extension du corps de base.

THEOREME 2.~ Sojent Xk un corps, A une l-algbbro, B uno sous-al®dbrode A, C

1'ensenble des é1éments de K entiors swr |R, k' wwo extensionde k , A" , B,

ch }gﬂ;k‘-@_@wmtwnggwﬁmtm k-algtbres A , B , C par extension
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du corps de base, On idontifie B' et C* idesaous-a.}gbhreede A' , avec B'COC' .

Alors :

a) Si 1'extension k' de k est séparable, aloxs C! uthtmw

do B'dams A

b) En tous cas, si D' Qdésigne la fermeture entidre de B' dans A’,M
Ct< D' , et powr tout x'«D' , il exiote wn entier r=0 tel gue ¥ e ’
oh p est 1'exposant caractéristigue de k.(D\:C’P*ﬁ)

I1 est trivial que l'ona C' CD' , Montrons L'implication inverse lorsque k'
63t uno extension séparable de k . Supposons d'abord k porfait, On voit auseitdt
que si l'assertion voulue est prouvée en remplacant k' par une sur-extension k" ,
elle est égolement vraie pour k' « Cela nous permet de cupposer k' algébriquement
clos, 1'hypothdse k parfait nous assurant que toute extension de k est séparadble,
donc que 1'hypothdse de séparabilité n'est pas perdue., Nous savons alors (Par. 7, n° 6,
th, 1) que k eat identique au corps des invariants du groupe des k-automorphismes
de k' . Pour tout tel automorphisme g ; considérons 1'automorphisme correspondant
E-idAka de A' ; ona évidemment g(B') = B' , d'ol résulte par trensport de

structure que g(D') = D' . Comms ceci & lien pour tous les g , on conclut de (Chap.
IIT ...) que 1'on a D'zD@kk' sO8 D=D'"MNA.Comeona DDOC etque D est
évidemment entier sur C , on en conclut par définition de C que D=C , co qui
achdve 1n démomstration dane ce cas. Lorsque k est quelconque, considérons la cléture
parfaite k, de k (réf.), et posons kf =k & k', Comme k' estune extemsion
séparable de k , K eet‘tmeorm, extension séparable de k (Par. 7, prop. 12,
(iv)). Définissons A, » By + C; resp. A} , B} ,C! &partirde A, B, C parle
changement de corps de base k-—>k1 resp, k—bk{ « Utilisent 1'énoncé déja démontréd
dans le cas du changement de base k‘-blq » pour lo fermeture entidre I)1 de B‘
dans A1 s on trouve que la fermeture entidre de B} dans A{ n'est autre que

n-,‘=n0 k' . Par suite 1a fermeture entidre D' de B' dmns A' est contemue

lkii
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dans Di O A' , évidement égal & (D, N AMD k' . Or DN A est égal & 1a formeture
entidre C de B dans A (xéf. Por. 3), domc D' est contemu dems C' =C® X',
ce qui prouve l'assertion a) du théortme 2. (N,B.- On & utilisé le fait suivant, qui.
devrait donc figurer au Par, 7 dans le sorite des algdbres entidres : si A est une
algdbre sur un corps k , B une sous-algibre, k, une extension de k, 5.1 et B,
déduits de A , B par changemont de corps de bose, et oi enfin x€A , alors x est
entier sur B si et seulement si il est entier cur B, .) |

Il reste & prouver, lorsque k' n'est plus suppooé séparable sur k , que pour
tout x' € D' , il exiaste r>0 tel que x'PrEC' . Quitte & remplacer k' par ume
sur-extension, on peut supposer k' parfait, donc que k' contient une clture par-
faite I, de k . Démignant par D, la fermeture entiltre de B1=B®kk1 dons
A1=A®kk1 , on sait d'aprés ce qui précdde, appliqué A 1'extension séparable k'
de k, et & la sous-algdbre B, de A, , que D' =D® Lk, , ce qui nous ramine
aussitdt au cas ol K =k eat la cl8ture parfaite de k . Alors k' est limite
inductive de ses sous-extensions finies ki » qui cont des extensions finies radi-
cielles de k , et A' et B' sont respectivement limites inductives des
Ai:A@kki et n;"anekk;.mm i assez grand, x' provient d'un A! ,
ot de méme les coefficients d'une équation de dépendance intégrale de x' sur B
proviemnent, pour i asses grands, d'un Bi.Cecinousmbnomoaaul k' est une
extension radicielle finie de k . Mais alors il existe un entier r= 0 tel que pour
tout A'E€Xk' , on ait )"Prek.nmrémutequopuuwut XEA ,ona
x'preA.Sidonc x' oot entier sur B' , alors x'pr est entier sur B'pr,qm.
est contenu dans B , donc il est dans C , et a fortiori dans C' , Cela achdve la
démonstration du théordame 2.

COROLIAIRE 1.~ Avec les notations du théordme 2 pour k , A , k' , 51 k eot algébri-
gmentfennédzma A,otsi k' estmeutmaionsip&mblede k , alors k' est

algébriquenent fermé dans A' = AOk K.
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s
Oommmz.-SoLthmoorEl.Amhggm. B 1la fermeture sépe~

rable de k dans A (cf. Par. 7, n° 4, prop. 14, cor. 5), k' une extemsion de k ,
w\c aig
s‘lnnhlodo k!

A' =A®, k', B' = BO® Kk'. Alors B' est la fermeture
dons A' .

Il est évident que B' est entier ot séparable sur k (Par. 3 et Par. 7, n® 3,
prop. 12, (iv)), donc contenu dans la fermeture entidre séparable C' de k' dans A' ,
Prouvons done C'C B' . Or d'ap®s le th. 2, (ii), pour tout élément x' de C' il
existe un entier r=0 tel que 2P €5 . Comse B' [x*] est entier séparable sur
k' , il est égal & k[B',x'P7] (prop. 1, cor. 2), d'od on comelut par récurrence sur
8 qu'il est égal & k[B',x'ps]pmn'mt 8 . Faisons 5 =1r , on trouve que B'(x']
eet conteru dens B' , donc x' €B' , C.Q.F.D.

Nous allons domner une variante du théordme 2, meis pour 1'énoncer nous surons
besoin d'un réoultat suxiliaire :

LEMME 3.~ Soient k un corps, A une k-algdbre, k' et k" doux extensions de k,

avee k*C k", A'-Aﬁkk' - A."sAq:k“.Idmtiﬁ.om A' & un sous-anneau de

A" comme & l'accoutumé, Alors pour tout élément x* de A' , x' est un élément

régulier de A' si et seulement si c’est un élément régulier de A" ,

En effet, comme A" s'identifie & A'@k, k" , et 1'homothétie x!, dams A"

Aﬂ
s'identifio & X, Ok, k" , on sait, d'aprds les propriétée développées par ailleurs

du foncteur Qk, k" , que x!, est injectif si et seulement si x!, 1l'est. C.Q.F.D,

A" A?
COROLLAIRE 1.~ Avec les notations précédentes, 1'anneau total des fractions A} de A

g'identifie & un sous-anneau de 1‘annesu total des fractions A de A" , gui est sussi

isomorhe & 1'amesu total des fractions de A] @, k" .
Cela résulte en effet du fait que tout élément de A' qui est régulier dams AF
est régulier dann A" ,

COROLIATRE 2.~ Avec les notations précédentes, supposons que A soit un corps, et qu'on
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eit k' ’k(("i)iez) s O% (‘5.)1e1 eot une base de trawscendance de k" sur k.

Alors 1'armesu total des fractions de A@k k" = A" p'identific & A((xi)ie}ﬂ, kK" .

En effet, avec les notations du corollaire 1, cn a évidemment un isomorphiome
cononique Aj & A((xi)iex) » ot tout revient & prouver quo Aj®,, k" eat gl & son
propre cxmeau total des fractions, de sorte que notre corollaire se réduit su résultat
suivant :

LEMME 4.~ Soient k un corps, K wune extension de k , k' une extension algébrique

de k , alors K@kk' est égal & son propro anncau totel des fractions, i.e. tout

é1ément régulier de cet anncau est inversible.

En offet (por. 3), K =K@ k' eot entier sur K puisque k' est entier swr k,
d'ol aussitét le résultat en écrivant XK' comme limite inductive de ses sous-algbbres
finics sur K . (N.B.~ Bien entendu, lo lemme 4 est un remords du par. 3, qui de toutes
fagons devait Stve rééerit.)

PROPOSITION 2.~ Soient k un corps, L une extension de k , K uno sous-extension

de L, k' une extensionde k, K' (resp. L* ) l'anneeu total dss fractions de

E@, k' (resp. L®, k'). Sous ces conditions :

1)_83 K eatalgﬁbng\mmtfemédam L , ot si 1'extension k' de k est

séparable, alors K' esi intégralement fermé dons I° .

2) Si_tout élément de L algSbrique sur K esi radiciel sur K , alors pour tout

é1ément x' do L' entier sur K' , il existe une puissance p (r>0) de 1'expo-

T
sant caractéristique p de k , telle que »P ek .

On notera gque cet énoncé a un sens grféice au corollaire 2 du lemme 3, qui permet
d'identifier K' & un sous-ammeau de L' . Démontrons la proposition 2 4'abord dens
lo cas od k' = k((xi)iGI) est une extension pure de k , de sorte que 1l%on & alors

L' = I‘((xi)i eI) s Tom K((xi) 1&1) . Dans ce cas, la proposition est essentiellement
équivalente aun
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COROLIATRE.~ Soient K un corps, L unme extension de K , ("1)16.1 une famille

d'indéternindes alors la ferusture algébrigue de K((x,),,) dams L((x,)
Sgale & M((x), ;) » o0 M eatmfcmétmilgéhiigmda M dans L.
Comme H((x,), o;) est évidemment algébrique sur K((x,); c1) ¢ on oot réduit &

prouver gue tout &lément feh((xi)iel) algébrique sur K' = K((zi)ia) appartient
a M =H((xi)i€I) + On est romené eussitdt ou cas ol I eat fini, puio de proche en

1er) ot

proche au cas o I est réduit & un seul élément, do sorte que f est une fonction
rationnelle en ume varioble x . Ecrivons f sous la forme P/Q , o P et Q sont
doux polyndmes étrangero de L[] (xéf. Chap. IV ?? Cf. commentaires dans App. 4).
Ecrivant une équation de dépendance intégrale pour f sur K(x) , et chassant 1les
dénominateurs, il vient uno relation
() goPn+g1P°'1Q+...+chn =0,
les g €K[x], ot g, #0 . On conclut de cette relation que Q diviss g P, donc
étant étranger & P, il divise g, (réf. ...), de sorte que, quitte & miltiplier P
et Q par un méme facteur, on peut supposer Q=g, ,done QEK[x] . Par suite
P = fQ est algébrique sur K(x) , et on est romené & prouver que PE H(X] , i.e.
on est ramené au cas ol £ est un polynfme. Ecrivons donc

f=a°xn+...+an ’ aieL,
et prouvons que les g, sont algébriques sur X . Nous procédons par récurrence sur
lo degré de £ , 1'assertion dtant triviale si ce dernier est £ 0 ., Ceci nous ramdne

& prouver que le terme constant a_  est algébrique sur K (en appliquant alors

n
1'hypothdse do réowrvence 2 (f - a )/x ). Or considérons 1'équation de dépendance
intégrale (») (o) maintenant P=£ , Q=1 ), on y pout supposer que les g no
s'annulent pes tous simltanément & l'origine (quitte & diviser par une puiesance con-
venable do x ). Faisant la substitution x = 0 dans cetto équation,on trouve une

équation de dépendance algébrique pour nn=f(0) sur K , ce qui achdve de prouvsr

le corollaire.
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Pour prouver la proposition 2, 2° dans le cas pgénéral, on éerit k' comme une
extension algébrique d'une extension pure de k , ce qui, compte temu du corollaire,
nous raméme au cas ol k' ost une extemsion algébrique de k . Mais alors, en vertu
du lemme 4, K' et L' o'identifient respoctivement aux produits temsoriels K@, k'
ot L® k', et 1'assertion & pwouver est un cas particulier du théordme 2, b). Un
argument anslogue, invoquant cette fois-ci le théordime 2 a), prouve la validité de la
conclusion de 1a partie 1°) de la proposition 2, dans le cas particulier od k' est
uneoxtmionalgébnque_e_émvmumionpumde k . Or nous verrons au para-
graphe suivant qu’il en est ninsi, chaque fois que k' est uno extension séparable de
type fini de k . D'autre part, on se ramdne eussitt au cas ol 1'extension envisagde
k' de k oot de type fini, en dorivant k' comme limite inductive de ses sous=-
extencions de type fini. Cela achdve la démonstration de la proposition 2, sous réserve
(pour 1o partie 1°) de la démonstration du résultat du paragraphe suivant qu'on vient
d*invogquer ; le lecteur notera d'autre pert que ledit paragraphe est logiquement indé-
pendant du paragraphe présent.

N.B.= Au concours : éliminer le résultat en question de le démonstration du 1°
de 1a prop. 2. Signalons que la démonstration (par Cartier) dans le vieux séminaire
Cartan~Chevalley du corollaire & la proposition 2 se faisait égnlement par woie diffé-
rentielle (en utilisant le critdre différentiel d'étalité d'une extension de type fini).
Le rédacteur s'est fatigué & trouver ume démonstration plus directe, dams le but de
rendre le présent paragraphe (& 1'exception de prop, 2, 1°, quion peut rejeter dans
le par. suivant) indépendont du topis différentiel.

3. Algdbres géoméiriquement irréductibles et alsgdbres géométriquement intdgres.
THEORE'E 3.~ Soient k wn corps, A woe k-slgdbre, B 1'ameau réduit quotient de

A por son milradical (réf.). Les conditions suivantes sont Squivalentes :

(1) Pour toute extemsion k' de k, L@k k' est un ameon irréductible, i.e.
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son quotient par son nilradical est mtbg.

(L bis) I existe une extension séparablement close (réf.) k; de k , telle que

A@k k' soit un ammeaun irréductible.

(i ter) Pour toute extension étale k' do k, A®@, k' est un anneau irréductible.
(i) Pour toute extension séparable k' de k, B® k' est intdgre.
(ii vis) Il existe une extension séparablement close L' de k telle que B®k X!

soit intdgre.

(i1 ter) Pour toute extension étale k' de k, B® k' eet intdgre.

(iit) B est intdgre, ot si K désigne son corps des fractions, K, 1o fermeture

2lgébrique de k dans K (réf.), K est une extension radicielle (réf.) de k.

Notons que si C est un ammeau, et J un nilidéal de C , alors C eat irréduc-
tible si et seulement si C/J 1'est ; cela impligue d6ja que chacune des conditions
envisagéen est invariente quand on y remplace A par B , de sorte qu'on est ramené au
cas ou A est réduit, FNous prouverons le théordme 3 suivant le diagramme 4'implications

(1) =—==> (i bis)

(i ter)
(31)===> (i1 bis)

(11 ter)=—==3" (iii) ====(1) .
Les implications (1) =3 (i bis), (i) => (i ter), (ii) =2 (ii bis), (ii) = (ii ter)

sont triviales. Comme pour toute extemsion séparable X' de k , A@kk' eat réduit,
donc intdgre &i et seulement si il est irréductible, nous concluons aussitdt les impli=
cations verticales (i) => (ii), (1 bis) = (ii bis), (i ter) => (ii ter). Comme un
sous-anneau d'un amneau intdgre est intdgre, on voit que les conditions (ii bis) et

(ii ter) impliquent chacune que A est intdgre. Soient alors K , K commo dane

1'énoncé de (iii), et prouvons que K, (sous 1'une ou 1'autre des conditions précé-
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dentos) est une cxtonsion radiciclle de k . Notone d’abord qu'en vertu de (Par. 7,
n® 3, lemme 2), ot compte temu gu'un amnesn localieé d'un anneau intdgre est intdgro,
on trouve que 1'une et 1'outre hypothdse (ii bis), (ii ter) est otable par passage de
A & K. lLeo conditions envisagées étont également atables par passage & un sous—
anneau, on voit que Ko satisfoit & 1a méme hypothdee que A . L'implication
(ii bis) => (iii) ot (ii ter) => (iii) réoulte alors de la partie "il suffit" du
corcllaire suivant :
COROLIATRE 1.~ Soient k un corps, K une extension alpébrique de k . Pour que K

soit wne extension rodicielle, il faut et il suffit que pour une extemsion k' sépara-

blo et séparablement close de k , ou encore pour toute extension étale k' de k,

L'emnesu K@ k' soit intdgre (donc un corps, étant entidre sur k' ).
I1 nous suffira ici de démontrer le "il suffit", pour notre preuve du théordme 3,

qui & son tour implique trivialement le corollaive. Or si K n'est pas radicielle,
alors en vertu de (Pax. 7, n® 5, prop. 16, cor. 4) il existe une sous-extension étale
L de K do degré =2 . 8i k' ent, soit une extension séparablement close de k ,
soit une extension étale “asmes grande” de k , il résulte de (Par. 7, n° 2, prop. 5)
que L@k k' est diagonalisable, ot étant de degré = 2 , c'est donc un amneau non
intdgre, cé qui contredit 1'hypothdse (ii bis) resp. (ii ter).

Pour prouver lo théordme 3, il nous reste donc & établir 1'implication (iii) => (i),
qui est la partie non {riviale de la preuve. Il suffit évidemment de prouver que les
conditions (iii) sont stables par toute extension k'/k du corps de base, et pour ceci
on est romend & le prouver séparément dans les deux cas suivants : 1°) k' est une
extension pure de k , ot 2°) k' est une extension algébrique de k . D'ailleurs,
pour X' quelcongue, quitte & remplacer A par B , ce qui ne chonge pas la conclu=
oion qu'on veut établir, on peut cupposer déjh A intdgre. Comme alors A Qkk' est
isomorphe & un cous-anneav de x@kk' » on peut de plus supposer que A =K . Il faut
prouver alors que K @, k' est irréductible, et que le corps des fractions K' de
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son quotient par son nilradical est tel que tout élément de K' algfbrique sur k'
est radiciel sur k' . Or dans le cas 1°) c'est co quaffirme lo corollaire & la propo-
eition 2. Dans le cas 2°), un passage & la limite irmédiat nous ramdne ou cas oi k!
est une extension finie de k , de sorte que x@kx' est une algdbre finie sur lo
corps K . En vertu du théordme 2, b), pour tout &lément e de x@kk' qui est
entier sur K , il existe une puissance pr de 1l'exposant caractéristique p , telle
que eprék‘ » Appliquant ceci au cas od e est un idempotent de K®), k' , on trouve
que o&k' donc e=1, ce qui prouve quo X® k' est irréductible. Si K' est
son quotient par son nilradical, K' oot donc un corps (extemsion finie de X) . Soit
alors x'€K' algébrique sur K , et soit y'GK@kk’ relevant x' , alors y*
est entier sur k' (N.B.- sorite oublié dans par. 3), et en vertu du théorime 2, b),
il existe un r2=0 tel que y'prEk' » d'ol a fortiori x'pre.k' « Cala achive la
démonstration du théordme 3.
DEFINITION 1.- Soient k un corps, A ume k-algdbre. On dit quo A est géométrique-
ment irréductible (ou, si une confunion est & craindre, géométriquement irréductible

sur k) si elle satisfait les conditions équivalentes du théordme 3. Une extension K
8o k est dite primaire si elle est une algdbre géoméiriquement irzéductibdle.

N.B.- Le rédacteur a gardé la terminologie spéciale "primaire", dans le cas parti-
culier d'une extension, par piété. Il ne serait pas opposé au vidage de ce terme. Noter
que 1'expression “"algibre primaire" au lieu de "algdbre géom. irr." est monifestement
impossible (& cause des confusions possibles avec les sutres significations de "pri-
maire").

COROLIAIRE 2,~ Soient k un corps, A une k-algdbre. Les conditione suivantes sont

équivalentes :
(1) A est séparable et géomStriquement irréductible.
(i) Pour toute extension k' de k, A@ k' est intdere.

(i1 bis) Pour toute k-algdbre intdgre A' , A@kL' est intdgre.
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(i41)  I1 existe wio extension algébriguement close k' de k , telle que A®, k'

s0it intdgre.
(111 bio) Pour toute extemsion finfe k' de k, A® k' est intdgre.
(iv) A est intdcre, ot le corps dee fractions K de A est une extension sépa-
rable et primaive (déf, 1) do k.
C'eat clair, grfice & théoréme 3 et prop. 1.
DEFINITION 2.- Soient % un corps, A unme ke-algdbre. On dit que A est géométrique-

ment intdgre oi elle satisfait oux conditions éguivalentes du corollaire 2.

COROLLAIRE 5.« Soit k un corgps. Lea conditions suivantes sont éggvalmtu :

(1) Le corps k est séparablement clos.
(11) Si A et B sont deux k-algdbres irréductibles, alors A@kB est une

h-a_}_gbbra irréductible.

(13 bis) Si A ot B sont deux k-algdbwes intdgres, A®, B est irréductible.
(11 ter) Si K ot L sont deux extensions de k , alore K®, L est irndductible,

(i4i)  Touto extension de k est primaire.

C'est clair, grfice ou théordme 2. (N,B.- Si Bourbalki désire vider la variante
(i1 bis) et (ii ter) du corollaire, le rédacteur n'objecte pas,)
COROLLAIRE 4,- Soit k wun corps. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Le corps k est algébriquement clos.
(1) 51 A et B sont deux lk-algdbres intdgres, A® B est intdgre.

(i1 vis) Itou, avec A ot B deux extensions finies de k .

(181)  Toute extemsion de k est géomStriquement intdgre (4éf. 2), i.e. primaire et

séparable.

Comme k algébriquement clos signifie : k aépareblement clos et k parfait
(Par. 7, n° 7, prop. 23), le corollaire 4 résulte de la conjonction du corollaire 3

et de la remarque du n® 1.
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A 1'usage des membres fondateurs, s'il em reate :
COROLIAIRE 5.~ Soient K une extension d'un corps k , {2 une surextension algébrigue-

mtcloao.l’burg_zg K eoitmom;n-imiredo k,iltnntotilaufﬁtﬁ

X soit linfairement disjointe de 1a fermoture séparable k  do k dans (O (Par.7,

n° 4, prop. 14, cor. 5), ou encore quo K soit linfairement disjointe do toute souse
extension étale k' de Q2 .

Comme les k' envisagées sont précisément les sous-extensions finies de ks
(Par, 7, n® 7, prop. 22, cor.), les deux conditions énoncées de disjomction lindaire

sont bien éguivalentes (réf,). D'antre part, comme k_ est une extension algébrique
de k , 1a disjonction lindnire de K et k  sur k signifie simplement que t@kk‘
eot intdgre, ce qui en vertu du critdre (ii bis) du théordme 2 équiveut au fait que K
est une extension primaire de k . On prouve de méme, A l'aide du cor, 2 :
COROLLAIRE 6.~ Soient K , k , S comme dans le cor. 5. Pour que K goit une exton-
sion primaire eéparable de k (i.e. soit uno k-algdbre géométriquement intdgre), il
faut ot i1 suffit que K soit linfairement disjointe de la fermeture algébrique ik

de kdamQ,ouencoreﬁ K soit linéairement disjointe de toute sous-extension

finjie X do 2.

H.B.~ la notion "extension primnire ot séparable” est appelde chez Weil “"exten~
sion régulidre”. On ne peut adopter cette terminologie, qui conflicte avec celle
d'anneau régulier, qu'on ne peut pius gudre eonger & changer. Il neo semblo pas que la
notion soit assez importante pour qu'il faille absolument trouver un mom lapidaire,
plus court que “géométriquoment intdgre" utilisé par le xédacteur de ses lignes (qui
se trouve fort bien de cet usage, comme de bien entendu).

Pour terminer, n'en déploise aux canons esthétiques du Haftre, voici le sorite
des notions introduites dans le présent mméro, résumé en une propostiion & six points :
PROPOSITION 3.- Soit k un corps.
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(1) Soit A wme k-slgdbwe.Si A est glométriquenmnt irnéductidle (vesp. géomstri-
quement irtdgre) il en est de méme de toute sous-algdbre de A , ot de toute algdbre de
fractions de A .
(i1) Toute limite inductive filtrente de k-algdbres géoméiriquement irréductibles
(resp. géométriguement intdgres) est itou.
(1i1) Soit (A;),c; woo famille do lk-algdbres, A 1'algdbre produit. Four que A
soit géombtriquement irréductible (resp. glométriquement intégre) il faut et il suffit
que pour tout i€I, A, le eoit.
(iv) Soient A et B doux k-algdbres. Si A et B sont géoméiriquement irréducti~
tles (resp. géométriquement intdgres) il en oot do miwe do A®, B, et 1a réeiprogue
oot vyaie si A et B sont non mulles.
(v) Soient A wne k-olgdbre, k' wne extension de k . Pour que A soit géométri-
quement irréductible (reop. géométriquement intdgre) il faut et il suffit que la k'~
alghtre A®, k* lo soit.
(vi) Soit K une extemsion de k , et A wume K-algdbwe. Si K est géom$triguement
irréductible (resp. géométriquement intdgre) sur k , et A est géom. irr. (resp.
géom._intdgre) sur K , aloze A gst géom, irréd, (rosp. géom. intdgre) sur k.

Le lecteur admirera (déplorera) la symétrie avec la prop. 12 du per. 7, n° 3, dé-
parée esulement pexr 1'oubli dans ladite de la limite inductive filtrante. La démonstra-

tion se fait par le mlme 8ne qui trotte. Le (i) résulto de la définition et du fait
qu'un sous-anncau ou un localisé d*un amean irréductible (resp. intdgre) est itou.
Argument analogue pour (ii). Dons (iii), méme argumet, en utilisant le par. 7, n° 3,
lemme 1, ot pour la réciproque le (i) déja établi. Pour (v), voir la démonstration de
son homologue dans loc, cit. Celn nous raméne dans (iv) eu cas od k est algébrique-
ment clos, et & prouver alors que le produit tensoriel de deux k=-algdbres irréduo-
tibles (resp. intdgres) est irréductible (resp. intdgre). On est ramené auscit8t, pour
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cela, & 1'énoncé recpé, qui est contenu dans le cor. 4 précédent. la réciproque dans
(iv) est conséquence immédiote de (1). Pour (vi), compte temu de 1'assertion analogue
dans loc. cit., on est ramené & prouver 1l'assertion non respée, et pour ceci, que pour
toute extension étale k' de k, AQ®, k' ost irréductible. Or AR k' = A (K® k')
et 1'hypothdse de primarité sur K/k implique que K® X' oot un corps, extension
étale de K , done A@IK' est irréductible d'aprds 1'hypothdee faite pour A/K ,
C.Q.F.D.

COROLIAIRE 1,- Soient k un corps, A ume k-algdbre (resp. une extension de k ).

Pour que A soit géométriquement irréductidle (resp. péomStriguement intdgre) il faut
et il suffit quo touto sous-algdbre (resp. toute sous-extension) de type fini de A

1o soit.
Cela réoulte aussitdt de la conjomction de (i) et (ii).
COROLLAIRE 2.~ Soient k wum corps, K mactemd.onalgm.qmde k, A uwe K-
algdbro non mille. Four que A Soit géométriquement irréauctible (resp. séparable,
resp, géom. intdgre) sur k , il faut et il suffit que K soit géom. irréd. (resp.
séparablo, resp. géom. intd.) sur k , et quo A soit géom, irréd. (resp. séparcble,
resp. gom. intdgre) sur K.
Le i1 suffit a déjd 6t6 wvu dans (vi) et par. 7, prop. 12 (v), prouvons la récipro-

que. Ia conclusion sur K/fk est contenue dans (i), reste & voir que si A est géom.
irréd. (resp. eéparable, resp. géom. intdgre) sur k , il 1'est sur X . Dans le cas
non respé, désignant par k une clSture séparable de k , le fait que K soit algb-
brique et géom. irréd. sur k (donc redicielle sur X ) implique que XK@k estun
corps, extension algébrique de ks,doncsépumblmantcloseom ka.etoome

A@kka = Aex(mkks) est irréductible, il résulte du critdre (i bis) du th, 3 que
A est géométriquement irréductible sur K . Dans le premier cas respé, désignant par

kp la cl8ture parfaite de k , le fait que K est algébrique séparable sur k im~
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plique que ‘%“p est un corps, extension algébrigue de corps parfait kp.dono\m
corpe parfait (par. 7, n° 6, prop. 18). Ceci dit, LOkk.p BAQK(KOkkp) est réduit
d*aprds 1'hypothdse de séparabilité pour A/k , ce qui impligue que A/K est également
séparable en vertu du critdre de prop., 1 (ii). Enfin, le deuxidme cas respé résulte

aussitft de la conjonction des deux cas déja traités.
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§ 11. Dérivations et différentielles dans les vorps. (Plan),
e — - — e — ]

1._A_1§[éhroe formelloment lisses, resp. non ramifides, recp. étales.

Tous les ammsoux et algiébres sont commutatifs.
DEFINITION 1.2.- Une algdbre B sur l'anncau A est dite formellement lisse (resp.
formellement mon ramifiée, resp. formellement étale) si pour toute algdbre C sur A,
toute extension E de C por um idéal milpotent J , et tout homomorphisme de A-
algdbres uO:B»c.ummmﬁ(mp.mgmm,mp.Wm)
homomorphieme do A-algdbres u : B> B gqui reldve u .
PROPOSITION 1.2.~ Dans cette définition, on peut se bormer sucas C=38, u°=1dn,

et J de carré mul, donc A demander 1'existence (resp. 1l'unicité, resp. 1'existence et

1'umicité) d'une trivialisation pour une extension de A-algdbres de B par un idéal

de carré mul.
Clest immédiat,
REMARQUE 1.3.~ Formellement étale = formellement lisse + formellement non remifiéy
Exemple 1.4.~ Soit (X,) une fawille d'indéterminSes, alors 1'algbbro de pom
AT(X,),or) est formellement lisoo sur A .
Sorite 1.5.~ (i) Stabilité par changement de bese A —> A' ,

(11) Trersitivité : si C oot formellement lisse (resp. ...) sur B et B formelle~

ment lisse (resp. ...) sur A , alors C est formellement lisse (resp. ...) sur A.

(ii1) Stabilité par localisation en haut (passogo de B & 57's ).

C'est tout immédiat.
COROLIAIRE 1.6.~ _S_:_._ k est vn COXPa, toute extension re de k est formellement

lisse sur k . (Elle est formellement étale sss 1'extension est triviale.)

Résulte de 1.4 ot 1.5 (iii).
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2. Propriétés différentiellos des algdbres formellement lisses.

PROFOSITION 2.1.= Soit B formellement lisse sur A , A ma@Mm k . Alors

la suite 4'homomorphismes canoniques
0 - QAAGA - aB/k ’SIB/A

eot exacie et splitte.

AC
Cf. BGA O 20.5.7. ] onlaen AQB—‘-
N.B.= Un complément inté t, mais quon ne peut donner dans Bourbaki faute de

disposer de la notion voulué, est que 'Q'B/A est un E-module projectif,

PROFOSITION 2.2~ Soient B une algbbre sur A, J wnidéalde B, C=4/, et
BUPPOSONS C formellement lisse sur A , Alors la suits d'hnmmm‘eus canoniques
1
0—->J/JZ->QB/A80-=>QC/A—> 0

est exacte et a’gl:.tte.

Cf. BGA 0., 20.5.12,

v
PROFOSITION 2.3.- Soit B wme %. Pour guoe B soit formellement non ramifiée

sur A , il fout et il suffit que l'on ait .(7.;/‘_ =0 , i.e. que toute A-dérivation de

B dams un Bemodule M soit mulle,

Coln pro.viemt du fait que, sous les conditions de 1.2, les splittages de 1'exten—
sion envisagée forment un ensemble vide ou principal homogéne sous le groupe des A=
dérivations de B dans J .

COROLIAIRE 2.4.- Soit B une A-nlgdbre formollement Stale, A 6tant une k-algdbre.

Alors 1*homomorphisme canonique QL/kGB - ‘O"B/k est un isomorphismo.

On conjugue 2.1 et 2.3.

3. Caractérisation différentielle des algdbres 6tales sur un corps.

THEOREME 3.1.~- Soient k un corps, A ume kealgdbre do type fini. Conditions équi~

valentes :
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(1) A est étale.

(i1) A est forwellement étale. Uers A 6"“'6

(1i4) A est formellement non ramifie, i.e. .Q}Vkao.
Démonstration. (i) => (ii). On peut supposer A une extension étale de X,

donc de 1a forme k[X]F k{X], ob PE k[X] est wn polyndme séparable. Soit x €A
défini par X , et soit E une extension de A por un idéal J de carré mul, & mon-
frer que x so reldve en un élément y satisfaisont F(y) = 0 . On choisit “au hasard"
wn élément 2 relevant x , ot on cherche z&J tel que Fle + 2) =0 , i.e.

F(a) + F(a) 2 = 0 , ce qui se résoud par 8 = = M)/ (a) , compte tomu que ¥
étant séparable, ona F(a) = F'(x) #0 .

L'implication (ii) ==> (iii) étant triviale, il resto & prowver (iii) = (i).
Faisons d'abord le démonotration lorsque A est déja supposé finie sur X . Quitte &
feire une extension sur le corps de base k , on peut supposer k algébriquement clos,
puis on peut supposer A local, donc extension dé k par un idéel nilpotent m . Mais
w/a® , étant scomorpho & Q11 @k , eot mil, dono =0, dono A=k , on gagne.
Reste & prouver que lo condition (iii) implique que A est fini sur k . Quand on dis-
rose d'un peu d'Algdbre commutative, on peut encorve procéder comme dessus, en se rame-
nont au cas k alg. cloa et notant que pour tout idéal maximal m de A, l'amcaun
local noothérien A est tel que g/gano,donceetréduithsoncorperéaiduol,
donc tout point forné de Spec(A) est isolé, et on gagne. Dans le cadre du chap. V,
on peut domner une démonstration per récurrence ocur le nombre n de générateurs de A
sur k, lecas n<1 étant immédiat. Si a>2 , soit x, le premior générateur,
ot soit B=k[XJCA , & prouver qu'il n'est pas possible que x ooit transcendsnt
eur k . Sinon, soit en effet B' =Xk(x) le corps des fractions de B , ot
A' =A@ B C B . Alors la relation 2!, =0 implique .Ql/nzo,doncpnr
changement de baseo -Q-;,/A,=o.dm1nrhypothbaodszéoum B' e¢st étale cur
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A' , d'ol on conclut que .Ql,/k Q-'Q;,/RQB, A' en vertu de 2.4, Comme
D.;,/kfo;/kQB B' oot libre de rang 1 donc mon mil, et que A'= B' est mon
mil, on conclut que D.A,/k;éo » or le premicr membre est localisé de Q;/k qui est
mil par hypothdse, d'ol une contradiction.
COROLLAIRE 3.2.- Soit k un sous~corps parfait de k (par exemplo lo corps premier),
alors les conditions de 3.1 équivalentes encore 4 lan suivante :

Gv) Q! ® A —= 0!, oot un isomorphiome, i.e. pour tout A-module M
l"/ko k A/“"o Zi = ;
toute ko-dérivation k ->» M se prolonge de fagon unique en une ko-dérivation ADE .,
BEn effet, (ii) implique (iv) en vertu de 2.4, et (iv) => (iii) puisque Q‘}./k

est isomorphe au conoyasu de 1'homomorphisme envisagé dans (iv).
COROLIAIRE 3,3.~ Extension de 3.1 au cos o A , ou lieu d'8tre une algdbre de type fini

sur k , est localisée s™'3 d'une tolle algdbre B (_ggr exemple lorsque A o=t ume

extension de type fini de k ).

Cela résulte facilement de 3.1 oous la foxrme envisagée, compte temu qu'on aura

1 1 i~ 1 1 3 g
'Q'A/k" QB/ken‘\':S 'Q'Bh: s ot commo ‘Q'A/k est un module de type fini, s'il
devient mul par localisation par rapport & S , il existe &S qui l'onnule, de sorte

que 1l'on peut appliquer 3.1 & 1l'algdbre de type fini Af .

FROPOSITION 3.4.~ Soient k un corps, A une algdbre entidve sur k , J le nilradi-
cal de A , AonA/J, A' (xesp. A",)laclatureaémblede k dans A (resp.

dans A ). Alors lo morphisme canonigue A—> A  induit un isomorphisme

P : A'~> A’ . Pour tout x EA! , §-‘(x"’) est 1l'unique élément de A relevant x

ot séperablo sur k , a fortiort & est 1'uniqus homomorphisme de lk-algdbres do

A"’ dans A qui reldve 1'inclusion de Ac" dans Ao -

Démonstxation. Comme P est évidemment injectif ( A' étant réduit), pour prou-

ver que c’est un isomorphisme il suffit de prouver gue tout élément x de Ac" pro~
vient d'un élément de A' (manifestement unigue), ce gui prouvera 3.4. Or il suffit
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pour ceci d‘appliquer & 1'algdbre kfx] 1timplication (i)=> (ii) de 3.1. On conclut
sussitbt de 3.4 :

COROLLAIRE 3,5.~ Toute algdbre entidre séparable sur un corps k ent formellement

étale our k ,

4. Caractérisation différentielle des extensions séparables : cas des extensions de
type fini,
mfn&hm:td.-&)ient k un corps, K mutmnionde‘tx_peﬁnida k.AlorsQ;/k

o8t un vectoriel de dimension finie sur K , ot on a

(x) deg tr Kk < mngx.Q;/k <
De plus les conditions suivantes sont €quivalentes :

(1) E est une extension séparable de k .
(1i) L'inége1ité () est wno épalité.
(ﬁ.i) K ecst une extension étale d'une sous-extension pure.

On prouve d*abord le
1
COROLIAIRE 4.2.~ Soient XypesesX €K , alors les wi engendrent 'Q'Kﬁt 8i et
seulement si K est une extension étale de k(x1,...,xu)=K' >

En effet, on utilise le critdre difféventiel a'étalité 3.3, en motant que 21,
eot isomorphe & 'Q';{/k divisé par le sous-espace vectoriel engendré par les d!/k’i -

Le corollaire 4.2 implique auseitBt 1'inégalité (#) ot 1'implication (1i) =) (iii).
D'autre part (iii) implique trivialement (i), et il reste & prouver que (i) implique
(ii). Pour ceci, voir le texte Bourbald imprims, p. 142,

On pourra, ei on veut, introduire (comme dans 1'anciemme rédaction) la terminolo-
gle : bese de transcendance séparante ; cela ne semble pas indispensable. Notons aussi :

COROLLAIRE 4.3.~ Les conditions précédentes impliquent la suivante :

(iv) K est formellement lisse sur k .
Celn résulte cn effot de la trensitivité 1.5 (ii), de 1.6 et de 3.1.
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COROLIAIRE 4.4.~ Soit ko mm—oozpde k.Alnrsluoondiﬁ.omdaB.\Mnt

la suivante :

(v)  L'homomorphisme Q4 4 ®, x> Q.4  est injectif, i.e. toute k -dérive-
° °
tion de k dans K pe prolonge en une ko-dénvaﬁ.onda K dans K .

On utilise 4.3 et 2.1,
Remarque 4.5.= Nous verrons au n® 7 que les conditions (iv) et (v) sont méme équivalen-
tes & 1a condition (i), pourvu que dans (v) on suppose que k est parfoit (et sans
supposer nécessairement K de type finmi sur Xk ).

-

5. p~beses.

Dans le présent n® et le suivant, p désigne un nombre premier, et sauf dans 6.9
tous leo armesux emvisagés sont de caractéristique p . VKl Suppaen BFCA 3
DEFINITION 5.1.~ Soient A wn smmeau, B wne A-algdbve, (x,).c. une famille d'élé-

ments de B . On dit que cette famille est une famille p-génératrice sur A (resp.

est p-libre sur A , resp. est uno p-base sur A ) si la famille des monSmes

1eﬂ; xini (@ (n)e& _z_(I) » 0€n,<p pour tout i) est ume famille génératrice

(resp. libre, resp. une base) du A-module sous-jacent & B . Si A=E , onomet la

référenco & A , ot on dit sussi famille p-génératrice (resp. ...) abeolue.

5¢2.= Pour que (x,) s0it we famille p-génératrice, il £, et s. qu'elle
i

engendve B comme algdhre sur A[ B,
PROPOSITIOR 5.2.= Soient A —> B —>C deshonomorgbimesd'm, tels que

m(B—>C)D0C", M uneparticdo B, KN wne partiede C.

a) Si M est p-génératrice dans B sur A , ot H est p-génératrice dams C sur
B,alors NUR est p-géubratrice done C sur A .

b) Si M est une p-basede B sur A, alors N est p-libre sur B si et seule-

ment si MNUN est p-libre sur A .
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Clest mt, cf. EGA ON 21.1.10,

THEORRHE 5.3.= Sodent k un corps, K une extension de k , S une partie p-géné-

ratrice de K sur k, LS une partie p-libre do K sur k . Il existe alors une

pbase B de K sur k telleque LT BCS ., En particulier, toute extension de

k admet une pebase sur k .

Démonstration par application facile de Zomm (cf, EGA Ory 21.4,2), en utilisant le
LEMME 5.4.~ Pour qu'un élément x de K soit p-lidre sur k , il f. et suffit que
x¢k(Kp) 2

COROLLATRE 5.5.~ Pour gu'une famille ("1)5.&1 d'éléments de K soit p~libre sur Ik ,

il f ot s gque pour tout i, x; n'appartienno yas au corps K, engendré per &(xP)
ot los x, avec j#i.

6. Dérivations et différentielles en cnmc*béristiﬂ P

PROPOSITION 6.1.- Soient A un mxmeau, B une A-algdbre. Alors :

a) Pour tout B-module, toute A-dérivation D do B dams M o'onmie sur 3P,

donc est wie A[BFJ-dérivation. S8i A et B sont des corps, D est méme une A(EP)-

dérivation.
b) L'homomorphisme canouigue

1 1
Qo= Cpppey
est un isomorphisme. Do méme, & A of B Sonk das anips, M homomorplitma

1 1
'Q'B/A-b 'Q'B/A(Bp) ‘
Par suite, en car. p>0 , pour 1'étude des propriétés des dérivations resp.
différentielles d'wne A-algibre B , on so ramine généralement ou cas ok A est wn

souve-ammean de B contenant Bp.

PROPOSITION 6.2.~ Soient B un ammeau, A un sousearnesu contenant BY » (:1)161

une p-base de B sur A, I un A-module. Alors :
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a) Pour qu'une dérivetion D de A dans L se prolonge en une dérivation do B

dme L , il faut ot suffit que D s'smmle dams B,

b) lorequ'il en est ainei, pour toute famille (’1)161 d'é1éments de L , il

existo une dérivation D' et une seule de B dans L , prolongeant D , et telle que

D'(xi) =y, powr fout i.
Cf. EGA 0Iv 21.2.3., ol cette propogition est présentbe comme cas particulier d’ume

autre plus générale, concernant le prolongement d'un reldvement partiel A=>E, o
E oot une extension de B par un idéal nilpotent. - Le dictionnaire habituel en
termes de différentielles domne :

oomnumsa.-mmto

We B —b'ailﬂ ) QB/A -> 0

est exncte et scindée, et la famille (dB/Ai 1E1 forme une base du B-nod\ne-Q-B/A.

COROLLAIRE 6.4.- Soient A un ammeau, B une A~algdbre admettant une p-bage

1
(x:l.)ieI , alors la famille (dnlp.’i)zex est une base de ‘QB/A sur B,

En offet, grfice & 6.1 on est remend ou cas ot BT AC B, ot on est alors sous
les conditions de 6.3.
THEOREIE 6.5.~ Soient k un corps, K wne extensionde k, (x,),c; e famille

d'éléments de K . Pour que celle-ci soit p-libve (resp. p-génératrice, resp. une
p-base) sur k , il faut et il suffit que la famille (dx/kxi)iel soit une famille

libre (resp. génératrice, vesp. une base) du K~-module 'Q;/k'

Cf. EGA OIV‘ 21.4.5.

COROLIATRE 6.6.~ Pour gue QLo 4 = 0 , 31 fout et 31 ouffit que X = k(x?) . Bu parti~

culier, si k est perfait (par exemple est lo corps premier) cela signifie que
O} =0 (module des différentiellos ehsoiues), ou cncore que K est parfait.

COROLIAIRE 6.7.~ Soient X ume extension de k s 6t x€EK. Omdiﬁomﬂnmm :
(1) xfk(lp) .
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(i4) dx/kx;éo-

(iii) L'élément x est p-libre sur k.

FROPOSITION 6.8.~ Soient B un amneau réduit, A un sous-amneou contemant BF . Sup-

bosons que B admetie une p-~base sur A, ot qus A admette une p-base sur B

(conditions vérifides si A et B sont des corps, en vertu de 5.3). Alors, on a un

isomorphicme canonique
(@) P re(Ql®, 3 > Q)
envoyant 1'élément (dB /Ax) (p) du premier membre en 1'élément d,x ® 4! du second.
Cf, EGA Ory 21.3.5. Pour un B-module M , on a posé ul®) _ u@n(n.@ ol
(8,2) aésigne B considéré comme B-algdbre & 1'eide de 1'homomorphisus
P xmn 2P,
THEORIME 6.9.~ (Egalité de Cartier). Soient I un corps de caractéristigue quelconquo

(N.B. la caractéristiguo mille n'est pns exclue), X ume extension de type fini. Alors

1
L

'Ql/x et L/K=Ker(.Q-;®KL—i> L) sont des vectoriels de dimension finie

sur K, etona:

rmL‘QI’»/K % rangbfﬁ’/x = deg tr L/X .

Cf. EGA 0., 21,7.1,

v
COROLIATRE 6.10.= 0n o rang; 21 » 3 dog tr L/K , avee &galité ol ot soulement oi

1'homomorphisme canonique Q;@x L-> .D.;‘ est injectif, i.e. sss toute dérivation

de K dans 1 ge prolonge en une dérivationde L dems L .

N. B,= Ceci établit 1'équivaience des conditions (i1) et (v) du n° 4, anncncée
dans 4,5,

7. Caractérisation différentiolle des extensions géparables : cas général,

méonim’m.— Soient K une extension d'un corps Ik , k, un sous-corps porfait de

k (par ex. le corps premier). Conditions équivalentes :
(1) K est wne extension séparable de Ik .
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(i) X est une algdbre forhellement lisse sur k .

1

(141) L'homomorphicme canonique Q.;/kookx -»Omo est injectif, i.e. toute

l:o-.dénlvationde k dens K se prolonge en une ko-dh'ivationde K dans lui-ufme,

Démonstration. (i) == (ii), Le cas o) X est une extension de type fini de k

ost d6jd conmu (4.1) et on peut passer de 13 au cas général par un passage & la limite
(maon, 19.6.1), indépendant de toute considération différentielle, mais qui a 1'in-
convénient de se rédiger assez mal avec les moyens dont Bourbaki dispose ici, puisqu'il
v eot question de 1'homologie d'un certain complexe & la Hochschild. Il sera donc sans
doute plus simple de distinguer deux cas :

1°) k de caractéristique mulle, alors K est une extension algébrique sépava-
ble d*'une extension pure de k , et on conclut comme dans 4/3, en utilisant ici 3.4
au lieu de 3.1 ;

2°) k¥ decar., p>0.,
On a alorc un énoncé plus précis :
COROLIATRE 7.2.~ Soient k un coxps de car. p>0 , K une extension sépavable de

X o (zi)iél une p-basede K sur k, E une k-algdbre extension d'une algdbre

c garlmidéalniljotmt J, u:K~—>C un homomorphisme de k-gbbres,etgur
tout iE I , soit yieﬂ relevant u(xi).mmumtemgm k~homomorphismo

v:K—>E tel que v(xi)=yi pour tout i .
Pour 1a démonstration, of. EGA Opy 21.2.7 (qui donne un énoncé plus général,

sans corpe).

Liimplication (ii) ==>(iii) étant évidente (2.1), il reste & prouver (iii) = (1).
Or si k est de caractéristique mulle, il n'y a rien & prouver. Si la caractéristigus
est p>0 , soit (‘1)161 une p-base absolue de k . Il xésulte alors du critdre
de péperabilité de Mac-lane que K/k est séparable si et seulement si (x;) est p-
libre dans K . Or celn signifie que les dy(x,) forment un systdme libre sur K
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dans Q. . Comme co cont les images des 6léments & x, do )@ K, qui forment
une base de cet espace, on voit bien gue (iii) implique (i). Cela achdve lz démonctras~
tion de 7.1.
Remarque 7.3.- Compte temu de 1'6galité de Cartier, le théordme 7.1 redomne 1'équiva-
lence des conditions (1) et (ii) de 4.1 (gui était la pertie non triviale de (4.1),
pour laquelle on a renvoyé au texte imprimé de Bourbaki). On pourrait done (avec avan-~
tage pemble~t=il) reporter 4.1 en corollaire & 7.1. La raison pour laguolle j'ai gardé
une démonstration directe do 4.1, est que la démonstration en question eet indépendante

des phénomdnes spécieux & la caractéristique p>0 .
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APPENDICE

n%‘#‘i’i

N

1. Déeongisition d'un amesu en poduit fini d'snneaux.

ol

PROPOSITION 1.1,~ Soient A un ammeau, I un encemble fini, Désignons per B(A;T)

1'ensemble des familles (°i)ie1 d'816ments centraux de A , indexées pexr I . telles
e — — ~ - e

quon ait
°§ = ‘g ;) pour tout k1,
oioaao pour 1, iSI, i#3.

Z{°i=1°

Désignons par D(A,I) 1'ensemble des familles (ai)iGI , indexées par I , d'annesgux

i
des homomorphismes cenoniques A —> Ai , goi% un isowmorphisme. Soit

quotients A, de A , telles que l'hcmmrgﬁm'éanoniquo A= Tl'.. Ai s Géduit

-

¢ : D(A,1) —> B(A,I)
1'application définio do 1a manidre suivante : gi 4= (A.), - & D(A,I) , ot s: u

déaigia 1'isomorphiame canonique A —a."(;l' Ai s Gésignons par e{ 1¢é1ément do
—lTA dont la composante d'indice J est dgmlod 0 ai j# 4, dgels & 1élément
i -

2 -l : .
wité dg A, =i j=4, ot posoms e, =u (ei) . On pose alors #(d) = (°i)1€.1 4
Ceci posé, 1'application précédente ¢ est bijective. S5i e = (o). . & B(A,I) ,
B - asee—eaememmn  —em 17iel

lfunique 6lémont d = (A);cr el aue $(d) = o esh défini rar 1o condition :

A, = A/ 3% o ; ‘u‘\_...--

de plus, l'application

vi:eiﬁ.-—>;\i i

induite par l'applicetion canomique A —> A, est bijsctive et sppliqua o, Bur

1'é1ément vnité de A, .

Remargue 1.2.~ On peut donc dive quo 1'application précédente e.A —> A; induit un
isomorphisme d'amnsaux, lorsquo 1'idéal e, A est mwnd des loic d'addition ot de muli-

|
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plication induites pav celles de A , qui font de oiJL un amnesu admetiant e, comme

é1ément wnité. On fera attention cepondent gque pour cotio structure d'ammesu, oA

nfpst pas en général un sous-annean de A ; c’est pourquoi nous nous gardercns toujoura

d'identifier 1'smmesu quotient ‘“‘i de A avec 1%idéal eiA de A .

Remarque 1.3.= Soit (Bi)iel une famille d'cmpesus (pas ndcesseirement des annesmux

guotionts de A ) et n : A —> T;T B, wn isomorphisme. Alors chacun des homomorphisnes

composants w :A—>B et évidemment surjectif, donc se factorise de fagon unique

en un composé A —> A; —>B, , o A—> A, "@st vn homomoyphisme cancnique sur un

anngau quotiant, et Ai--=> B:L un isomorphismo. Par suite, u Bse factorisc enm ur composé
k-—->TTAi —_— TrBi 3

od 1a premidre flidche correspond & un éldment bion déterminé de D(A,T) , of la deuxidms

est dfduite do la famille des isomorphicmoen Ai—-b Bi « On peut dome dire & un isomom-

phisme prds, tout isomorphicme tel gue u : A —> {1 B, peut Stwo défini par une

famille o = (o), o< E(A,I) § détormine do fagon uaique.

Remarque 1.4.- On appelle idempotent d’un anncou A feut élément o do A %ol que

ez=e.0nditparfoismiedmmmts @ et £ de A sont "oxrtho " Bl

gi ona of = fo = 0 ! On peut donc dire gque los éldmexts de E(A;I) eont les familles
idempotents cenireux, mutuellement orthogoraux, do somme 1 , indexées par I .

COROLLAIRE 1.5.~ Y1 y e wne cormespondance biynivogue cnfre 1°enseuble des couples

(A*,A*) d&'anncaux quotients de A tels quo 1"homomorphisme canonigue A ~—> A! x AY

soil un isomorphisne, ot 1'ensemble des idempotenis centraux de A .

Pn offot, il suffit d'établir uno bijection entre ce dernier ensamblo et 1'ensemble
B(AsI) 00 I= { 1,2 } s ot pour ceci il suffit de feire corresponire & l'idenvotent
centzel o 1o couplo (o,1 = @) o

DEFTHITION 1.6.- Soi%s A un sxmesu. Op dit que A ost indécomposablo si- A n'esi pas

(et s A At is Soaniives Svmg st

ml , et ei A n‘estyimrgo&mgmtdadmmmmlo
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Par example, un COXps, un epnesu commtatif intégre, sont indécomposables.
Cempto temt do 1.5 et de 1.3 on obtient :

PROPOSITION 1,7.~ Pour gue lfannesu A S0it indécomposable, il faut et il suffit que

Gz
A#0 etv0 ot 1 soient los souls idempotents cenireuxz de A , ou cnooro, guo 4

ait exacterent deur idempotents centraux,

Remarque 1.8.~ Adnsi, pour quo A so0if indécomposable, il faut el il suffit que son
centre le soil, co qui nous ramdue an cas d'un annesu commuteiif, ¥ Drautre part, pour
qutun anneau commtetif soit inddcomposeble, il feut et il caffit que son specire pre-
mior soit conpexe. .

PROPOSITION 1.9.- Soient A un ewmmeon, Les conditions suivantes sont douwivalentes :

(1) A est isomorphe eu produit d'ume famille finio d'amesux indécomposables.

(i4) 1) cxiste une famille finie d'idempotonio centraux o, dans A , mituelle-

ment orthogonsux (1.4), do scume 1 , dont chacun eat un “idempotent indécomposa

i.0. nteat pes la somne de deux idamgten‘ca centrays non nuls,

(i43)  IL'ensomblo des idempotents centraux do A oot find,

; et ) R SN S T T,
Sous ces conditions, si u: A= i&I!i st u A= ijAj sont deux

isomorphismes de A avoc dos pmoduits finis d*annomur indécomposables A, ie1)

Tenp, A" (€ 7) , 31 cxista une bijection w : I—>J , ot dos iromorphismos

. - 1 3 3 1 AS
v thy=> A, telsuo u soit égol d vou,oh villA —» VLA ost
1tisomorphisme défini par w et lo agystimo des vy e Dailleura, ¥ ot les v sont

uniguement déierminds par les dounfes précédentes.

N. B. - On pourreit vouloir dosner un nom & un anpesn satisfaicant aux conditions
de 1.9, par exemplo l*appeler "ocomplétement décompesable' ; mwais cetio terminologie
conduit au méculiet qu'un amncau indécomposable est complitement décomposable | = Ia
dernidre partie deo 1.9 o uvn énoncé sssoz Jownd, il serait sans doute plus pigeable de

1e remplacer par 1'énoncé suivant : " Sous ces conditions, soif (A:i.)ié-l 1o famille
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des anneaux quotients de A qui sont inddcomposables. Alors I est fini et 1"homomor-
phiemo canonique w : A —>'11 A, est un isomorphisme,” On powrreit aussi en faize
e quatridme condition dquivalento.
Remargue 1.10.« On voit fecilement gue si toute suite croissante d*iddaux bilatdres
do A ost stationnairs, alors A satisfeit sux conditions de la proposition 1.9. *n
en ost en particulier ainsi i A est noethérien & geuche ou & dreite. ,
Remarque 1,11.- Si A satisfait aux conditions do 1.9, lo cerdinnl de 1'onsomble d'ine
dices I y pour un isomorphisme domné de A =avec le produit d'une famille finie
(Ai)iéI d'atmesux indécomposables, ne dépend que de A , Clest wn entder n=0,
ml si ot seuloment si A est mul, 6gal & 1 oi ot soulement si A est indécomposable.
On peut aussi le caractériser par la condition gue le caxdinal de 1'ensemble des
jdempotents centraux de A ost égal & 2% . Noter que cet entier cst le méme pour A
et pour lo centre do A . — Digutve parby si A ost commistif, alors A satisfait
aux conditions de 1.9 ai ot seulement si les composantes connexes de son spectiTe premier
sont ouvertes, ou encore si leur casemble est find, ot l1'entier précédent n nlest
alora sutre que le cardinal de 1'ensemble des composantes connczes de ce speciTe.
la proposition qui suit pourrait pesser n'importe oh aprds la défindition des
idéaux (meis de préférence daps lo n® comseoré sux smesux produite) :

PROPOSITION 1.12.- Soit (&,) uno famille finlo d'arpesux, A leur produit. Soit,

ieI
pour tout anncau B, J(B) 1'ensemble des idésux & gaucho (veBps +0s) d8 B o

Définisoons une application
%M 30 —= 3,

an sssociant & 1a famille (J,), g, d'idémux b gauche (roop. ..) des A, , 1o produit

T3, , oui est Men un iddal & gaucho (resp. ..) de 4 (que I soit find ou non),
i .—j-— -

Aors 7{ est bijective.

COROLIAIRE 1,13.~ los idésux & gauche (resp. ..,) mwimeux de A sont los idéaux de la
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forme pr;1(Ji) ;ou i€I of ok Iy eat un idéel & gauche (resp. ...) maximal de

A , i ot J, Gtant d'sillouwrs unimuement dSterminés par 1'idéal envicegé do A .

COROLLATRE 1.14,~ Supposons guo les A, soiont des cprps. Alors tout idéal & gauche

(resp. & droite) de A est bilatdre. L'emsemble des idfaux do A ost en correspondance

biunivoque avec 1'ensemble des parties de I , en essociant i toute partie I de I

le noyau JI, delaproggcﬁ.mqam@rqnade A=_W A, sur le produit partiel

i€ 1 -
A'.I:e = ;LTI“ Ai v (W, pour les structures induites, 2u produi i
iGEI‘I' A, feib qu'il est copendant préférable a'ignorer). Cotie co

reaverse les relations d’oxire, en parficulier les idfoux maximaux de A correspondent

sux 6léments de I , comme noyoux des projections canoniques pri:A—> JLi .

Plus géméralanent, il résulte de 1.13 gue 8i chegque hi admet exnctement wn idéal

3 gauche (resp, ...) maximel, alors l'ensenblo dos idéeux & gaucke (resp. ...) meimaux

de A cst en correspondance biunivoque avec I .

LEMIE 1.15.~ Soient A un groupe ablien, (Ji) sey Mo femille finie do sous-groupes

de A, et pour tout i€ I, soit A, :L=A/.]’i « Pour que 1°homomprphisme canonigue

TT
i€1 %
80it surjectif, 11 faut ot il su.fﬁj_g_tw pour tout i& T , on ait :

QA

J. ' = A
i ¥ jer-iy ’3

Démonsivation. Ifeesertion ost triviale pour cord I égal 2@ 0 ou 1 , et pour

card T = 2 se vérifio on notant que de fagon géndérale, =i on & un homomorphisme do
groupes abéliens A—> B , ot si B' st wn sousegroupe de B, B' = B/E’ , alors
A — B est surjectif si et seulement si son compozé avec B — B" l'est, ot ai
de plus 1'homoworphisme induit J¥ —> B! est surjectif, od J" est le noyau de

A~> I . On appliquo coci eucas ol B=A/Jx A/J" ot o B' est le premier

factour A/3® , domc B2 A/J® , on txouve que A —> /7' x A/I" est curjectif ai ot
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seulement @i J"-> A/J' 1%est, i.0. 8i et seulewent si J* + J" = A , Dans le cas ol
card IZ 3 , on procdde par récurremce sur co caxdinel, en supposent l'assertion prous
vée pour les cardinaux sirictement plus petits. Choisissons un i& I , el eoit
e jéIQl} I3
b - A/Jix A/rci ost surjectif, Or K, est précisdment le noyau de 1'homomorphisme

o par hypothtse on a Ji-rKiuA i.e, 1"homomorphismo

Vo s f R ”
A éjél—-ii{ A , qui se factorise donc par JL/Ki > S Ay 5 6t on est remo-

né & prouver quo ce dernier est surjectif, car il en sere alors de mfme du composé
- A, X ot ~TTA ' "homomoxphisme
A >AixA/Ki-—’> 4 delﬂi': Aﬂ"‘ ey 1 ? qul. n’est autre que 1

canonigue envisegé dans 1.15. Or pour prouvver que A —> jE‘I é% A:i. est surjectif,

on utilise 1'hypothdse de xécurrente et les rolations Jj+xj=A pur JEI-i,
qui donment ce qu'on veut.
DEFINITION 1,16.= Soit A un soneen, Un idéa) bilatdre J de A omt dit premier si

T — e e

pour deux idéaux bilatires quelcongues I , I' de A, la relation JD LI dimpligue

JOI ou JOT .

Mors, pour toute suite finie d'idéaux bilattres Iypeessl, de A, 13 relation

IDLeTy eee o I, impligue 'existence d'wa i , 1< i<n, tel que I2I,

Ce]ssevoitanaﬁetmmwtgurémencem A

PROBOSITION 1.17.~ Soit J un idéal bilatdve de A . Pour que J soit premier, 11

suffit que A/J soit “sans diviseur de zéxo” i.e. que le produit de deux éléments mon

mils de A/I soit nonm mil. Ia condition est Sgelement ndcossaize si A est commtatif

Four la premidre sssertion, notons que si J ne contient nd I nd I¢ , 41
existe €I et x'&I' qui no soient pes dems J , donc ol A/T est sams divi-
seur de zéro, on 2 n'¢3‘,dom H'#:J.Powlaaecondeansertion,ilmﬁit
de yemarquer que 8i ¥ ; X*E A - J éteient tels que ='&< J , 2lors les idéaux
I=Ax et I' = Ax'! scraient telas gque I et I' soient non contenus dans J ,

et II' contenu dama J
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PROPOSITION 1,18 ("Lomme Chinois™ ?).~ Solent A wun enncav. commitatif, (Ji)iEI vas

famille finie d'idéaux de A.wwurtout ieI , il existe un seul idéal

maximal J! do A contemant J, » ot supposons que les J} (i=1) soient doux 3

deux distinets. Alors l'homongww canonigue A —> ;QI Ai ,2\)._ A =A/Ji » 085

i

surjectif, donc induit un isomorphisme A/ iQI‘Il—u EI LA

En vertu de 1.15 il suffit de vérifier les relations

J+mJ=.

4
< JET~§i3 J
Ba vertu du théordme do Krull (.e.), il suffit de prouver pour ceci que aucun idéal

maximal m de A ne peut contenty le premier memiws, i.e. ne peul contenixy & la fois
J t m J
i % seraiy

et 8%il contient n J, il vésulte de 1.17 qu'il contient un des J,
jeI-fag J J

JEI ~{i] donc par hypothdse est dgal & JY 5 co qui contwedit 1'hypothise

. Or -a'il contient Ji' il opt &gzl & J;. par hypothéee,

e # .13 pour i# 3, CuQuFuDe
COROIIATRE 1.19.- Soit (Ei) jer e famille Aviddeux maximaux distincts de 1'simeau

commutatif A . Alors 1'hamnor_glﬂme oanmig‘u_e
e N /:
A = ;g;ki ’ ﬁlﬁ.zA’Ed o

est surjectif,
S —

DEFINITION 1.20.- Soit A un anneaw commitatif. On dit que A est local s'il admet

T omme .

un unique idéal maximal (ce qui implique guo A #0 ). On &it que A est semi-local

si 1'ensemble do ses idéaux meximeux oot fini (e'est le cas par exemple si A eat mil)e

Par exemple, wn oorps commutatif est local.
PROPOSITION 1.21.= Seit A un someau commtaiif. Si A est local, 1 M

sable.

" PROPOSITION 1.22.~ Soit A un produit fini d'eapsaux commintifs. Alore A est semi-

local si et seulement si les A, le sont. Il est local si of semlement ol il existe

i €I telgue A; soit local et que Ay =0 pour JEIX -1if.
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Ces propositions résultent aussitdt des définitions et de 1.13,

COROLLAIRE 1.23.~ Un produit fini de corps commitatifs est un amneau semi-local.

Alors que tout ce qui précdde semble le misux & se place dans le Chap, I, voici
un résuliat qui serait plutdt un remoxds au Chep. II, puisqu'il s'exprime le plus
aisément dans le langage des modules. Il doit figu.wer sans doute (du moins sous une
forme voisine) au Chap. VIII. 11 va 8tre utilisé dans le Chap. V, § 7 & propos dee |
familles disgonalisables d’endomorphismes 4"un vectoriel ; & le rigueur on pourvait
1%y dommer sous forme d'un lemme,

PROPOSITION 1.24.~ Soient (Ai) e une famille finie d'ennecaux, A leur produit.

Pour toute famille (Mi):i.G.I ’ pour tout i1, H:‘: est un Ai-module, consi-

sitl - do A aéei
dérons sur M et la loi d'opération externe de finie par

(e )ier + (B)ier = (B%y)ier -
Cette loi fait de M un A-module, clest dfailleurs lo seule structure de A-podule

sur M pour lequelle, pour tout i€ I , la projection canonique M —> Mi poit septi-

linéeire relativement & 1'homomorphisme cenonique A —> A, . Ceci woss, (Hi):l.el Ao

nrn ] = -I.’:rl M, peut &tre considéré comme un foncteur (mrerure dvhorreur) do la catée

gorie produit ile‘z Hod(s,) dems 1 cetégoric Mod(A) , - ob pour fout emmoem B

1%0d(B) désig.\e 1a catéjgrie des B-modules. Fh bien, ce foncteur, c'est une éguiva-

lence de catégories.

le rédacteur n'explicite pas, et pour ceuse, lo définition du foncteur, no sachan®
pas plus que Bouzbeki ce que Bourbaki entendra per ce terme. Il laisse av prechsin
rédactour hypothétiquo uns rédaction de cetle proposition cans utiliser le mol de
catégorie ni de fonctour.

Jai oublié d'expliciter le foncteur quasi-inverse nmaturel : I, se déduit de
M par le changement de base A—>A1 :

H:i. o~ K@A‘li .
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COROLIAIRE 1.25.~ Soit (Ai) 1oy Moe famille finio d'anncaux commitatifs, A leur

produit. Pour toute famille (i) » Ol pour fout L€I, M, evtuno A ~algdhre,

i€l
considérons chaque l-Ii comme une A algdbre & 1'aide do la projection canonique

A—> A , ot fornons la A-algdbre produit n='i'iT M, . On obtient de cette fagon

wm foncteur (I~Ii) je1 M ]?Hi' de la catégorie produil QAJ.E(A:L) dans la catégorie

Mg(2) , ob pour fout smmesu commtabif B, Alg(B) absigne la catégorie des algdbres

sur B . Le foncteur précédent et ume éguivelence. Do plus, avec les notations wéeé-

dentes, pour que M soit associatif (resp. commitatif, resp. umiteire) il faut et il

suffit que chacun des Hi le soit ; em particulier le foncteur préeédent induit des

guivalences entre les soua-ca'bg‘gorien obtamues en pe restreignant partout aux algb’bres

aggociatives (resp. commitatives, resp. unitaires, »esp. asssociotives unitaires, resp.

associatives unitaires commitatives, resp. travsjordanionnes).

2. Eléments nilpotents, nilradical, annesux réduits.

DEFINTTION 2.1.~ Soit A un ennesu. Un &lément x do A oot dit nilpotent s*il existe
- e R et —.

m entier n>1 tel que ¥ = O . Un 3déal & gauche (resp. A droite, resp. bilatdve)

de A est dit un nilidéal & gauche (resp. a droite, resp, bilatdre) si cos &léments
B T o —————e

sont fous nilpotents ; on dit que T est wn idéal nilpotent £'il existe un entier

n=1 tel gque Inao,i.e. tel que pour toute swite (z,r....xn) de n Gléments

de I , on ait KyFpeesX, =0 . 81 A ost commiatif, on dit que A est réduit sl

tout éiément nilpotent de A est nul.

Bien entendu, si A egt commtatif, on parlera oimplement d'idéal nilpotent ou de
nilidésl, sans spécifier par ume mention comme "& gauche” etc. On notere gqutun iddal nil-
' »
potent est wn nilidéal, i'inverse n'étant pac vrai en général. Cleat vral cependant

dang le cas particulier important ol A est un ammesu commutatif noethérien.,
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Remarque 2.2.~ Suppocons A commbatif, et soit x& A . Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) x est nilpotent,
(1) iz eot nilpotent,
(i11) Ax est un niliddal,

En effet, lec implications (ii)==> (iii) => (i) cont évidentes en tous cas, et
(1) = (ii) également pour A commutetif, puioquialors on &, pour tout entier n>1 ,
(hx)® = 82" , donc +° = 0 impligue (Ax)® =0 .
PROPOSITION 2.3.~ Soit A un aonesu commitatif, L'emsemble J des éléments nilpotents

de A estun idéel de A, distimotde A oi A# 0. Clesi le plus grand milidée)
de A, et euosi lo plus petit idéal K de A tol que A/K soit xéauit.

Si x&J , alors pour tout a&EA onae ax&€J , car ¥ =0 implique

(ex)® = &™™ = 0 . D'autre pavt, si x€J, yEJT , alors x+y&J , car sion a
Py =0 ,élora 1a formle du binSme montre que (x+y)2n=0 ¢ Cele prouve que
J est un idéal de A . Si A# 0, alore 1'élément wnité de A n'est pas nilpotent,
donc J #A . Il est trivial que J oot le plus grend nilidéal de A . Prouvons que
A/T est réduit ¢ en effet, si K eot un idéal de A , on voit aussitdt que A/K eot
réduit ei et ceulement i pour tout T €A tel que T S K pour wn entier n=1
convenable, on &8 xX& K . Or cette condition est rempliec pour K=J , carai ¥ € J,
il existe un entier m>=1 #elque (¥)® =0 i.0 ¥ =0, donc xEJ . Dailleurs,
oi K satisfait la condition envisagée plus hsut, slors K contient évidemment tout
élément nilpotent de A , i.e. KD J , co qui ach¥ve 1a démonstration.
DEFINITION 2.4.- Soit A un apnesu commtatif, L'idénl des lémenin nilpotents de A

(cf. 2,3) ect appelé le nilredical de 4 .
EISIEIIImImIIT—

On notera que A est donc »éduit si et seulement oi con nilradical est nul.
PROPOSTTION 2,5, Soient A un annean commtatif, J un niltédal de 4, 4 =4/,
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u:h— Ao 1’homomm.jghime omm‘.g_ug_. Alors uw dindvit wme bijection de 1'ensemble

dea idangotents de A avec 1l'ensemble des ide@otemts de Ao .

Compte tem: du n® 1, on en conclut eussitlt le
COROLLATRE 2,6.~ Pour que A soit Wable (vesp. isomorphe & un produit fini

d'enneauz indécomposables) il faut et il suffit qu’il en soit de méme de A . Dens 1g

cas respd, le nombre de facteurs melm envisagé dans 1.11 est le mdme pour &

et powr Ao .
COROLLAIRE 2.7.~ Soit I im ensemble fini, slors pour foute famille (A ;)i ey
d'ameenx quotients de A appartenant i D(AO,I) (1.1), i1 existo wie famille unique

d'amneaux quotients (a i)ieI de A gui soit élément do D(A,I) et telle que pour
tout i& I , 1l'homomorphisme composé A —> Ao"’Aoi se factorise par Ai + De plus,
oi nicA/Ji ,ona A°i=A°/u(Ji).’?’.A/(J+Ji) -

N. B. = La démonstration de 2.6 eot triviale quand on dispose du lenmgege des

schémes affines, impliquant que les idempotenmts de A correspondent aux perties A la
fois ouvertes et fermées de Spec(A) . Ici, nous donnons une démonstration divecte, &
1'pide du lemme 2,8 ci-dessous, Elle peut certainement se rédiger sans utiliser la
notion de polynfme ni 1a formule de Taylor pour les polynfmes, si on y tient (et pourrait
donc passer an Chap. I).

LEIE 2.8.~ Soient A wn ameeu commutatif, J wn nilidéal de A, 4&A[T] w

polynfme, ﬁ(T)=a°+a1T+...+arTr. On suppose que a &J ot que &, est inver-

gible. Alors il existe un unique élément x de J tel ave #(x) =0 .

Pexr hypotnsse, il existe un entier n= 1 +el que a:: = 0 . Fous procédons par
récurrence sur n , en notant que 1'énoncé eot trivial oi n =1 , i.e. a°=0,
euguel cas on prend x =0 , solution qui est wnique comme on voit en dovivant o(x) =0
sous la forme x(a1+a21+...)=0 et en notant que oi x& J , alors lo deuxidme

facteur a, + ;X + ... =8, +ux est inversible, car a, est inversible et wx nil-
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potent. Supposons donc n= 2 , et le lemme prouvd pour des entiers n'<n , On met
x sous lo forme

X = -aT‘ 8, + 2,

ce qui donne sur 5 les conditions =& I (éguivalente & x &I , pulsque 8, &1 ),
et §(~a]' & + 5) = 0 . Développant per la formile de Teylor le promier membre, on
trouve wne équation de la forme W(a) =0, ou . (?) €AlT] , (D) = b, + BT+ .s
. + brTr pol b o= d(-a?’ ao)e a§ A , et od b, = ;z{'(-z-:f.;'1 ao) eat de la forme
8 +ua , donc eat inversible puisque 2y est inversible et 8, done ua nilpow
tent. D'ailleurs, la forme dommée de 'bo montre que b§'1 =0 , ce qui permet d'appli-
quer 1*hypothdse de xécurrence 3 " ; donc il existe wn unique = satisfaisant aux
conditians voulues, C.Q.F.D.

Nous pouvons maintensnt prouver 2.5, Soit 0, W idempotent de A , e wn £16-
ment de A qui le reldve. Alors, e = e©J . Tout revient & montrer qu'il existe wn
wnigue & J tel que o + % soit idempotent, i.e. tel que (e +x)° = (0 +x) =0 ,
ce qui s'éerit aumai
2 + (2e = 1)x + (ea-e)co.

Compte term de 2.8, il puffit donc de prouver que 2e ~ 1 est inversible, ou ce qui
revient au méme (cf. 2.10, cisdessous) que 2¢ -1 ost inversiblo, ce qui zésulte du

LEPE 2,9.~ Soit e wn idempotent d'un amnesn A . Alors 2¢ - | eat inversible,

de faqon__g:w_éciae. son carxé ent 1.

En effet, on a (29-‘!)2=402-4e+1=1 paisque 92=e .
Nous avons utilisé plusicurs fois, (pour démontrer 2.8 et 2.5) lo résuliat suivent,
qui devrait donc passer avant 2,5 :

PROPOSITION 2.10.~ Soient A 1w enpeaw; J un niliddal bilatdre de A , Ao = A/

1'ammean guotient. Alors pour tout élément de A, x eoi inversible si el seule-

ment si son image canomigue dans Ao 1'ecat, En particulier, _a_}_ xz est inversible, _5;1_

en est do mfme de x + h pour tout h&d .
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Supposcns en effet X invergible, d4'inverse Yy 8 image canocunigque de ¥y . (m a
dome xy=1+2,avec a€J , ob tout rovient & provver qve 1 + & est inversible,
car alors y{1 -!-tsv.)"'1 sera un inverse a droite de x , et on prouvers de mime 1'exio-
tence d'un inverse & gauche. Or pour trouver un inverge de 1 + & , & d&tant nilpo-
tent, on utilice 1a formile de Newton, qui dorme 1'inverse ﬁé;:o (= s
PROFOSITION 2.11.= Soit (A;); o Mo famille finie d'amocmwx commtabifs. A leur

produit, Alors le nilradical de A est le produit des milradicsux des A, . L'ameau

o ————— —

i
Beweds llar, Remoxds : dommer la dermidre apsertion de 2,11 pour le produit d'wne

famille pas nécdsseirvemont finie d!m.

A eot réduil si et soulement si les A, lo soni,

Ie proposition qui suit, pour venir sans larmes, suppose soit qua 1'mmneau de
fractions soit défini au Chap. I sans so borner au pascege aux fractions par rapport &
une partie d'wn amesu formde d'éléments réguliers ; soit gu'on dispose de la notdion
d'ammonu de polynfmes (ce qui 1o rojetterait apu:és 1o Chap, IV) :

PROPOSITION 2,12,~ Soit A wn annean commutatif, Alers le nilradical de A est lTin-

teraection des idéeux premiers do A .

En vertu de 2,3, il est con'aam dans cetie intersection, ear ai » estum idéal
premier de A , A/p oot intdgre done véduit, donc p contient le pilredical, Pour
1'1ncMon en sens inverse, il faut prouver qwa i f&€ A n'est pas nilpotent, il
existe un idéal premier p o A no contemmnt pas € . Pour cecd, on introduit
}'annean de fractions B = Af de A , quton peut aéfinir auasl commo 1'asncen quotient

B=A{T] /(1 = £7) , T &tent wne indéterminée. On voit aisément que, pour un élément
domé £ de B, A, eotmil ol et souloment si £ ooy nilpotent (povrrait 8tre

dégagé en lemme). En lfoccurence, £ étent supposé non wilpotent, dome A, non nul,
il ezisto par Krull un idés) meximal de A, . Son image inverse dens A ont un idéal

Mer ne Oonmnt ras - 7 0 C.Q-F.D.
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PROPOSITION 2.13.- Soient A un anneen commtatif, J un nilidéal de 4 , A = Af1

1'anneen quotient, ¢ : A= A 1'application canonmique. Alozs 1'applicetion

P w—> f‘(_g) 6tablit une correspondance biunivoquo enire 1fensemble des idéaux pre-
mors (resp. maximaux) do A, o ot 1'enseublo des idéeux promicxs (resp. maximeux) de A.

C'est une conoéquence immédiate de 2,3 qui implique qu'un idéal premier de A
contient J , Pourrait &tre blogué en corollaire & 2.3,
COROLIATRE 2,14.~ Sous les conditions de 2.13, A est lopal (resp. semi-local) si at

seulement oi Ao 1teat,

3. Structure dou amnesux artiniens commtatifs.

me Falam Un smmeanw A est dit artinien & gauche (resp. & droite) lorsque
[t e e e S i) STUSESENNE wee——‘—

toute suite décroissante d'idéaux 4 gauche (resp. & droite) de A est stationnaire.

lorsque A eat commitatif, on dit simplement quo A est artinien a'il est artinien

3 geuche (ou ce qui revient au mfme, & droite).

PROFOSITION 3.2.-~ Soit A un ameau commiatif artinien, Alors tout idéal premier de

A est maximnl, et 1'ensemble do ces Adéaux oot fini (en d'sutres termes, A eost semi~

local)o
Soit p un idéal premier de A , il faut prouver que A/p ost un corps. Comme

A/p est évidemment articnien, il suffit do prouver pour ce point lo
COROLIAIRE 3.3.- Un anneau artindon & gauche non nul dont tout élément zon yml est

_régh&é;eu@(m%mmmﬁaﬁtint&gmwthﬁg) est un corps,

I1 suffit de prouver gue tout Slément mon mul £ de A est inversible & droite,
done que 1'spplication g m->fg de A dans lui-mlme o2t suxjective, Or par hypothdse
elle est injective, et si elle n'était pas surjective, les images des homomorphizmes
itérés, i.e. les idéeux & gaughe 24 , formereiont uno suite stvictement décroissante

d'idéaux & gauche de A , contrairement & 1'hypothdse artinienne sur A .
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Pour prouver 3.2, il reste & prouver que l'ensemble des idéaux maximauz de A

est fini. Mais si on pouveit trouver une suite infinie (gi) de tele iddaux, elors

i€l

1a suite des idésux Ni = 3Q Ed serait strictement décroissante, comme il résulte

aussitbt de 1.19, ce qui contredirait emcore 1'hypotbdse artinienme sur A .
COROLIAIRE 3.4.- Soit A comme dans 3.2. Alors 1l'interssction de 1'ecnscmble (fini) des

idéaux maximsux de A est identicue au nilradical de 4 , et ce dermior est nilpotent.

Cels vésulte de 3.2 et de 2,12 ; le carnctdre artinien de A impligquant quiun
nilddéal de A es% nécesnairenent nilpotent,
PROPOSITION 3.5.~ Soit A un amneau commmutatif artinden.

&) Pour que A g9o0it local, il faut ot il sulfit qu°il soit indécomgoan‘ble, ou

ancore gu®il admette un idéal maximal nilpotent,

(34) A est isomorphe su produit d'une famille finie d'amnesux ertiniens locsus,

et ceci do fagon essentiellement unique.

S8i N est le nilradical de A , aloze il résulto do 3,4 et 1.19 gue A/N ost
isomorphe & un produit fini de cowps k i€ I . Cotto décomposition seo remonte en
me décomposition de A en vortu de 2.7, chague facteur Ai de A dens celto décom=
position ayant un idéal m, nilpotent tel quo A/Ei soit isomorgho aw coxps i, .

Bn vexrtu de 2.14, chaque Ai eat local, et a fortiori indécomposable. la propriété
d'unicité d'une décomposition de A en produit fini d'armeaur indécomposnbles a 616
explicitée dans 1.9, ce qui prouve (ii). On voit de plus, sur coite décompomitiocn, que
A est indécompoeable si et seulemant =i 1'ensemblo d'indices 1 eot réduit & un
é1ément, i.o. A ecst local, et ceci impligue que A admet un idéal maxime) nilpotent ;
1'inverse a d8ja &été obaervé plus heut comme conségquence de 2.14. Cola anchdve la démonse
tration do 3.5.

COROLLAXRE 3.6.- Soit A wun annean commtatif artinien. Four que A soil »éduit, i1

faut et il suffit quiil soit isomorphe & un produdt Fimi de corpn (of ces dermicrs sont
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déterminés alors do fagon essentiellement unique).

Rémte de 3.5 ot de . 0 By
COROLLAIRE 3,7.- Soit A wun amesu commrtatif artinien, Pour que A soittmg,}_l_

faut ot il suffit que A soit local et xdduit.

N. B, - On aurait dfi aprés 3.1 noter qu'un gquotient d'un artinien, ou un produit
d’une famille finie d'artiniens, est artinlen, co qui monire en particulier, grfice a
3.5 (ii), que la cimssification des ammeaux commtetifs artiniens se remdno entidre-

nent & celle des anneaux commutatifs artinicns locauz,

4. Existenco et unicité de la déoomposition dun polynfme & une indéterminde sur un

corps en produit de puissances de polyndmes irréductibles,
Pout se trsitor en une proposition, & la place de la pyroposition 8 du Chap, IV,

n° 5. Inutile d'attendre le Chaplire des annesux principaux pour domner cotto propriété,
qu'il serait absurde de se refuser & utiliser dens le Chapitre des corps commutatifs,
en cas de besoin. Nous l'appliquerons dens 5.8 & la structuro des algdtres commtatives
de degré fini sur un corps, qui pouxrait &ixe domnde danm un n° i part, faisant suite
eu précédent, dans le Chap, IV, ou Bien former le § 7, du Chap, ¥, aprds lo § 6 do
1état publié actuel.

5. Algtbres de degzré fini sur wa corps k.

Dﬁl»‘INITION Se1.= Soient k wm corps, 4 wme b-_al_@bm. On eppelle dogré de A sur

k , ou simplement dogré de A , ot on note [A:k-\ o 12 dimengion du k~espace vectos
e e ey o %53 st e -

:.'.I.eleoua-gcacenté S

| Remaxque 5.2.- On s'abstiendre par contre, pour wie le-alghlow, diutiliser le termo

| “dimemeion de A " pour désigner son dogré sur Xk , & oause des confusions possibles

avec la notion de dimension d'un ammeew, qui sera &tudide en glg, Comm., Cet inconvé=

nient no se présente pas quand on utilise le synonyme "rang d'un espace vectoriel" pour

— -
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désigner sa dimension, et on powrya alore utiliser le terme "rang de la Lkealgibre A "
comme synonyme de "degré de la ke-algdhwe A ",

On dira done que A est de degrd fini sur Xk (ou de rapg fini sur k , -maio non
"do dimension finie sur k " { =) sison degréd our k est fini, Dans lo cas contraive,
co degrd ost égal & + oo (N. B, ~ & wérifior ai cole ne contredit pes la notion de
Gimension d'un vectoriel, gui serait vn cardinal - le rédecteur ne dispose pas, av
moment de rédiger, des textes canomiques. En tous cas, la convention utile ici est bien
de prendre + o0 ot non lo cardinal d'une bose),
FROPOSITION 5.3.- Soit A uno algdbre sur uwn corps k . 5i A ost do dogré fini sur

X, A est artinienno & gauche et méme & droite.

On pourrait méme se bormer & supposer k artinien an lieu d'un corps.

Gr&ceé.SJ.musponvmdnncWWmlesrésultataduwBélaawgmm
des algdbres commiatives de degré fini sur un corps k [ Noter quo =i m (ie 1)
sont les idéaux maximeux de A (on nombxeo fini, veppelons le), ot k, = Afm, les
corps correspondants (appelés aussi corps résiducls en les m, , terminologie qui

auralt pu 8tro introduite dds la notdon d°3déal maximal), slora les k, sont des corps

qui sont des k-algdbres, i.e. sont des extensions de k , qu'on appellera aussi les

extensions nésiduelies de A . Foter gufon sure évidemment 5 [k :x] < (Ak] =a

(égalité ai et meulemont si A st réduito) ot o fortiori cexd I<= n  {égalité
si ot seuloment si A est isomorpho & X ).
PROPOSITION 5.4~ Soient 1k wn corps, A ume algdbre commtiative sur k , do degré

fini n, E ue extemsionde k, X (i<.I) 1los extensions réaiduclles de A ,

g, : A => Ik les homomorphismes canomiques. Alors tout k-homomorphisme u do A

dars K peut s¥erire, de fagon unique, sous la forme vdi,g_h_ i€I ot od

v:ki-—> K oot wn lkehomomorphiame,
I1 ouffit de noter que le noyau de u est wun idéal promicr de A , donc maximal

(3.2), a'od aussitBt 1'assertion.
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COROLIAIRE 5.5.~ Les h—hamupggﬁmaade A dens X sont lindaivememt m&ww

dans le E-espace vecloriel des homomorphismes des k-espaces veoloricls sous-jacents

_i;:._ A otd K.ﬁaparﬁ.mﬂjar,.ilyam;_ﬂm n lo-homomorprismes de A dans K,

En effet, quitte 3 faire 1l'extension de 1a base k-> K , on se remdne au cas od
K=k , ot ol 1°sssertion est immédiate, coupte tenu que A s'envole sur le prodult
des ki'

N. B: 5.6.~ On retrouve 1dpariabanﬂe,dansuncasparb.mnim-, le théoréme de
Dedekind de l'indépendance des homomorphismes, qui pourreit dénoncer cinsi : si S5 ost
mw monoide, X un corps, l'emsemble des yoprésemtetions de § dapns K¥ st libre doms
1tespace vectoriel sur X des applications de S5 dans K . On peut prouver cet énoncé
asges naturellement dans 1'esprit des pwésentes notes, en introdudsant 1elgbbre A de
£ sur X , ce qui nous ramdine & prouver que, pour une K-algdbre A , 1’ensomble des
homomorphismes e A dans K est 1ibre dans le dunl do 1'espece vecioriel socussjacent

& A . On se ramdne sussitdt au ces K commutatif (diviser par 1'iddnl des commita—
tours), ot alors le lemme chisnois 1.19 domne aisément lo résultat,

PROPOSITION 5.7.~ Soient A une algbbre commitative de degré fini n sur un corps k ,

Y une exiension algébriquement close do k , P(L) 31%cnmemble des k-homomorphismes

ds A dans k . Alovs l'spplication u M- Xer(u) induit uno bijection de P(A) avec

1'cpsemble des jddsux meximsux m de A tels gue L'extension xémiduclle corvespondante

— ew—

A/.;‘L de k soit iriviale. De plus, los conditions suiventes sont équivalentes :

(1) A st isomorphe A 1laigdtwe X .

(a1) A oot rédult, et pour tout le-homomorphisme u : A —> (L ,ona u(d) sk.

(ii Bie) A ost xSduit ot ses oxtensions »ésiduclles sont triviales,

(121) Ona caxd (P(A)) ==n.

(aw) A a n idéeur meximaux,

Ie premidre essertion est triviale (ot indépendante do 1'hypotiidse [A:dc] < +e0),
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ainsi que 1'équivelence do (ii) ot (ii bis), compte texu de 5.4. L'équivalence de (1)

ot (ii bis) oot umédiate, compte tomu que A réduii implique que A ost isomorphe

au produit de ses extensions rémiduelles. D'aillewrs, (i) = (iii) est trivial par
5.4, et on a (iii) == (1), car on a un homomorphisme surjectif canonique & ~» kP(A) 3
et (4ii) assure que les deux c8tds de 1a £1dche ont nifme degré sur Ik , done 1*howompre
phisue est un isomorphisme. L'équivalence de (i) ot (iv) = déjd 646 observée plue haut.
FROPOSITION 5.8.- Soient k wun corps, f&x[X] wn polynlme en wio indéterminée X ,

on suppose f non constant ol on considdre =a décomposition en facteurs premiors

T,
2. = cf11

ob les | f, (i<€i€s) sont des polyafmes unitaires irréductidbles, ot les = t

i———

»
eus fss »

des entiers > 0 , Aloxs la Xk-algdbre
i« x(X]/ mfX)

est finie sur k , de remg égal & n =deg £ , ef ello oot isomorphe an produif des

; b o)
al@dbres A, = k{X] / £, k[X] , oes dernidvos 6tant des elgdbres locales, domt les

extensions résiduelles sont isomorphes aux extensions k{X) / £, |x]

Prauve par AQT,
COROLIATRE 5.9.~ Pour que A poit locale, il feut ot il suffit que o = 1 ., Poud quo

A soit réavite, il faut et suffit que f soit sens Tacteurs mltiples, i.c. que

zy =1 pour 1éiés.m& A Boit wn corps, il feut ol il suffit que ©

soit irwéductible.

6. Ensembles & groupen digpémi:aura anduits.

Soﬁ.ent G um groure, H un souswgroupo, M uwn eusemble sur lojuel I opive
(a gau:fe). Dégignent, pour deux eusembles 5 , F ocur lesquels E opdre, par Homn(E,F)
1'ensemble dos applications de B dsns F compeiibles avec lfaction do H , et mmis-
sant G de la sf:mcture d'cnsenble & groupe d'opdratours H , grfco aux i{runslations
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& geuche par les dlémenio de H , on &éfinit 1'emsecmblo HomE(G,}I) . Utilisent lo fait
que la ‘remslation & droite par un élément g € ¢ commto aux opéretions de H sur
G , on met sur HomH(G,l-!) wne structure naturelle d'ensemble & groupe dlopdratours G,
en posant donc
(g.)(z) = #(=a) » g+ XxE0, 9EHom(CH) ;
on appelle parfois Hmn(u,-n) 1'ensemble & opbratours déduit de l'ensemble M 3 grous

pe d'opérateurs H par extension contrevariante du groupe d'opératouzs H & G.

Pour tout ensemble P & groupe dlopérateurs G , on & wne bijection cenonigue, foncw
torielle en tous les avgumemis :

() Honn,, (P ot (G,M)) —> Homg(2,H) ,

ol dans le deuxidme membre, on considizs P comme muni du groupe d’'opbéretours H
par restriction des scalaires : ainsi, le foncteur exitension du groupe d'opérateurs
epporalt come 1tadjoint & droito du fomcteur vesiwviction du groupe d'opératours <
particularité que Bourbaki sere lo seul & lui reprochex. Lorsque M est un groupe (resp.
un groupe abélien, resp. un ammeeu, Yesp., un n'importe quoi), on voit auseitft qu'il
en est de mlme de HonK(B,H) ¢ quel que soit l'emsemble E 3 groupe dopérateurs H ,
et cotie siructure est stsble par los automorphismes induwits per les Hesutomorphismes
de B ; en particulior, G opdro per automorphismes sur Bonﬁ(G,H) .

Partons maxintenant d'un ensemble P & groupe dlopératevxs G , et soit M um
ensemble quotient de P, Soit H lo cous-groupe de ¢ formé dos g& 0 gqui laiesent
ce quotient invexisnt (i.o. Qui ladssent invarianto la relation d'équivalerce corres-
pondente). Léapplicstion camomique P —o M est donc un H-homowerphisme, ot 1tisomox~
phisme (%) Jui associc un homomorphisme
() P —s EOGB(G,H) s

Lorsque ce dorpier est un isomorphisme, on dixs que 1l'ensemiie P & gwoupe
dtopératours C est induit per son quotiont M . Iomsque P est un groupe (resp.

ameen)  groupe d'opératews, of que ‘M est un groupe (resp. ammosu) quotient
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H=F/R,alors H ost aussi le sous-groupo do G des $ldments qui laissent inva-

rients R , ot 1’homomorphisme ou iscmorphisme pwécédent reapecte les structuvesde ET0U~
pe (vesp. amnean),

Suppoaons qu’on ait un ensemble ("1)161 do quotients de P , ot que 1'homomor-
phisme cononique P —>'T'l"pz1 soit un isomorphismme. Supposons de plus que 1'ensemble
de quotients eavisegd soit stable par G , do sorte que ¢ opdwe sur I . Choisiasons
m ioel » alors le ptabilisatour H de Hnldio est par définition le stabilisas
teur H de i  dens G, L'application (»*) ci-dessus s®identifie alors & la projoce

o]

tion canorigue du produit ‘\Tni sur le produit paxtiel ilGG[i M, . Par suite, pour
o

gue P soit induit par son quotient ueui y i1 suffit que G opdre trensitivement
0

suxr I,&uﬂec@iﬁmmtd'ﬂl«mémlmﬁnémmcommmtw
(en treftant séparément los cas od M aurait 0 , ou 1 , d1éments). Dans Lo cas géné-

ral, il y a lieu d'introduire 1'ensemble J des orbites I, de G dans I , ot de

3
regarder la décompomition de P en produit partiel chrel;?j , o) pour tout ST,

on pose P.‘):ié!'r Hi.uors G opdre sur P vie seo opdérations sur les faoteurs
J

P, ; ot chaoun des enseubles (resp. groupes ...) 2 & groupe d'opéreteurs G est
Justiciable du can favorable, i.e. #se représente comme induit par n'importe leguel de
ses quotiente M, i€ Ji) » Bn résumé, pour ua groupe dermé G ot wm ensemble (vesp.
groupe +..) P donné comme prodwit d'un emsemblo de quotients (Hi)iC-L-I y on peut
expliciter complétement les mamidres de faive opfrer G sur P , lmissant stable
l'ensemble I envisagé, on termes den opérations des sous-grouges H de & sur des
facteurs M, . '
Fronons par exemplo lo cas oi P est un ammoan A peiisfaisent sux coznditions
1419, done qui s’écrit oomme produit fini de quotdents indcompesables A =TIA1 -
L'onsemble de ces quotients eat manifestement stable par tout awtomorphisme de A 3

done les réflexions préoédeﬁtea sont applicables. En particulier, si un grouve G
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opre sur A de fegon & opSrer trensitivement sur A , on reconstiiue 1'ammean A

& groupe d'opérateurs G A partir de 1'ammean A, & groupe d'opérateurs H (stabi-
o

lisateur de i dame G ) comme 1'symesu induit 3"“}1(“"‘10) :

-l S e



