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Commentaires sur le plan
Le changement essentisl de la présente xédaction per rapport au texte publié est
1'accent mioc our les algbbrea, partout ol il n'y avait pas lieu de se limiter & des

extensions seulement, et our le procédé de changerient du corpo de vase, qui rend ce

point de vue nécessaire, puisque une extension ne reste plus wne extepsion aprds chan-
genent du corps de base.

La définition des algblwes séparables ect donnée dana cet eocprit au § 7, ok on
traite surtout des phénomdnes spéciaux eu cas des algbbros céparables entidres (corpre-
nant les extensions alpdbriquen sépersbles), cui sont mis en relation avec les notions
dalgtbre disgonalicable, et d'alpdbve étale (= qui devient diagonalicable aprés chan-
gement de bese). Le § 7 contient égalememt le soriie des corps parfaits ot des exten-
sions radicielles, et lesc notions de clture parfaite et de cl8ture séparable, bien
utiles et qui ne figuraient pas dans Bourbeki.

Dans la théorie de Goloie proprement dite, au § 8, n° t & 3, on e pratiquement
suivi le tezte publié, en augmentant edmplement de quelques déteils (rotamment sur le
cas quasi~galoisien), Comme innovation, on intxoduit la notion d’algbbre & groups aopé-
rateurs paloisienne, pour pouvoir défimir 1fobjet ik (k,G) , qui est un groupe comamta-
tf el G 1l'est, quion utilisera pour domner une formulstion plus satisfaisante de la
théorie de Kummer au § 10, On o Stoffé wn peu le 1° des sroupes de Galoio topologiques
(oui passe dans le texte du §) par des sorites our les groupes profinis, et on a
introduit la notion de groupe fondamentol d*un corps (= sroupe de Galolo topologigue
d*une cl8ture séparnble), dont l'importance nfest apparue que dans les dexnidven années, |
ce gqul exprique son absence dans le texte publié.

Las uormes et traces sonk disjointes du § de Caloin ot forment un parasraphe
a part (§ 9) ; il a peru entibourbachique, en effot, de Géfinir dea motions ausni
généralec er commengant par le cas étriqué des extenniono sépavables finies, sous prée
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texte que dans ce cas la norme et la trace s'expriment en termes des iscmorphismes da
1'extension dans une clSture algébtrique. Pratiquement, ce changement de plan conaiste
& remonter au Chap. V le par, 12, n® 1 et 2, du Chap. VIIL, Une auitre possibilité serait
de remonter le sorite des normes et treces au Chap. III ou IV (lsur place semble en
effet plutlt dans un Chapitre consacré & des elgbhres générales, plutdt cue dans vn
Chapitre sur les algbbres semi-gimplos). Si cette solution était adoptfe, le § 9 de
la présento rédaction disparsitrait, of serait remplacs par un nouwesu n® au § 7,
indiquant le celcul de 1a nomme et de 18 tyace d'wume algdbre étale au moyen des homo-
morphismes dans une clfture algéhrique du corps do base, ot lo critdve d'étalitsd pax
la forme trace,

Ie paraegrephe des corps finis, racipes de 1'uvnité, extensions cyclicues, rests
inchangé, sauf quo la théorie de Xumuew est réderite dans 1lesprit du H' , et 1o
théordme 90 ¢noncé dans le cas générel, pes sevlemsnt cycligue. De plus, les théordmes
de 1'élément primitif ot de la base pormale sont repertés & ce paregrephe; I7ordre
dee paragraphes a été pris de telle fagon quo les § 7, 8, 9, 10 forxment wn "bloc grloi~
gien" qui soit indépendant des § 11, 12, 13 concernant das algdbres et extensions pas
nécesseirement entidres séparables (voir le Leitfaden),

Le pav. 11 est W, et consiste & magnifior le fait que les extensions redi-
cielles dfun corps k sont celles qui domment des ammesux locmar (& 1déel moximal un
nilidésl) par toute extension du eorps de base, I1 peui tre dézonflé i volonté, &
1'exception de ce dernier nésultat,

Le par, 12 contient ls cxitéve de Msc=lane et ses variantes, et lee proprifids
essentielles dec produits temsoriels de corps, traitfs {rds imparisitement pay Fourbels .
Le critdre de Mac~lsno s'énonce ici en disent qu'une algtbre commutstive A sur vn -."
corps k st sépareble ai ot seulement si A ® BT et St 4

Enfin, le par. 13, en plus éu critdre différentiol de séparabilité d'wne ertensis

e
iLE
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et du théorime sur les bases do transcendance séparentes, est étoffé par 1llintroduction
des ;aoduleu d!imperfection d'une cht par 1%égalité de Cartier sur les extensions
de type fini, ainai que par le sorite des p~beses.

Lo plan adopté, consistant & faire passer le bloc galoisien avant L'étude générale
de le séparabilité ot les questions différentielles, o pour conséquence que les résule
tats sur les extensions sépavebles, et en particulfer les critdres de séparabilité,
sont répartis dens trois paragraphes : par. 8 (cas des nlgdbres entidres, i.e, des
extensions algébriques), per, 12 (cxitdre de Mac-lare ot varisntos), per, 15 (critdre
différentiol, beses de transcendance séparentes). Cela dtait également le ces dans le
texte publié, et ne me sewble offrir sucun inconvénient sérieux.

Souten®
LMl
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Commentaires de ddtail

lo texte publié sera changdé entidrement & partir du pevagraphe 7. Pour les per,
1 & 6, nous signalons plus bes les modifications do dbtail qui semblent nécessaires,
Nous avons groupé danc un appendice guelques résultats épars de théorie des armeaux,
dont la place naturglle pour la plupart semblerait sux Chepiires I et IV, mais dort
certaing pourraient 8ire insérés peut-8tre aun cours du Chap. V. Bourbeld décidera,

On référere aux énoncée de 1'Appendice par des sigles tels que ipp 3,27,
L mordf, danat vean Gm e T
\R.“Au, o \3\0\ e a cfengen o o cewe & V!"tv AetR

N° 1, Ia notion de caractérictique introdufis su Chap. I, & laguelle on xéfSze

Par, 1

haut de p. 71, est cemularesgue et sera vidée dans 1ls prochsine édition. Il faut done
rédiger sano utiliser cette terminologie. Dégager l¢ raisonnement "dewx ces peuvart se
résenter” en un,

Lemme.~ Soit n wn entier 2.0 , Alore ﬁ/n_z_ oot intdgre ssg ona n=0 u n ent
un nombre premier ; dans ce deuxidme cas (et seulement dans celui-1d) g/n}_ ent 1n
corpa.

Enoncer le théordme 1 senp texminologie de caractéristiqus, sn disent que les
corps premiers sont osux isomorphes sux corps Q ou _I_’P ( p premier), ces corpee
types étant d'millours deux & deux non isomorphes. Les remerques 2 ot 3 tombent ou
sont reporiéss aprés la notion de caractéristique, que je propoes d'introduive dare le
méme n° ainsi :

Proposition A.- Soit A un aunesu (pas nécescairement commiatif, mais associatif et
wnitaire comme il se doit), et Soit p un nombwe premier. Les conditions suivantes sent
Squivalentes :

(3) pe 1, =0, (o& 1, et 0, sont resp. les léwent unité ot mul do A ).

A A
(i%) ph=0, i.e. pourtout XEA,ma px=0.
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(dd4) A peut 8tre mmi d'une structure de ¥, ~algtbre compatible avec sa struce
ture d'annesu.

De plus, si ces conditions sont vérifides, la structure d'algbbre mentionnds
dons (3ii) eot uniguement déterminde.

Froposition B.~ Soit A un amneav (pes néc comm). Les conditions suivantes sont équi-

velentes :
(1) Pour tout eatier n> 0 , l'application x m->nx dans A est bijective.
(31) Méme-cOndI tIon que (Hy—en Se bormewt A~ 5 premicr. LQ
(413) A peut $tre mmi d'une structure de Q-algdbre compatible avec sa stvuctura
dameau.
De plus, oi cec conditions oont wérifides, la structure d'algdbre envicagée
dans (iii) eot uniquement déterminde.
Définition Ce= Soit p wn entier = 0 , qul est soit mul, eoit un nombre premior, On

dit qu'un armeau A eot de caroctéristique p , si A satisfait sux conditionn de la

prop. A dans le cas ol p est premier, resp. & celles de prop. Bei p est mul,
Proposition Dy~ Un anmeau A non nul & eu plus une carectéristique, qui est sussi
1'entier n= 0 caractéripée par 1a xelation J =1nZ , ob J oot 1'idéal anmlateur
de l'homomorphiome N mwed Nl s Ge Z dans A . L'emmecu nul admet comxe carsciéris-
tique tout entler premicr ou mul.

PROPOSITION E,~ Un corps a une cmcﬁzint:l.-que bion déterminde, dgale & colle de tout
sous-corps ot de tout our-corps. Pour tout entier p comme dang déf, C, il exinte
des corps (en fait des corps pramiers) de caractéristisue p . Your dewx coxrps premiers
de caractéristique p , il existe un isomorphisme urigue de 1'un sur 1'sutrs,
Remargque F,= Soit p comme dang déf, C, ot soit P le corpec premier {ype de carace
téristique p (donmc %gal A E‘p gi p#0,a Q =i p=0 ). Alors un ammear. A
est de caractéristique p ei ef seulement si il peut Stre mumi d'une structure ds
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F-alg¥bre competible avec oa stxuctuve d'amnesu, et alors cette structure de Pe-alzbbre
oot unique. * La iémdre-catdgorie des ammeaux de caxactéristigue p est done isomor-
the, si on ose ainoi o'exprimer, & la Pépdre-catéporie dey P-algbbres asssociatives et
unitaives. ,
Remarque ¥ .~ Si A ssf un annogu non pul de ceractéristique 1 , 11 contient wn sous-
cozps isomorphe au corps premier P . Si p=0,done P=Q , alors P est infini,
donc un ameen non nul de caractéristique nulle ect infini., En particuliev, tout corps
finl est de caractériotique p> 0.

N 2. Prendre dec enmeawx au lieu de corps.(c-q'd- : 4pA =0
E—? thﬁtpﬂ"“\ aad Ay, .

Par, 2

Dens 1'introduction de la notion d'extension, il fout dive qu'ume extension d'un
corpe K oat vne K-algbbre 5L qui se twouve 8ive un corps. En effet, il est cone
traire sux bons yogas de structure, et aussi & 1'usage que Dourbald, lui-mBme fait de
ce texme, de oe boxrmer au ¢as ol I est vraiment wn surwcorps de X , i.e. K une
pertie de L . Définir aunai%axtensim triviale : K —> L o8t un iscmorphiems
(pas nécsoseirement une identitd i),

lorsqu'il est fini, au contraire il est porfoic commode dfutiliser la notation en Hous

. l\ I 1, I1 o'y & oucune raison de zne donner un sens au symbole [E:K] que

les cas. ligne 12, la référence eot camuleresque, ligne suivanbe r¥féreuce changée en
Chep. II, par. 1, prop. 25. Dans le théordme 1, oupnrimer le passage "si 1'un des
nombres ... est défini, il en est de méme de l'auiwe", tout ent toujours défini. On
cure remargué que pour des extensions de corps, le desxd est un enfler > 1 ou +9%
donc leo deux mexbrss de 1'dgalité du th. 1 sont tunjours bien défimio,

Dans la proposition 1, on pout supprimer lec hypothéses de commbativitd., Dans le
corollaire de le proposition 1, supprimer 1'sscertion cur 1'égalité dec éléments wnités,
qui est camulavesques De méme, le passage "nous ne considérons quo des romrésentations 1

J
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non mulles, cfect-i~dire telles que £(1) =1 "... I1 doit 8tve entendu une bonme £0is
(au beooin dans le chapssn du chapitre) que les algdbbres cont associatives et uniteires,
les homomorphismes d'enneanx et d'algdbres recpectent les wunités. Il y a aussi deux
yéfévencea au Chap. II qui doivent Stre changdes.
K° 2. Page T7, dans la note de bag de page, “"les axiomes ... ne font intervenir
,.,bcu \ que des parties finies ,... " ne veubt rien dire. Un surnit intérét & vider cette
@,\8&‘:":‘“ brillante note, Page T8, 5ime ligne avant la fin du n°, lire "réunion filtronte".
e

N° 3. Référence cu Chap. IIL changée. Page 79, ligne 1, supprimer " (por exemple) "

Dans le texte préoédant prop. 5, premdre pour A et B deo parties (pae nécesssive~
ment des sous-armeaux) engendrant les extencionz E wvegp., F ,‘W

>

A oot qon Prorde
Par, 3

——— -

I1 favdrait rédiger systématiquement en  temmes d'algdbres entilwes (ou alpgébri-

NOWA | ques, i Bouxbald préfive - le Tédacteur ne préfdre pea), au lisu d'sxtensions algéhri-
A

ques. Ainsi, dds la définition i, prendre pour E ume algbbre (qufon noterait plutbt

A ), pas méme commiative, et introduire la notion "iveuscendant” et "entisr = algé-
brique", (la formulstion de cette deuxidme notion devreit &tre chongle si on comence
par ne pas supposer non plus que k soit un corps). Kif kif pour définition 2, pour
1e théordme 1 (reformilé en conséquence, en supprimant le mot Mcorps” ob il le faut)
ete. Dans la vemarque & la fin du n° 1, 48me ligne avent la fin, lire "et s 1 est

é 0 et qu'on déoigne par n son degré”. Denc prop. 1, ajouter qutalors toutes las

racines de f sont cimples, ot f(X):(K-:-:Q e (X-zn) , ok les x, sont les
conjupuéo de X .

Par, 4

Remplacer le titre par : "Ipomorphismes et sutomorphisnes de corps. Extensions

quesi-gnloieiconea”.
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© 1. Remplacer 1'exemple 2 en petits caractdres, par wne proposition en forme,
gous la forme suivente : Un corps algébriquement clos eot infi
¥ 2. Dans le th. 1 et son corollairs, lire "extension algébriquement close” au
ldeu de "clbture algbbrique”. La démonstration du corolleire est camlarecque, ot ce
M ‘| corollaive ne doit ca raicon d'Stve gu'd la définition canularesque adopide par Bourba-
\g‘i;_ch 15 pour 1a notion d*extension.
e s
Page 95, fin de la remarque, référence su Chep. II changée ; ligne - 13, au lisu
de "olgébriquement indépendsnte" il faudrait lire "zutusllement elgébriquement indépen~

- " -
W dants,ounerienuiredumt.
Page 98, supprimer 1o note en petito caractvwes aprds le th. 2. O'M

W 3. Fnoncer le th. 3 et la déf. 4 sans hypothdse de finitude. Dans définition 4,
O\P‘ \v‘*’\o@ supprimer la terminologle "dimension algébrique” et la notation din leK E , que per~

éJ:\-\
b sonne n'c jamais employds, et la notation di.an , terridblement cmbigue ; introduire

«AQ@“\ @ Vider le noble lafus en petito caractdres epréc déf. 4. Dans le théo-

\‘ ( réme 4, supprimer "si 1'um dﬁ evs 60L 36fini, il en ect de m@me de 1'autre”.
O““‘ Mlmah'iw
Par. 6 W

w““"“ R K° 1. Page 109, lignes 7 et 8, 1s notion dtextansion univercelle, introduite fort

O
b"éfé_?‘.dg\( t et par la bande, ect bozme pour le vidage. Dang le cor. & prop. 1, lirve
"3egré de tronscendance” ; le coroliaive semble d'aillours bon & vider., Vider la remay-
O ( que en petitc carsctires 4 la fin du n® 1. Ch &écum, w2 e Qo €p
D — >
2

Own

M Ne Z.Lnano déf. 1, prendre pour E et F des parties quelcooques. Dans la note
en petits caractdres su bag de p. 110, vider la premiare phrass, et remplacer le mot

Oowr
~ | olonses d'intransitivité" par "orbites’. Dire que la péme remavgue s'applique powr 18
relation de conjuguaison enitve parties. Page 111, petits ceractires, ayris "intringde

i o,
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qua® asjouter "L K ot E ",

N° 3. Le titre devient : Wm quagi-paloisiennen. Remplacer 1'ensemble des

propooitions 5 et 6, qui font un bam'k blanc~blanc bomnet bien désegréable par la
Fropogition 5.~ Soienmt K un corps, £ wume extension algétrique de K, Q. wne
extension alpébriquement close dsE%. Ies conditions suivantes cont éguivalentes :
(1) Tout K~homomorphisme de dang () applique E dang Jni-wnbme,
(31) Tout Ke-sutomorphisme de (2 applique E dans lui-méme (donc, en vertu de
op. 4, induit wn K-sutomorphisme de E ),
(11g) Pour tout idment x de B , tous les conjugués de % our K (dass Q& )
appartiemant & E .
(iv) Tout polynéme irréductible de K'[X] s Bvant une racine dang B , se décompose
en fecteurs lindaires (distincts ou mon) dans E[X] .

Comme tout Kkamorphim de E dars SL oc prolonge en wn K-automowphicne
de $L (prop. 2, cor. 2), 1'équivalence de (i) et (ii) est claire. D'autre part, les
polynﬁme%édmtibleu £ de K[X] s 8yant wne racine dens E , sont ssactement (3
ges—conséanton tuliislicotives—ema) les polyndmes minimeux des dléments x de B,
lec rocines de I étant justement les comjuguée de £ (prop. 3). Comme f se déoom=
pose dans B E‘t] en produft de facteurs lindaires si et seulement gi toutes les racines
dene (1 g@e irouvent dans B , cela monire 1'équivalence de (iii) et (iv). Comse par
définition les conjugués sur K (dams £2 ) d'un élément x de E cont précisément
ces trancformés par les Ke-sutomorphismes de () , 1'éguivalence de (ii) et (iii)

ect également claire, ce qui wropesition,

Définition 2.~ Soient X wum corps, B mme extencion de K. n @t que E est une

extension quasi-galoicismne de K oi elle est algébrigue, et si elle satisfeit & la
condition (iv) de la prop. 5 (équivelente, ume Fois choisie ung dﬁhm_gleébriquw(%'
£ 4o E, avx autres conditious (i) & (iii) ce la prop. 5).

(n peut encore dire gu'uns sous-extension E d'ume extension algélrigusment close

s S - ———— -A._&
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L. de K est quaaiqgaloioime 8i et sewlement ol elie est algébrique, et identigue
& touteo les extensions conjugufes (définition 1) de B dans 2 . Par exemple,
toute clfture algéhrique de K eot wie extension guesi-galoisienne de K .

Je ne pense pas qu'il y ait lieu de garder la prop. 7, qui conctitue une simple
redite. Il y 2 lieu par contrs d'étoffer le sorite des extensions quasi-geloisiennes,
On peut garder leo prop. 8 et 9 actuelles (slles deviemment 7 et 8), et les corollaires
de cette dernidre, tels quels, ssuf qu'il faut remplacer paricut "mormale" par "quasi~
galoisiemme". Il fout enfin ajouter dsux propositions.

Proposition 9.~ Soiemt K un corps, £L une extemsion de X, E et ' doux sous-
extensions do S , Si E eot quasi-gnloisienme sur X , alors E' = K'(E) est
quagi-galoioienne suxr E! ,

En effet, en vertu du théordme de Steinits or peut supposer ()  algSbriguement
cloge, et come tout K'-automorphisme de {1 st un K-automorphisme, il applique E
dans lui-méme, done E' = K*(E) dans Jui-m8me, ce qui prouve que E' est une extemsion
quasi~galoisiemne de K' , compte temu qu'elle ost elgdbrique en vertu de par, 3, n° 2,
prop. T.

Froposition 10.- Soient K un corps, E une extemsion de K , K' une sous-extension
de E.Si E ect quani-galoisiemne sur K , elle est quasi-galoisierme gur K' ,

En effet, soit {1 une extension algébriquament close de B , slows tout K'-
automorphicme de () eot un K-eutomorphisme, dome appligue E dans lnj-mdwe, ce qui
mrouve que E 6ot une extension quasi-galoisienne de K' (compte fenmu qulelle ent
algébrigue sur K* , 1'étant sur K ).

Pour d'autreo commentairss au n® 3, cf. § 8, n° 1, le N. B,

Je sugpdre de foire du the d'Artin un n® 4 au § 6
N° 4. Le théordme d'Artin,

Ie réoultat du présent nmuméro, de mature surtout techmique, nous sexvira au § 8
& prouver un résultat clef de la théorie de Galois, ot au par. 12 & démontrer le cri-
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tive de séparabilité de Mac Lene. Il me sera pas utilisé directement & d’sutres emdroits
du présent livre, S Rt 0

‘ Oengdarsnies )
Tabordme 1 (Artin).- Soient K wun corps, G un ensemble d’sutomorphismsde X ,
stable par multiplication et conmtemant 1'sutomorphisme identique, k le corps des
iqvarientz de G, V une partie de K, n un entier = 0 . Funissons X de sa
structhme d'espace vectoriel sur k , ot l'ensemble des applications de V dans K
de sa structure naturelle d'eppace vectoriel sur K , Four que 1l'ensemble des restric.
tiongc & V des u& G poit de rang n sur K , il faut et 1l suffii que 1a pertie

V de K goitderang n sur k.

N, B. - la démonctration est celle de le présente édition, ol il feut simplement changex
1a référence & l'ancienne &dition du Chzp. II. On pourrait sussi, tant qu'a faire,

metire tout de suite la version mon commutetive, qui ne colite pes plus cher. lLe rédac-

teur pense qu'il ne faub pas expliciter ici la prop. 1 pege 117 de la précente édition
du Chep. V, trop triviale pour mériter un tel honmeur, Je pence quil fout gaxder les
quatre lignes de lajus préliminaires ci-dessus, qui seront bien utiles au lecteur pour
1%encourager & cublier le théordme d'Artin. Vérifier e'il y a quelque part la justifie
cation du terme "corps des invarisnts™, je ne 1l'ai trouvée nulle part.

Enfin, je suggtre de faire un

N 5, Théordmes d'ind@mdame lindaire et algébrique d°icomorphismes de corps.

Le premier de ces deux théordmes ne sere sens doute qu'un rappel d*un énoneé plus

gfnérel Tigurent su Chap, IV (cf. App. 5.6), il sera utilisd av § B pour la théorie de

Gelois. Le théordme d'indépendamce elgébrique ne servira plus danc le livre d'Algiime,

ot le rédacteur avote qu'il no s'en est encove jameic oervi lui-mBme. Aussi il proposs
de mettre ce théoréme en petits caractives.
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§ 7. Algdbreo en| dres séparadles sur un corps. Cllture séporable et
]
| clﬁj parfaite d'un corps.

1. Algdbres disgonalisables.

DEFINITION 1.~ Soient k un (1e chapeau du Chapitre impliquera qu'il est commu-

tatif), A wne k-algdbre. (n iitg_x‘g A est diagonalisable s'il existo un entier
— T —— — e

n> 0 tel que A soitum%hnil'algébregoduit .

Par exemple, l'algtbre O , aingi que k muni de oa siructure canonigue do k-
algbbre, sont diagonalisables ; tout produit fini d'algtbres di.sgonalisables est

disgonalisable. Une algbire le sur k eot de degré fini our k.
w\“\\\t
FROPOSITION 1.~ Soient k un 8, A une L-algéhraraiaagzvéﬁni n, P(a) 1*en~

semble des k-homomorphismes de A dons k , {) wne extension algébriguement close

de k . Les conditions au:wanta#a sont équivelentes :

|
(1) A est diagonalissble (aéf. 1).

(i1) A est réduit, ej_goin' tout k~homomorphicme u :A >0 ,oma w(A)C k.

(ii nis) A est réduit ot ses thmcm réoidueiles (App. n° 5) sont triviales.

(1i4)  caxd(P(a)) =n . |

]
l
i
|

(iv) A a exectement n idéaux meaximeux.

Ce n'est autre que App. 5.'?7.

PROPOSITION 2.~ Soit ¥ un comps.

(1) Soit A wmne k-algbﬂ_m. Si A est disgonalisable, il en est de mlme de

|
toute sous-algdbre et de toute algdbre quotient de A .

(i) Soit (4;),o; uoe famillo fimie de k-algbbres. Four gue 1o produit A do

cotte famille soit di_a_/_ggnalisa‘blo, il faut ot il suffit que chacune des Ay 1le soit.

(331)  Soiemt A ot B deux k-algdbres. Si A et B sont dlagonalisables, il

en est de méme do A ®, B . Inverement, si A ®, B ot disgonalisablo ob A#0,
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alors B eot disgonalisable.
(iv) Soit A une k-algdbre, engendrée par une famille de sous-algddres A
(A€1) ., Pour que A soit dimgonalisable, il faut ot il suffit qu'elle soit commita~
tive et de degré fini, ot que chacune des Ai solt dimgonalisable.
(v) Soit A uno k-algdhwo disgomaliseble, alors pour toute extension k* de Ik,
A®, &' gst e k'-algdbve dimgomalisable.
— Démonstretion. (i) 8i A est disgonalisable, il résulte aussitdt du eritdre

.‘\(‘,\'\\(‘W)\c ( (i1 bis) de prop. 1 que toute sous-algdbre 1'est également. D'ailleurs 1a commaissance
‘QW"Q\‘T des idéaux d'un produit de corps (App. 1.14) montre aussitdt que toute algdbre Qmﬁ.ent
éifff&‘“ do X' st isomorphe & une algdtre K& (m<n) , ce qui prouve que si A ost disgo-
nalisable, il en est de méme de toute algdbre quotient.
(id) 5iles A, sont diagonalisables, il en est de mémo do lewr produit, comme
il xésulte trivialement de 1a définition. Inversement, sf le produit A est diagons~
lisable, comne les A, sont isomorphen & des algbbres quotients de A , elles oont
diagonalisables en vertu de (i).
(1d1) Si A et B sont dicgonalisables, il en est de mlme de A ®, B, comse il
résulte trivialement de 1a défivition et du calcul du produit bemsoriel dnlgdbres
produits. Inversement, si A ®k B est diagonnlisable et A £ 0, alors B est dia-
gonnlisable en vertu de (i), car isomorphe & une sous-algdbre 1A®k B d AQ B,
qui eat diagonalisable.
(iv) La nécessité de la condition résulto sussitdt de (i), Inversement, supposons
les Ai diagonaligables et A commtative ot de degré fini sur Ik , alors il existe
me sous~famille finie de (Ai)i@I qui engendre déja A , donc A est isomorphe &
une algdbre quotient du produit tensoriel d'ume sous-femille finie de (Ixi) , donc o5t
diagomalisable en vertu de (iii), en ukilisant une réourrence sur le cardinal de
L'engemble d'indices de cette sous-famille.
(v) Bot triviele sur 1la définition,
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PROPOSITION 3.~ Soient k wn corps, f&€k[X] un polynéme en une indéterminée X ,

3 coofficients dans k , non identiquement mul, A =Xk[X]/m[X] . Alore A est

diagonalioable gi el soulement si £ pe décompose en facteurs lindaires tous distincts,

i.e. _P_eut stécrire sous la forme
£ = ¢ iln(x-ai),

oi n estledeméde £, c etles a (1€i=n) sont dans Xk , ot les a, sont

toug distincts. 2

Cola xésulte en effet sussitdt de App. 5.8, compte teru gue pour un polynbme uni-

taire ivréductible fi

si et ceulement si fi eot de ia forme X-ai » ¢t que deuxz polynfmes de la forme

» le corps k[X] /tx [x] est une extension triviale de k

"X-~2, X-b sont égaux si ot seulement ci & et b lo sont.

COROLLAIRE.~ Soient A une algbbre sur un corpe k , (xi)ie'f we famille géndra-

trice d'éléments de A . Pour que A soit disgonalisable, il faut et il suffit que A

goit de degré fini, et que powr tout i&E1I , lo polynbmo minimal f; 8o x, sur k

i e—

(§ 3, n° 1, déf. 3) se décompose en facteurs linéeives tous distincts.

En offet, A est engendré par ses sous-algdbres A, = k[xi] s isomorphes aux
k[x] /fik[x] , ot on conclut par Proposition 2 (iv) et Propomition 3.

DEFINITION 2.~ Sodent k wun coxps, V un espace vectoriel de dimension finle sur Ik .

Soit uw un endomoxphisme de V ; on dit que u est diagemal per repport & une bese

(e)> de V , si sa matwice par rapport & cetis bose est diagonale, i.e. mi pour

tout €85 ,ilexistewn A Ek tol que ule ) = : on dit que u oot dia-

» 9
88

gonalisable si on peut trouver une baso de V par repport & laguelle u soit diegonal.

Une famille (ui) jep endomorphismes de V est dite diagonalisable si on pout trou-
—————— e - pETeepr Tyt =

ver une base (ec)aGS de V tello que pour tout i€ I, w, soit dlegonsl par

_rgl_:_portb.cettebane.
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On notera que si A est wne pariie do End (V)  congidérant A comme définis-
sant 1a famille des endomorphismes u€A de V , la définition précédente domme wn
sensn 3 la locution : " A est diagonalisable ". Nous allons voir que loreque A est
une sous-algbbre de mak(v) s cotte dernidro définition est compatible avec la défini-
tion 1, 1.0. A est disgonaliseble, em tant que partic de End(V) , si et seulement si
elle est diagonalisable en tant que k-algbhre :
PROPOSITION 4.~ Soient )k un coxrps, V un espace vectoriel do dimension finio sur k ,

(4;); ey mme famille d'endomorphismos 3 V, A ls sous-algdbre do End (V)

qu'elle engendre. Leo conditions suiventes sont équivalentes :

(4) la k-algdbve A est disgomalisable (cf. déf. 1),

(1) la partdo A de Bnd (V) et diagomelisable (of. aéf. 2).
(1i1)  Is famille (u,),o, est diagonalissble (cf. déf. 2).

(iv) Ies u;’_*\‘}maja@omnsam@ ot commitent devx & doux.

(v) Les u, commtent deux & deux, et pour tout i€ I le polynbme minimal

m—

(§3, n° 1, aéf, 3) de u, se ddcompose en facteurs linfaires tous distincts.

Comme A est commiative si el seulement si les uy
1téguivalence do (i) et {v) est un ces particulier du coroliasire & la prop. 3. D'autre
part (i) implique (ii) en vertu do App. 1.24, et (ii) implique que A eot isomcrphe
& une sous-algdbwe d"ume algébre diagomelisable (1'slgdbre des matrices disgonales,

qu'on aurait pu domer en exemple dés aprds la définition 1), donc est dimgonalisable

comuuient deux & deux,

en vertu de prop., 2 (i). Dome (i), (ii), (v) sont équivelentes. Appligusnt ceci au cas
d'mme famille réduite & un seul élément, on conclut que si u eot un endomorphisme
de V , alors u eot disgonalissble si et soulement si son polymbme minimel ss
ddcompose en facteurs lindaires tous distincts, ce qui prouve que (iv) dguivaut & (v).
L'équivalence de (ii) ot (iii) est cleive, cor pour une base domnée de V , lea mo~
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trices des u sont touten diagonales ei ot sewlement oi il en est ainsi des matrices
do tous lea u@ A . Cela achdve la démonstration de prop. 4.

COROLIATRE,- Soit A mai_@hwmmeoqyg_ k . Powr que A soit diagonalisable,

il faut et il suffit que pour toute représentation linéaire de A par des endomorphis-

msd‘\mesgaoevectonel V de dimension finie sw k , la famille correspondante

(indexée par A ) d'endomoxphiomes de V eoit disgonalisable, et il faut ot suffit

B 2 = .
gu'on puisse trouver wanhﬁm linéaive fiddle de A gyant cette P'opr.ié‘bé.

Si A est disgonalisable, done isomorpho & wne algdbre X° , alors 1a commaissance
explicite de ses représentstions lindeives (App. 1.24) montre la nécessité de 1s condi-
tion énoncée dans le ceorcllaire. Invermt, 83, A eduet une représentation linéaire
fiddle satisfaisent & la condition de disgonalicebilité du corcllaire, alors A est
me algtbre diagonslissble en vertu de prop. 4, (ii) => (i). Notant que toute algdbre
do depwé fini sur k edmet une représentation lindaive fiddle (par exemple la repré-
sentation régulidre), on achdve la démonstration du corollsire.

Remarque.- On fera attention que sous les conditions préliminaires de la prop. 4, il
eat posgible que tout élément de A poill un endomorphisme disgonalisable de V ,
cans que A sgoit commutatif, donc pans que A solt disgonsliccble; of . exere. ...

2, Algdbres étales sur un corps.

FROPOSITION 5.- Soieat k wn corps, A une algtbre commistive de deged fini sur k ,

L1 uno sxtension algtriguement close de k . Alors les deux oonditions sont équi~

valentes :
(2) A ®kQ. est une algdbre disgonnliseble sur 2. (of. déf. 1).
(34) AR, 0 est un ameeu réduit.

De plus, ces conditions pont ind_é_pendantes de 1'extonsion algébriquenent close

fL envissgfede k. Si K o5t uno sous-extension de (2. %elle gue pour tout
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k-homomorphiome u ¢ A=>() ; on ait w(A)C X, alors les conditions (i) et {11)

aontég&mlmtasmaonﬂiﬁms%u'mmmtenym_n_phx;ant Q par K.,

Notons que la condition envicagée sur K o'exprime em texmes de 1a K-algdbre

B-A@kx par le fait que pour tout K-homomorphisme v :B—>0. ,ona

v(B) = K , co qui en veriu de App. 5.4 et do § 4, n° 2, th. 1 équivaut au fait que
leo extensions xésiducllen de la E-algdbwe B oont triviales. D'apr¥s la prop. 1,
on sait bien qu'alors B est diagonalisable oi of coulement zi olle est réduite ; en
vertu do prop, 2 (v) la L) ~algdhwe B®, Q1L , isomorghe A L8, Q , sera slors
dicgonalisable, et 1l'inverse est vrai, car B cat isomorphe & un sous-cnncau de

B@K ) , done est réduit si co dernier 1%est. I1 westo & prouver que les conditions
(1) ot (ii) ne dépendent pes de 1'extemsion algSbriquement close SL choisic de X .
Or o (L' oot une sutro tolle extemsion, on peut trouver une extension algébriguement
close {1" do k et dec keisomorphismes de (), Q' sur des sous-extensions de
2" (§ 4, prop. 2 of th. 2) 3 il ésulto alors de co qui préodde que les conditions
envisagées pour L1, L)' sont équivalenter oépardment eux conditions analogues
pour SL" | donc sont équivalentes emtre elles. Cola achdve 1o démonstration de 1a
proposition.
DEFINITION 3.- Soient k un corps, A ume algdhwo our k . On dit que A st étale

(ou étale sur k , oi une confusion est & craindro sur le corps de bese), si A est
etz - —

coumtative, de degré fini, et 5i elle seticfait sux conditions Squivalentes de 1=

BEOD: 5

Cette définition a vn sens gofice au théordme ds Steinits, (§ 4, h. 2), osmurant
que k admet biem une extension algétwiquement clone.
PROPOSITION 6.= Soit A uno algdbwe commitative de degré fini cur le corpa k . Four

que A soit étale, il fout et il suffit quo pour toute oxtemsion K de k, ix®kK

£0i% un ennoeu réduit. En particulier, si A est ftaley A est un annean réauit.
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C'ent trivialement sufficent sur la forme (ii) dec.conditiom 2e prop. 5. Inverse-
ment, oi A eot étale, prouvons que A @, K  est réduit pour toute extansion X
de k . En effet, prenonsc pour £J. une extension algébriquement clome de K , alors
par hypothdse A@kn oot réduit, donc aussi A@kK qui est isomorphe & un sous-
anneau de celui-ci,

PROPOSITION 7.~ Avec les notations de la prop. 5, les conditions (i) et (ii) éouivalent

aussi & la condition suivente :

(444) Le cardinal de l'ensemble des lehomomorphiemes de A dans 2. est égal au
degré n de A .

Quitte & remplacer A par la () -algdbre 4@, ) , on peut supposer que
£) =k , et on conclut por la prop. 1.

PROPOSITION 8.~ Soit k _un corps.

(1) Soit A une L-algdtre. Si A est Stale, il en est de méme de toute sous-

gl_géhreetdstoutenlg}_breguoﬁentda ;=

(1) Soit (a,) une femille finio de kealgdbres. Pour que le produit A de

icl
catte famille moit dtale, il faut et il suffit que chacun des Ai le soift.

(2ii)  Soient A et B des kealgdbres. Si A et B sont étales, il en est de

S ——

A@kB.Invmmt,_a_i A@k 3 est Gtale ot 8i A £ 0, B est étale.

(iv) Soit A wne L-algdbre, engendrée par une famille (Ai) de sous-algdbres.

Pour que A soit étale, il faut et il cuffit gu'e]_le soit commitative, de dagcré £ind,

et que les Ai ooient dtsles.

(v) Soit A wne k-algdbre, ' ume extensionde k , A! =A®kk' la k-

algibre déduite par changement du corps de base. Pour que A soit élale, il faui et

il suffit quo A' le soit.

Démonstration. Tout d'abord, (v) est immédiat sur le critdre de la prop. 5, comme

on voit en choisigsant une extension algébriquement close {L de K , et en la consi-
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dérant égnlement comme une extension de k . Ceci noté, pour prouver les énoncés (i) &
(iv), on chasit une extension algébriquement close 0Q k , ot on est ramem$ par
changement de base & prouver les mdmes assertions sur un corps algébriquement clos. Or
dans ce cas, une algdbre sur k est étale si ot seulement si elle est disgonalisable,
et nos assertions nésultent des asseriions enalogues de la prop. 2,
COROLIAIRE 1.~ Soit A une algbbre sur le corps k . Pour qgue A gsoit étale, il faut

el il suffit que A soit isomzjg au podu.it d'une famille finie d'extensions étales

do k.

Ia sufficance réoulte de (ii), et 1o nécessité également, compte temu du fait
qu'une algdbre commutative de dogré fini sur k est isomorphe su prodult d'une famille
finie d'algdbres locales de degné fini sur k (App. 3.5), et que si ces dernidres sont
étales, elles sont réduites (prop. 6) dome des corpe (App. 3.7).

COROLLAIRE 2.~ Soient XK une extension du corps k , A une K-M.Pmmque A

soit étale en tant gue k-algdbre, il ouffit que l'extension K soit étale et gue la

K-algdbre A soit étale, et ces conditions sont également néccesaires lorsque A £0.

Supposons K étale sur k et A étele sur K , et prouvons que A est étale
sur k . Soit k' une cldture algébrigue de k , alors par hypothdse K’:K@kk'
ent isomorphe an produit d'mfmmuﬁniadg k'-&lghbrenj.!{; 4somorphes & k' .A
Lalghtre A' =A®, k' sur K' se décompose alors en produit d'algibven A sur

les facteurs K;_ (App. 1.25), ces dernidres n'étant autres d*zilleurs que A;in
=A®xKi , donc diagonalimables puisque A est §tale sur K et que K;; ost wme
extonsion algétriquement close de K . IL en résulte que A’ , en tant gue k'-alghbrs,
eot un produit fini d'algdhres diegonalisables A; pur k' , donc est dlagopalisable,
co qui prouve que A eat une kealgibre étale. Inversement, supposoms A éfale sur

k et A#0 ., Comme alors K est icomorphe & wne sous-algdbre de A , il »éoulte
de prop. 8 (i) que K est étale sur k . Beste & prouver que A ent étele sur X.

Or oi E' est une extension algébriquement clope de X , alors A@KI{' ect isomor-
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ghe & une algdbre quotient de A@kx' s ot cotte dernidre est dingonnliseble puisque
4 est étale owr Xk , donc i) en est de mbume de A®, K' en vertu de prop. 2 (i),
ce qui prouve que A est étale sur X ,
Remarque.~ Lo corollaire | montre que la classification des algbres étales sur un
corps dormé k Ge ramdme compldtement & celie des extensions dtalen de k . Nous mon-
trexons an § 8 comment on peut effectuer cetie classification en tormes d'ensembles &
groupes d'opérateurs, gréce & la théorie de Calois.
PROPOSITION 9.~ Sodent k wn coxps, £& k[X] um polyndme & une indéterminde X

& coefficients dens K , non identiquement rul. Four que 1'algitre A = k{ X1/mx[x)

our k ooit étale, il faut et il puffit que les xyacines de £ (dans wne extension

2lgébriquement close domnde S2 de ¥ ) goicnt simples (réf.), ou emcove que £ 50

décompose en un produwit de polyndmes irvéductibles distincts dont chacun n's que des
e e - a——

racines simples (réf.) dans LA . Loyogue f est irréductible, ces conditions sigmi-

fient aussi que 1'on ait £ ¢ k[xP] (o4 p désigne 1'exposent carsctéristique de

k).

Lo premier critdre, qui cénonce sussi en disant que # , considéré comme polynSme
& coefficients dams ) , se décompose en facteurs lindaires distinets, est une consée
quence imnédiate do la déf. 3 et de la prop. 3. Le douxidme critdre »sulte du premier,
compte tenu de la décomposition de A en facteurs Jocmux correspondants & la décompo-

sition de f en produit de puissences do polyndmes irréductibles (App. 5.8) du fait

que A ecot réduit si et seulement si len exposants dans la décomposition de £ en
facteurs sont tous égeux & 1 (App. 5.9), ot que A étale impligue A néduit
(proposition 6). Enfin, lorsque f£ est irréductible, ces conditions Sonivalent &
fé_k[:xp] en vertu de § 3, prop. 1.

DEFINITION 4.- Soit k un corps. On dit qu'un polyndme f , & coofficients dams X ,

able, 8'il est non mul ot 8°il saticfeit aux conditions dqui~
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velentes de lo propomition 9. Un élément x d'une algdbre A sur k st dit étale
- = = > =3

sur k , si la cous-algdbre k[_x]_t}_gk engendrée par x est étale sur Xk .

On notera que ei K oot une extemsion de k , alors pour que £ soit étale en
tant que polyndme & coefficientn dame k , il feut ot il muffit qu'il le coit en tant
que polyndme & coofficients dams K , comme il résulte par exemple de prop. 8 (v).
Clest pourquoi il est inutile dens 1a premilre partie de la définition 4 de préciser

" étale sur k ", commo il est paxfois prudent de le faire pour la notion d'algbbre
ou d'élément étale.

COROLIAIRE 1.~ Soient Xk wn corps, A ume I-algdbwe, (xi)iE-I we femille pénéra-

trice d'élémentn de A . Pour que A goit dtale, il faut et il suffit gu'elle soit

de degré fini, commiative (i.o. que les Uy commtent deux & deux), et que pour tout

ieIl, X, soit étale sur k . Pour gu'un élément x de A poit étale sur k,

il feut et il ouffit qu'il soii algbrigue sur k (§ 3, n® 1, 3éf. 1) et que son

polyndme mindmal (§ 3, n° 1, déf. 3) soit séparable.

Ia premidre assertion n'est autre que prop. 8 (iv), la dewcidme n'est autre que
la prop. 9, compte temu de 1'isomorphisme k[x] =2 % [X] /&(X], ot £ adsige
lo polynfme minimel de x sur k (§ 3, n® 1, €h, 1),

COROLIAIRE 2.~ Soient k un ocorps, K uno extension de k , x un élémemt de K

qui eot racine simplo d'un polyndme £€ k{X] , alors x est étale sur Xk .

En offet, le polynfme minimal g de x divise £ (§ 3, th. 1) dome x est
racine oimple de g , donc les racines de g dans wne cidtuve algébrigue de K (qui
sont conjuguées de x ) somt toutes simples, donc en vertu du cerollsive 1, % ect
séparable sur k .

COROLLAIRE 3.~ Soient k un covps, () ume cxztemsion de %k , K une scus-cxtension

do Q » Tout élément x Eg_ Qggiesté‘calesur k ent étale sur K.

En offet, ai f est le polynSme minimel de x sur k , les racines de £ (dans
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we extension algébriquement close de {2 ) sont simples, et ona f£(x) =0, d'od
la conclusion en vertu du corollaire 2.
FROPOSITION 10.~ Scoient k vun corps, V um eospace vectoriel de dimensiom finie sur k ,

(4,);c; e famille d’endomorphismes de V, A la sous-algbtre de End (V) qulelle
engendre, () une extension a.lg_é’ou.-lglumt close de Xk . Alors les conditions suivantes

sont éq_givalentee H

(4) Ia femillo doc endomorphiames uiQkO. (iel) de V@kQ est diagona~
lisable (déf. 2).

(i1) L'algébre A est éizle,
Conme par définition, A est étale si ot ceulement si A®kQ eot diagonali-
sable sur S , ot que cette dernidre algdbre n'sot autre quo la sous-algdbre de
mdg_(v®kﬂ) engendrée per les “191:9- s 1= prop. 10 est un cas perticulier
de 1%équivalence des conditions (i) et (1ii) dans 1a prop. 4. - Lorsque les conditions
équivalentos de prop. 10 sont vérifides, on dira pexfois que la famille (w)ic, es%
absolument dlagonalisable ; on fera atfent:i.on qu'une famille diagonalisable est meni-

festement absolument disgonalisable, mais que 1'iuverae n'est pas vrai en général,

ef. exere, .. Avec la terminologie qu'on vient dfintroduire, on prouve comme pour le
corollaire & prop., 4 &

COROLIAIRE,~ Soient k wn corps, A ume algdbre sur k , Four que A soit dinle,

ilfmztetilauﬂitquapotmtouterg_présenmﬁ.onlinéairede A par des endomorphis-

mes d'un espace vectoriel de dimension finie V sur Xk , 1la famille correspondante

(indexde par A ) d‘aadomor;pgimes de V soit absolument %nalisabla. ot i1 faut of

il suffit qu'on puisse trouver une représentation lindaire fiddie de A ayant cette
e ———— — S pery— S ———

JEopeifve.
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S.~ Soit A wne algbbre commitative sur un corps k . On dit que A est

blenaurmoom k.,

(ouaé&blesm' k , gi une confusion sur le corps de base est & craindve)

si pour toute extension K ds k, A® X oot xdduit. ~b_1~_“€-(€1“ﬁ?~ Aepeicte

4w -
PROPOSITION 1.~ Soit A une algdbre sur un corps k . Pour que A soit aégrable,

thetzlwitmmrmdemte B sur k, le produit tensoriel

A®, B %bm annoen réduit.

Ia condition est manifestement suffisante, prouvons qu®elle est nécesoaire, i.e.
cupposons A sdpareble, et prouvons que ci B est une algdbre réduite sur k ,

A ®k B est 1éduit. En vertu de App. 2.12, dive que B eot réduit signifie que
1¥intersection des idéaux premisra P Go B eot réduite & zéro, ou encore, introdui-
oant les corp des fractions K des ammeaux intdgres A/p , que B so plonge dans un

produit de coz?i,_ voit P= ;ZI Ki « Par suita, A@k B oe plonge dans

A, P =AQ®, i‘eiz K, . donc en vertu du lemo 1 ci~dessous, il se plonge dans
1'algdbre produit ;E A@k Ki « L'hypothdoe sur A dmplique que les A @y Ki
cont »éduits, done il en est de mdme de lewr produit (App. 2.11, remonds), donc sussi

de A@kB.nmteb.pmwerlo

LETE 1.- Solent k wn onmeau, A 1@ kemodule, (K.), .. e famills do k-modules,

considérons 1'homomorphisme canonique (r8f.. ?)

Si A est libro, cet homomorphisme est injactif, / ‘\ l66 C‘\

(._
volln — 1o, . ek peplS
CO\»t\A

(N, B. = Devrait figurer ou Chep. II, par exemple en respent avec 1'hypothdse

"1 Dini" au liende " A libwe"). Ik effot, choisissant une .base (aj) dans A,

ia source do hﬂecheemv:magéec;demnﬁoa (Tr K, )(J> . done ne plorge dens

iII a I l(i tandis que le but a'identifie & ie:(xi)(‘r) 3 or le
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torme général do ce produit so plongs dams K,” , donc le produit lui-nbme se plonge
aans [ K (réf.). Avec ces identifications, on vérifie imuédiatement que 1'homomorn-
phisme envisagé dans le lemme est induit par 1'application identique de EK'I » CO
qui prouve qu'il est injectif,
PROPOSTTION 12.- Soit ¥ un corps.

(1) Soit A une k-algdbre commtative. Si A est séparable, il en est de méme

de toute sous-algdbre. Iwversement, si A ost réunion filitrants croissante de sous~

algzébres qui sont aéjggmhles, alors A est séparabls,

(i1) Soit (Ai)ieI wne femille de Xk-algdbres commiatives. Pour que 1'algdbre

produit A soit séparable, il faut et il suffit que chacune des Ai le soit.

(111) Solent A ot B doux keslgdbres commitaiives. S1 A et B sont sépare-

PieS, 11 en ost do mbme do A®, B . Inversement, oi A£0 otsi A® B est
oéparsble, alors B est séparable.

(iv) Soient A ume l-algdbre, k' une extonsionde k . Four quo A goit ume
k-algbbre séparabile, il faut et il suffit que A' = 4@, k" soit we k'-algdbve
séparable. |

| (v) Soient E une extensionde k., ot A une Exalgditwe. Si E oot sépareble

fur k, et A sdpoareble sur K , alors A est séperable sur ik .

Démonstration, (i) Ia premidre assertion résulte de ce que pour toute sous-algdbre

B de A, ot toute extension X de Xk, B®k K s'identifio & une sous-algdbre do
A ®k K , donc est réduite ai cetie dernidre 1%est. De mlme, si A o8t réunion fil-
trante croissante de sous-algdbres B, , alors A ®k L eat réumion filtrente crois~
sante de sous-algltres isomorphes aux Biek K (véf,), donc est réduite si ceas
dornidres le sont, ce qui prouve la deuxidmo assextion de (1).

(i1) Utilisant lo lemme 1 ci-dessus, on voit que pour toute extension K do k ,
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A®, K s'identifio & wio sous-algdbre do ;l;l;aiekx ; donc si les A, sont
séparablos, donc les -A, @ K réduits, 11 on est de mlue de leur produit (App. 2.11),
done A@kx est Ggalement réduit, ce qui prouve que A est méparable. Inversement,
sl A est séparable, les ":l qui sont isomorphes & des sous-algdbres de A , sont
séparebles en vertu de (i).
(iv) Pour toute extension K' do k', A'®,, K' est X'-isomorpho & A ® K’
(xé£.), done ot réduite si A est séparable, ce qui implique qulalors A' est sépa-
rable. Pour prouver l'inverse, il suffit de noter quo toute extersion K de k se
plonge dens une extension convensble K' de k' (§ 4, n° 2, prop. 2), or
AQ, K A'®,, E' Stant néduit, il en est do nlze de A ®, K , isomorpho & wm
sous-ermeau de celui-ci, ce qui prouve gque A eat adparable,
(ii1) Supposons A et B séperebles, prouvons que A ©, B 1'est, i.e. que pour
toute extension K de k, (A®, B)® K est xéduit. Or cotie algdbre est canoni~
quement isomorphe & A, &, § , od A =A® K, B =3O K (xé£.), or en vertu
de (iv) déja prouvé, Ay est une K-nlgdbre sépavable, d'swive pert By est ume
K-algdbre réduite, dono AK@IBK est réduite en vertu de prop, 1.
(v) .Soitxunee:msiénde k , alors on a un isomoxphisme A® K
2 A8 (E®, K) (xé£.), or d*aprds 1thypothdse qur E , E®, K est réduit, ce
qui implique, grfice & prop. 11 qu'il en est de méme de son produit tensoriel avec la
E-algdbre sépersble A , donec A@kx est réduit, Cela prouve que A est séparable
sur k.

COROLLATRE,~ Soit A une algbbre commitative sur wn corps k . Four que A soit sépa-

rable, il faut et il suffit que %oute sous-elgbbre de type fini le soit. Lorsque A

est wno extension de k , pour que A eoil sépavable, il faut ot suffit gue toute

sous-extenaion de ty_;_ag fini le soit.

Cola résulte aussitbt de prop. 12 (ii).
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PROPOSITION 13.~ Soient k uw corps, A wne b-gl_g%breintbm, E son corps des
fractions. Four que A soit séparable sur Xk , il faut ot il suffit que B 1le soit.
- Si E est séparable, il en est do mlme de A en vertu de prop. 12 (i), Inverse-
O&(ﬁ“ﬁ\\ uemt, supposons que A soit séparable, et prouvons que E 1'eot, Compte tem de la
Q,UC“\M " aéfinition de E p c'ost un cas particulier du résultat plus général suivent (¥, B.

gu'on powrrait élever eu rang de proposition, prop.13 dovenant corollaire) ¢
COROLLAIRE 1.~ Soit A une algbbre sépareblo sur un corps Ik , alore pour toute partie

multiplicativement stable S de A , l'amnean des fractions Ag Ge A par rapport

A 8 (Chep. I .... ) est sépavable sur k.

Cela résulte aussitlt de la définition, et dos doux lommes suivants ¢

IEMME 2,- Soient k un amesu commtatif, A une k~algtbre commitative, S une

partie miltiplicativement stsble de A , k' une ke-algbbre commtstive, A! = A@k X',

8¢ 1'image de S por 1'homomorphisme camonique A —>A* . Alors on & uwn isomorphisme

canonique de k'~algdbres ¢

sy B, ko ms |

Clest un remoxrds au Chap. II, dont je laisse la démonsiration su rédacteur défini-
tif,

IEME 3,- Soient A un ammesw, S une _partie miltiplicativement stable de A , _S_.}.

A est réduit, il en oot de mbme do 1anneau des fractions as™ o

En offet, tout 6lément x do AS™' s'dcrivent sous 1a forme g{(y)d(la)"1 avec

1

YEA, 8€S , 00 ¢ : A->4A3" est 1°homomorphieme canomiquo, si X est nilpo-

tent on doit avoir #(y7)#(e®)™! = 0 pour wn entier n> 0 convensble, dome il existe
un tE5 tol que ty” =0 otafortiord P = (ty)* =0, ce qui implique

g(y) =0 ot a fortiori x=0.

COROLIAIRE 2.~ Soient k wn corps, (X,), . une famille d'indétovminées. Alors

1'axnesy des polynSmes Ik [_(xi) St

1 4 ot 1o coxps des fractions ratiomelles
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k(ﬁ(xi) serl)) » sont séparables sur X . M pariiculior toute extension iremscondsnte

pure do k ost sépareble,

En vertu de prop. 13, il suffit de prouver que 1'algbbre de polyndmes
A=%[(X), ;] est nbparable, or pour toute extension X do k, A® K est
canoniquenont isomorphe & 1'algdbre de polymdmes K [(xi) ser) (262.), qui est intd-
gre (x6f.), et a fortiori méduite, ce qui prouve gue A est séparable sur k.
Remarque.~ Bn pius des rdeultats du présent rumére, et du muméro suivani (ces dexniers
relatifs eux algbhres sérarables entidres), lo locteur trouvera des compléments imporw
tants sur les algdbros séparables aux § 11 (critdre de Mac-Iane ot ses conséquences) ot
12 (critdres difféventicls de népammxﬁ,%m dos bases de transcendance séparentes)

N. B. ~La prop. 13 est bien éculde, la forme satisfaisante est ceno-oa. : A
eat efparable sur k mi ot smﬂmt's:i. A est réduito, ot pour tout idéal promiex
minimal p de A, le corps dee frections do A/p est wno oxtansion séparable de k .
Si on leo veut ici, on doit pouveir 1l'avoir sans mal ; 8i on juge que le lieu serait
plutdt en Géombirie Algébrique, on peut du moins inclure ce résultat on exercice.

4. Algtbres entidres séparables suzr un corps. (\V\C\Q\‘O&Qb )

W, B. = Conformément & ce qui & 6té dit dans les “commentaires", le soxite des
algdbren ontidres ost supposé feit au § 5, n° 1,
FROFOSITION 14.- Soient k un corps, A une algtbro commitative entidre sur k

(zi)iel e femille g_gnératrico d'éléments de A , <L une extension algggriqtment

close de k . Ics conditions suivantes sont 6qm.valontes :

(i) A eat Bigmuoo

(£ pis) L'ammeau A@kﬂ eat réduit.

(41) Touto sous-algdtre B de A qui est do dogré fimi sur k st étalo.

(144)  Pour tout 1€I, X, est étele swr k , 1.0, 18 sous-algdbre k[z;] do
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A ongendrée per z, est étale, ou encore (¢or. de la prop. 9) les racines du poly=

néme minime) de ¥, suw k sontai!g.ea.

Fotons que dire que A o8t entidre sur k revient & dive que la famille filirante

croissante des Sousealgdbres Bj de A de degré fini sur k a pour réwnion A ,

qui s'identifie par suite & leur limite inductive (§ 3, n® 1 ¢). Doné pour toute exten-
gion X de Xk, A®kx est la réunion de la fawille filtrante croispente de souss

algdbres BJQEK.d'o&oneomluttpn a@kx eot réduite ai ot soulement si il en

oot do mlme des Bj®kx.cmmmmpomque A satisfassc la condition (1)

(resp. (i bis)), il faut et il suffit que chacun des Bj 1a satisfesse. En veriu de

1a déf. 3 (resp. de 1a prop. 6).oelaaianiﬁaqueles BJ sont étales, ce qui prouve

que chacuns des conditions (i), (i bis) est équivalente & (ii). Dans ce raisomnement,
il est d'ailleurs loisible de remplacer la famille des Bj par n'importe quelle famille
cofinalo de sous-algebros de degré fini de A . Désignent, pour toute pertie finde J
de I, par A, 1a sousealgdbre de A aengendrée par les x, powr i J , ob appli-
quant le romarque précédente, on voit gue les conditions euviesgéen équivalent sussi
& dive que les A nont des nlgdbres éiales sur k . En vertu do prop. 8 (iv) appliqué

& chacun des A , cels signifie eussl gue les X sont dtalec sur k , i.e. déquivaut

J
& (114),

COROLTAIRE 1.~ Soient L wun corps, A une algbbro commutative entidre sur k . Si

A eost séparable, il ea est de nfme de touto sous-algdbre ot de toule algtbre quotient

da A .

Ie cas d'ume sous-algdbre n'e été mis que pour mémoire, étant déjd domné dans
pop. 12 (i), Soit donc B une alg¥bre quotient de A . On sait d6jd que, puingue A
est entidre, il en est de mime de B (§ 3, n° 1). Supposons de plus A séparable,
domo (prop. 14) réunion filtrente croissente de sous-algdires éiales A, . Alors
1*algdbre B est réunion filizenie croissante des sous-algébros Bi imoges dos Ai .
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qui sont étales en vertu de prop. 8 (i), dome B est oépareble en vertu de prop. 14
(ou .de prop. 12 (i), ou choix).
COROLLAIRE 2.~ Soient k un corps, A wne k-algbbre commitative entidre, (Ai)ie]:

une famille de sous-algtbres do A engendrant A . Pour que A soi% séperable, il

faut et il suffit que les Ai le soient.

Appliquant prop, 14 en prenant comme fawille génératrice de A celle définie par

la réunion des A, , 1a conclusion résulte aussitSt du critdre (iii) de 1a psop. .

x
COROLLAIRE 3.~ Soient & um coxpa, E upe extensionde k , XK et L deuxaaus-

extensions do B . 81 X est algébrique séparsble sur k , slore L(K) est algébrigue

séparable sur L ;laréo;wueea‘bvmieai K ot L eont lindeirement disjointes

sur k.

Comme K o8t algébrique sur k , il s'enmsuit que L(K) est la sous-L~algdbro

de E engendrée par K , (§ 3, n° 2, prop. 7). Donc L(K) est isomorphe A wne algdbre
quotient de 1o I~-algdbre K@kL, donc est séparable sur I on vertu de prop. 12
(iv) et au corollaire précédent. ia réeiproque résulte do méue de prop. 12 (iv).
COROLIAIRE 4.~ Soient k wun corpe, E ume extemsion de k , (X, )1eI e famille

de sous-extensions algébrigues de B, K 1'extension engemdrde par cetto famille,

Pour que K solt sépayeble sur k , il faut et il suffit gue los Ki. le solent.

C'eat un cas particulier du cozxollaire 2, compte tenu que K ost auesi la k-

algdébre engendrée pax les Ki » puisque ces dernidves sont algdbriques suxr Xk .

COROLIAIRE 5.~ Soit A une sligdbre entidre sur un corps k . Alors il existe uae plus

grande sous-algbbre A Ge A séparable sur k , ot A est fornfe des éléments de

A gui sont séE:ablea sar k.

Wous appellerons A 1a fermpture sépareble de k dans A,

COROLLAIRE 6.~ Soient A une ngbbre entiére sé;nmbla sur un coxps k .%:na exten-
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sion algébriquement closo do k . P(A) 1'onsemble des homomorphismes de k-algdbres

de A dans Q. . Alors on a
: '(‘\[nm—eﬁﬁeﬁ
[A:k] — cmp(‘) g %W ent C\M\’\\d:) k C‘V‘(‘lllu., ‘

en perticulier, pour que A goit de degré fimi sur k , il fmut ot suffit que P(A)

soit fini.

‘Compte tenu de la prop., 7, on est remené & prouver la dernidre assertion, et plus
précisément 1o feit suivent : si A o8t de degré infini sur k , alors P(A) est
infini. Or A est réunion Dltrente croissente de ses sous-algdbres deo degré finmi A
qui sont ételes sur k , donc on 2 ume bijection canonique

PA) —> im P(4,) ,
o
ol dans le systdme projoctif formé des P(Ai) . les applications de trersition sont

suzjectives, ot les I’A(A ) sont finis, Il s'ensuit que los applications canoniques

0 R :

_B\ - - = e \(—_\—\

f-\:m\\\wﬁ: B(A) ~> P(4,) somt surjectives (fop. Gén, 11),)dons que cand P(4)2 card R(a,) ,
&\E\\ﬂ/‘roroome A est do dogré infini sur Xk s on eura évidemment eardP(Ai)—o + oo ,

Conegh

d'or caxd P(A) = co , (N, B, ~ Ie rédsctour s'apergoit qu'il vient d*utiliser la

notation caxd dans un sens peu orthodoxe savoir en lul attribuant une valeur uniquae
20 pour un ensemblo infint, ot quiil utilice Top. Gén. qui vient aprds, Next

Redactor 1).

PROFOSITION 15.~ Soient k un corpsy A une algdhre entidre sur k , et K une sgus-

algdbre de A qui soit un corps, Four que A soit séparadble sur k , il feut ot il

guffit que K soitsé}ganblesur k , ot gue A soit séparable sur K,

Si A est séparable sur k , il en cet de mlme de la sous-nigebre X (prop. 12,
(1)), dtautre pert, pour tout §lément x de A, x oot Stale sur k (prop. 14
aprliqué 2 la lealgdbme A ); %.6. 18 sous-k-olgdve k{z| de A engendrée par x
est étale ; or 1= sous-E-algdbre K[x) de A ongendrée par x est isomorphe &
une K-algdbre quotient de X [x] @kK , donc est étale (prop. 8, (v) et (i)), ce

qui er vertu de prop. 14 prouve que A est étale sur K . La réciprogque est un cas
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particulier de prop. 12 (v).
Remarque.~ Nous prouverons eu § 11 que prop. 15 reste vraie lorsgu'on suppose seulement
que K (mais pas nécessairement A ) est entidre sur k . Sans cetto dernidwe restric-
tion, nous verrons cependant qus la xdciprogue devient inexacte (méf. exer:;. au § 11...)

5. Extensions radicielles.

PROPOSITICY 16.~ Solent k um eorps, d’exposant caraciéristiquo p , K wme extension

do X, x un élément de ii’ £Ek[X] son polyndmo minimel, e le plusgramddes

entiers h tels que fEk[xPh]

(i) tna 2(X) = g(xP ) soi g€k (X] est m polyndme uniguément déterminé, et

ot g k[xP) , g est irréductible, ot identigue au po i S R

(1)  I'61ment yxP est étalosur k, et e ost le plus petit dos catiers

h {els que xPh'ao;tétalaw ko

e
(414) Itepplication 2zm- 2P . induit wno bijection do 1'ersemble des conjuguds

do x (dansmaaztemionalgéhﬂ.qmtoloaeﬁnéen_ de k ) our 1'ensemble des
conjugués de ¥ .

Démonstration. Les aesertions de (i) sont trivinles, le fait que g est le poly-

nfme minizel de y proverant (en vertu du § 3, th. 1) du f£ait cu’il ent unitaire
(comme on wérifio aussitdt), irvéductiblo, ot satisfeit g(y) = 0 . Fius généralaement,
pour tout entier h < e , on aura £(X) = g.n(XPh) , Oit g.ne,k[x] . & estimé.
ductible, et do fagon précise est le polynfme minimal de xph « In veriu de prop. 9
et son corollaire 1, il s’ensuit que xPh est étale sur k &1 ot seulemwnt si

gh¢ k [XP] , co qui équivaut menifestement & h = o . Cela prouve (il), Bnfin (iii)
résulte oussitSt de la définition et du fait que 1'application x m—sx®° ost wie

spplication bijective do () dens ello-nfwe, commutant & tous lez k-automorphisues
de L
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DEFINTTION 6.~ Soit K umo extension d'un coxps k d'axposent cabectéristigne p .

Un élément x do K oatditmuc:l.elg k p'il existe un eatier n> 0 %ol que

n
x° & k . On dit quo K est wme extension radicielle do k , ai ' tous ceo éléments
v R S S T S ST D T S e

sont radiciels sur k .

’Wml.-ml@wﬂmuhd&mmq&g K ostalgébrigumtcloa.

- un élément x de K est rediciel ei et seulement si il est invariant par tous les

| k-gutomorphismes do KJEntousena,g}_ x et un Slément do X radiciel sur Xk,

et i e ost le plus petit des entiers h +Yols que zpbek,alorslepo.wn&m

o o
minimel do x sur k est X ~a,o0k a=r Sk,

En effet, dire que x est invariant par tous les i-sutomorphismes do 1'extension
algébriquament cloce K de k , revient A dive quo k ool algdbrique sur k of%t que
le nombre do ses conjugués est dgal & 1 , ou encore que son polynSmo minimel n'a
quimne seule racine (§ 6, n° 2, props 3 ot coxr, & ywop. 3). Avec les notations de la
prop. 16, cola signifie donc que ¥ n'a gu'un soul conjugué (prop. 16, (iii)), i.e.
que son polynfme mimimal g n'a qu'une seule racine. Comme cos recines sont simples,
cola signifie que g ost de degré 1 , i.o, do 12 forme X - & , co qui prouve que ¥
eat ds 12 forme XP - a , done on a ® =aCk. Inversement, s'il exiote un entier
n20 tel que Fek » @lors pour tout kesutomorphisme u do K, on &
u(xPn) = xpn f.c. u(:lz)l’n - xr"n , €0 qui impligue wu(x) =x (§ 1, prop. 1, cor. 1)
done x est invariant prer tout k-cutomorphisme de K ., Cele prouve la prouidre assel-
tion dv coroilaire, Four prouver la seconde, on peut suppossr que K est algébrique-~
nent clos (quitie & le remplacer par wme cldiure algébrigue), et il reste & prouver,
avee leo notations de la démonstration qui précide, que :«:Pne k dmplique n=oe .
Or cela résulte évidemment de 1a pawtie (ii) de e prop. 16.
COROLIAIRE 2.~ Une cxtension X d%un corpe k qui est radiciello et gépareble ost

triviale.
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En effet, il revient au mfme de dive que teud élément/d'une oxtension K de k ,
qui. est radiciel et étale sur Ik , ef daws k . Or les notaiions du corollaire 1,
cela signifie que o = 0 , ot xésulte en effct du fait que dans we cl8ture algéhri-
que L) de k , le polyndme x®° - a doit svoir des simples, et qu'il sée
s'dorit d'avtre part scus la forme (x-b)l’e, ot b&E {2  est tel que bpeaa..
WS.-%i@tkm%.Imexten&icnde k , K une sous-extension

.d_;e; K %ollo que K soit radicielle sur Kf , enfin 1L wmme sous-extension de K

slgébrique et séparable sur k. Aloxs L est conterue dans X .

En effet, il est immédiat per définition yue K étant zediciel sur XK' , L est
radiciel sur L NK' , d'auire part il est sépoxeble sur L NE*  (prop. 15) donc
identique & LN K' en vertu du cor, 2, ce qul rrouve gque LT KP .
COROLIAIRE 4.~ Soiecnt k wn corps, K wune extension elgéiwique de k , Ko la forme-

ture séperable de k dans K (prop, 14, cor. 5). Alors K est une extension radi~

wielle do I(o » de fagon plus ?.'éod.u. Ko eat la plue petite sous-extension de K

sur laquelle K soit rediciolle, ot 1a souls souseextension séparable de K sur

laguelle K soit radicielle.

Si p est l'exposant cereciéristigue de k , dire que K eost radiciel sur Ko
signifie en effet que pour tout & K , existe un entier n2>0 el que zpnexo
i.e. tel que xPn soit étale sur k , ce qui résulte de prop. 16 (ii). Seit L ume
sous-oxtension de K telle aue K soit radiciel sur L , slors en vertw du cor. 3
on a KOCL.Sideplus L o8t séparable sur k , i.e. ,LCKO,onmadom
L =K° « Cela prouve lc corollaire.

COROLIAIRE 5.- Soit X une extension radiciclle de degré fini &'un corpe Ik , 4"oxpo-

sant caractéristique p‘Aloraledegréde K sur k oot uvne pulssance de D .«

Par récurrence sur le degré de X sur k ot utilisant la formle de transitivité

des degrés, on est ramené eu cos oi X est une cxtension monogtue k(z) de k , dome
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md@%té@lmda@émmwu x sur k . Comme ce polynfme est
de 1a forme XP° - & en vertu du cor. 1, donc de degré p° , cela prouve le oorollaire.
Remarque 11.~ Au § 11, nous généraliserons la notion d’extension radicielle en la notdion
d'algtbre radicielle sur un annesu, €t donnerons diverses autres caractérisations des
extensions radicielles d'un corps, ainsi qu'une généralisation du cor, 4 ci~dessus au
cas ou. X est une algdbre entidre sur un corps X .

6. Corps parfaits. Cl8ture parfaite d’un corps.

FROPOSTTION 17.- Soit k un corps. Les conditions suivantes sont égquivalentes :

(1) Toute extension de degré fini do k est étale.
(31) Toute algdbre réduite de degxré fini sur k est 6mj \.Q cun Plogu'dy

e (L14(0)
(114) Toute oxtension algébrique de k est séparable.

(iv) Toute algdbre entitre réduite sur k eat séparsble.

(v) Lo cldture algébrique £ de k eni oéparable sur k.

In effet, on a d'abord trivialement lee implications
(iv) == (3ii) === (v)

(1) ==> (1) ,
d'autre part (i) implique (ii) puisque toute algdbre réduite de degré fini sur k esi
isomorphe & un produit fini d'oxiensions de degré fini de k , de sorte quon peut
appliguer la prop. 8 (ii). D'eutre pert (ii) implique (iv) par le critdre de la
prop. 14 (ii). Fofin (v) =—> (iii) puisque toute cxtension algéhrique de k est
isomorphe & une sova-sxtension do Lo .
DEFTNITION 7.~ Cn dit quiun corps k est parfeit s'il satisfait sux conditions équis

velentes de la prop. 17,

Remarque.~ Nous verrons su § 12 que i k o8t un corps poarfait, alors toute algsbre
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réduite sur k (pes nécespairement entidve), en particulier toute extension de Ik
(pas nécessairement algébrique), cet séparablo.

Signalons tout de suite qu'un corps algdbriquement clos est évidemment parfait,
Pour d'autres oxemples, of. coxr, 1 du th. 1 ci-dessous.

PROPOSITION 18w 'Bouteu:tensionalgéhxisue K d'un corps parfail k est un corps
pextait,

n effel, si K' est wne extension algfbrique de K , c’est une extension algé-
brique de k , donc séparable sur k puisque k oot parfeit, donc séparable spur K
en vertu de prop. 15.

On notera que la proposition précédente ne s!étend ras eu cas ou K n'est pas
une extension algébrique de k , of. cor, 2 au th, 1 ci-dessous.

THEOREME 1.~ Soient k m corps, D Bon exposant caractéristique, {2 une extemsion

Wm_mt close de k ., Los conditdons suivantes sont équivalentes :

(1) Le corps k oot parfait.

(i1) %k:kp..

(i4d) Lo corps k oot identigue au corpe dos invarviants du groupe des k-

sutomorphismes de L2

Ia condition (ii) signifie que pour x € {2, 1a rolation ¥ € k impligue
X€ k ; par suite, pour fout entier n=0 , la relation xank implique x €k ,
comue on voit par récurrence sur n . Adnsi (ii) signifie que tout élément de L2
rediciel sur k ost dans k , co qui équiveut & (4ii) en vertu de prop. 16, cor. 1.
D'atlleurs comme la sous-extension kp‘oo de Q fomde des éléments radiciels sur
k eost radicielle sur k , elle mo peut 8tre séparsble sur k que si olle est triviale
(prop. 16, cor. 2), co qui prouve que (1) => (iii). Reste & prouver que (ii) => (i).
Or supposons k = kP , ot soit E une extension de degeé fini de k , prouvons que B
est étale, ou encore que pour tout xEE , le polynlme minimal £ de x sur k
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admet x comme racine simplo (prop. 9, cor. 2), En vertu de § 3, n® 1, pwop. 1, il
suffit pour cela de vérifier que # n'appartient pas & k[XP] , i.e. ne s'éerit
pes sous la forme Zi.aixlp.Orunpo:Lvnam & de cotte forme ne peut 8ire irré~
ductible, car par 1'hypothdse kakp,chaqun 2y a'éerit sous la forme bg,avec-
b€k, dono an @ Eaixip=(2bix1)p.00m £ eot irréductidblo, cela achdve
la démonstration.
COROLEAIRE 1.~ Tout corps de omtémﬁgqu_e mille est parfali. ‘lbutcir_paﬁniest

parfeit. Tout coxps premier est parfait,

Ls premidre assertion résulte trivialement du critdro (ii) ci-dessus. Pour la
deuxidmo, on note que l'application xm->x® de k dens Iui-ubno est injective,
elle o3t bijective sf Xk eat find, ce qui prouve 1'assertion. la dernidre assertion
en résulte, conptet@nwwfait qu'un corps premier est fini ou de
caractéristique nulle (§ 1, n° 1),

COROLLAYRE 2.~ Soit k un corps. les conditions suiventes sont équivelentes :

(1) Ie corps & est de caractéristique mulle.
(31) Toute extension 8¢ k et parfaite. En

(141)  Llextension tyanscendante pure k(X) do k est parrait%
On e (i) => (i) on vertu du théordue 1, puisque toute extension do k est de

caractéristiquo mille ei k 1vest. L'implication (ii) ==> (1ii) ost twiviale, il
reste & prouver que (iii) ==> (1), donc que i k est de carectéristique »> 0 ,
alors k(X) n'est pas paxfait, En effet que X n'est pas dans k(X)P , f.c. ne peut
s'écrive sous 12 formo (£/g)® avec £, g€k[X] , g#0, car autrement on
aurait une identité

£(x)? = x G(X)p v
co qui est impossible, car lo premicr (resp. lo dowxidme) membre ne fait intervenir
que des puissances do X d'exposant congrus & O (resp. & 1) mod p , done 1'épom
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311té ne peut avoir lieu que si les deux mombres sont muls, ce gqui contwedit 1'hypoe
thdse g #0 .
Renarqzw.-onvemm§13.mlamiﬁmwmmmﬁmaémm@tm&

1'existence d'uno extension de type fini non algébriqﬁe qui soit parfaite, en d'autres

termes ¢ si k est do caractéristique mon mulle, alors toute extension de type fini
mnalg’ébriqueestmnparfaite.'cmmnmquemuncorpedebase k de carac~

téristique non mulle (wéme mi k est parfait, ou mfme alpgébriquement clos), les

"corps de fonctions" qui s'intwoduisent le plus fréquemment en Géométrie Algébrigue
sont non parfaits.,

COROLIATRE 3.~ Soient K un corps, (Ki) une famille de sous-corps, k son in-

i€l

tersection. Si les Ki amtgxmu.uwestdem&nde ..

En effet, L2 é&tant une clbture algébrique de K , il suffit de noter que si

-t
les Ki sont atables par 1l'application X iy X do {2 dans luf-mlme, 1) en eat

de mfme de leur intersection.

DEFINITION 8.+ Soit k un corps. Ume extemsion k¢ do k st appeléiune clSture
S coqv Y , :
&te de k si c'eattmo’miami#de k ¢ et si outd scus-ertension—
S oub (ubewel e

parfaite do k' eot identique & k' .

PROPOSITION 19.- Soit k un corpe. Il exiaste une cl8ture paxfaite de k , et dtant

donné deux cl8tures parfsites de k , il existo un wniquo lk~jsomorphisme de 1'une sur
o0

gur 'sutre, Si 0. est upe extension parfeits de k , alors Je sous-extension KP.

formée des x €[ radiciels sur k est une cldture parfaite de k.

Si K eet une sous-crtension perfaite de % , ona K =&° , dono par réourrerce
o 1, ne Eel? sardiot ey fitemint W - C X ; Dhesine pert s attl
évidemment k'P = k' (posent BV P )e done k' est une extension parfaite de
k . C'est donc la plus petite sous-extemsion parfaite do L1 , donc c’est une cli-
ture parfaite de k . Soieni maintepant k' , k" deux cl8tures perfaites de k
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prouvons qu'il existe wn unique keisomorphicme do k'  owr X" , En vertu de § 4,
n® 2, prop. 2 on peub supposer que k' et k" sont des soup-oxtensions d'une méme
extonnion SL de k , qu'on peut d'ailleurs supposer elgébriguement close, done par-
faite. Mais alors k' et k¥ gont identiquec d'aprds ce qui pz'é;:bde. Il reste &
grouver ceulement que tout k-automorphiome u de k' eot l'identité. Or pour %oub
rE k' , il existe un entier nZ 0 tel que anxpne k , donc on auxa u(,x)pn---a :
ive. u(x)"n = xpn , co qui implighe u(x) ==x , done u est bien 1'4dentité. Cela
ach¥ve la démonstration.

Compte temu de la prop. 19, il n'y 2 pas d'inconvénient & identifier canonique-
mont lee diverses cl8tures parfaites du corps Xk , et nous désignerons géndralement
cotte clfture pazfaite par 1e‘eunhozs kP-oo , ob p désigne 1'cxposant carectéris-
tique de Xk . Bien entemdu, si p=1 i.e. k est de caractéristique mulle, on &

kp.oo= k. Notons aussi 1a ceraciérisation suivante des clStwres perfaites :

PROFOSITION 20.~ Scient & un corps, K uno extension de k . Pour quo K go0il une

clfture perfeito do k , il feut ot il suffit qu'clle solt radiciello, ot guo PoVY

toute extenmsion rediciclle k' de k , 11 existo un lk-homomorphisme de kK dems K.

Soit en effet () une extension algébriquement close do K ; alors la premidre
condition exprime que K est contexue dans la sous-keextemsion = il P | 3
1a seconde que toute sous-k-extension radicielle de £ |, ou ancove, le plus grande
cous-ioxtension redicielle ¥ de K , est contenve dsns K (compte temu quiwie
extension radiciclle X' de k , étant algdbwique sur k, est isomorphe & une Sous=
extonsion do L ). Ia conjonction des deux conditions signifie donc que K= W

j.e. que K est we citwre parfaita de Lk .
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7. Cl8ture oéga.rablo d'un corps.

PROPOSITION 21.~ Soit k wun corps. Les conditions suivenies soat équivalentes :

(i) Toute extengion étele de k est triviale.

(i1) Toute extension lgébrique séparable do k est triviale.
(414) Toute algdbre étele sur k est diegonalisable.

(iv) la clbture algébrique ds k est radicielle sur k.
(v) Ia clbture g&“fﬁe de k eost algdbrigusment cloge.
On & évidemment (ii) = (i) ot (idi) => (i), d'autre pert (i) => (ii) puisque

toute extension algébrique adpexavle de k eot réunion de ses sous-extensions étales,
ot (1) => (iii) puisque toute algdbre étale sur Xk est isomorphe au produit d'une
famille finie d'extensions étales. Lféquivalence des conditions (iv) et (v) nésulte
ausgit8t de l= conmstruction de la cl8ture parfoite kp-w de k en termes d'une
clBture algéhrique &2 , (prop. 17). D'autre part (ii) => (iv) en vertu dn corollaire
4 & prop. 16, et (iv) == (i) en vertu du eorfla prop. 16.

‘1' € ey ( (i-)

DEPINITION 9.~ Un corps est dit séparablement clos s :
v&u&ee—de—%

Par cxemple, un corpe algébriquement clos est évidemment séparablement clos,

COROLIATRE, - Soient k un coxrpd, .Q- me extension aéggrablemnt closo de k , K

une extension algébrique séparable de Xk . Alors K oot isomorpho 3 uno sous-cxtension
de L2,

Bn effet, si 2" est une clSture algébrigue de C) , on sait que L' est
rediciolle sur {2 , ot que K est isomorphe & une sous-ozionsion X! de QA" .
En vertu de yrop. 16, cors 3 ona K < L2, co gui prouve notre assertion.
PROPOSITION 22,~ Soient i un corps, K wno extension de %k , () vne extension

E_Ggamblement close de Xk ., Ios conditions suivantss sont dquivalentes :

l' (i) K o8t uno extension algébrique sépareble et un corpe sépareblement clos.
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(81) K est une extenscion algfbrigue sépavable, ot toute extension elgébrigue

séparable k' de k est isomorphe & une sous-extension de K,

(1d4) K est ke~isomorphe & la fermeture algétwique séparable i (prop. 14,

cor. 5) de k damn L.

Les implications (i) => (ii) et (iii) =» (ii) réoultent aussitdt du corollaive
précédent, Il suffit donc de prouver que deux extensions K , ¥' de k satigfaisant
& (i4) sont isomorphes. Or sojent u : K—> K' et u' : X' > X des k-homomorphicnes,
alors wu’ et u'u sont des keendomorphismes de K' resp. X , donc des automor=
phiemes de ces extensions (§ 6, prop. 4), donc uw et u* sont des isomorphismes,
ce qui prouve notre assertion. (N. B, = Il y aurait 1feu, aprdos § 6, prop. 6, de

bd,,.,m'\“' gignaler en corollaire que deux extensions slgébrigues dont chacune est isomorphe &
une sous-cxtension de 1'autre sont fsomerphes).
DEFTNITION 10.~ Une extension K de k , sstisfaisent sux conditions Squivalantes de

la prop. 22, eatam%mclammblede k.

On conclut sussit8t deo cette définition :

COROLIAIRE,~ Soit kX wun corps. 11 existe we cl8iture ﬁyble de k , ot deux cl18=-

tures séparables sont isomorphes. Si . est une exbencion séparablement close de k ,

la sous~-extension ka,femehzreaéiam‘oleda k dans (1 , est une cl8ture sépere-

blede k.,
Par abuc de langage, on désigne souvent par ku une cliture séparable gquelconquo
de k . On fera attention cepandent qu'en général, étent donndes deux cl8tures sépars~ -
bles du corps k , il peut exioter plusieurs k-isomorphismes distincts de 1'une sur
1'autre, en d'antres %termes, le groupe des leautomorphismes de k, n'est pas en génde
ral réduit & 1'élément neutre. Do fagon précise, comme k  est une extension quasi-
galoisienne de Xk , on conclut de prop. 16, cor. 1 et cor. 2, que le groupe des k-
mtamrph:_i.nmsde kn n'est réduit au groups unité que si k, est rediciel s k,



-42 - n® 457
donc égal 2 k , i.0. si et seulement i k et déjh séparablament ¢los.
FROPOSITION 23.« Soit kX wm corps. Pour que k soit plgébriquement clos, il feut et
DN | 11 suzpu qu'il soit parfait ot eéparablement clos.
I1 est trivial gu'un corps elgébriguement clos est parfait et aéparablement clos,

Inversement, si k est sépareblement clos (1.c. sz clfture algém'ique {L est radi-
cielle swr k ) et parfeit (dome L est sépoveble sur % ), 1l s'ensuit por la
prop. 16, cor. 2 que k= ()L domec que k ost algdbriquement clos,
COROLIATRE,~ Soit k wmn corps. Pour que k soit parfait, il feut et il suffit quo
S sa cldture séparable k, solt algébriguenent cloce,

Si k eot parfeit, il en eat de méus de L, en vertu de prop. 18, donc k est
algébriquencnt clos en vertu de prop. 23. Réciproquement, oi k  est algébriquement
clog i.e. la cl8ture algébmigue de k est une exteasion algébriquement close de Xk :

k est parfaii.

D

:D\‘c‘%;; g
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§ 8. Extensions galoisiemmes et théorie de Galois,

P e

. Extensions galoisiennes.

PROPOSITION 1.~ Soient K un corps, E unme extension olgéurique de K , ¢ le groupe

des K-sutomorphismes de E . les conditions suivantes soni équivelentes :

(1) Ieooz?edcamnmcacdmﬂeatidantigtuo& £

(i1) E est quasi-galoisienno et péparable.

(3i1) Pour tout xE.B , le polynfue minimal de x sur K a ‘toutos ses recines

(dans une cldture algbbrique dormée L) de E ) simples ot contenues dams B .

le condition (ii) équivent & (iii) en vertu du critdre § 6, n° 3, prop. 5 (iv)
(of. commentaires & la védaction), suivent leguel E est quepi-galoisienne si et
genlement i les polynfmes minimsux de ses élémants ont toutes leurs racines dems 5,
et éu critdro § 7, n° 3, prop. 11 (iii), suivent lequel E est séparable sur K
si. et seulement o4 ces racines sont toutes simples, Montrons que (i) impligue (iii).
En offet, soit xEE et soient x, (1£15n) lee éidnents distinets de 1'ensemble
des conjugués de x contenus davs E . Tout E-automorphisme u de E permmte
entre eux les x, , donc le polynbme ¢g(X) = 13:1;1 (x—zi)EE[:’J est invarient
par G , i.e. ses coofficients sont invariants par G , donc en vertu de 1thypothése
(1) appartictnent & K , Comme g{x) =0, g est un multiple du polynSme minimel =
o x our X (§3, th, 1), ce qui montre que £ a toutes ses recinea simples et
contemmes dens E . Prouvons enfin que (iii) impligue (i). Soit en effet = un élément
de E pon dams K ; commo le polynfme minimel £ de x sur K 2 toules ses racines
simples ot conterues dans E , ot qu'il est de degré > 1, il s'unsuil qulil existe
au moins vn Glément y de E conjugué de x et distinct de =x= , Conme nous
savons 4634 que E est une extension quesi-galoisiemns de X , done que tout K=
automorphisme de L2 induit wm Kesubomorphisme de B , il s’ensuli qu’il existe un

WEG tol quo ulxz) =y , ce qui prouve que le corps des inverients de ¢ dans B
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est réduit & K , ot achdve la démonmsiration de la proposition.

GOROLLAIRE,~ Supposons que E soit de degxé fini n suwr K , of soit G le groupe

des Keautomorphismes de E.Ahmlﬂmdiﬁmgécédmteséquivalmta\mnéla

condition :

(iv) Ona caxd(6) ==n (ou seulement : card(c) = n ).

BEn effet, en vertu de § 7, poop. 7, dire que E ot séparable (i.s. ici étala)
sur K revient A dirve ou'il y & ezactement n K~homomorphismes do 2 dems LA
et dire que E est quasie-galoisienme Pevient & dire quo ces Kehomomorphismes sout
an fait des E~sutomorphismes de B , dfod 1'équivelence de (i) et (iv).

DEFINITION 1.~ Soient K un corps, B une extension de K . On dit gue E est galoi-
- LImIEe

siemne si elle est quasi-galoisienne ot séparable, clest-d~dire si olle satisfait les

conditions dquivalentes de 1o prop. 1, le &roupa des FReautomorphismes de B s'gggsllo

alors le groupe do Galgia de E,(oulegmupadecaloisde E sur K , 8i une anbi-
e BRI ST A TS oy snI

guité est & craindre sur le corps de base). I1 sera notd Gal(®B/X) ,

PROFOSITION 2.~ Soit E wne extension d'un corps X , K' ure sous-extension de E .

Si E est galolsienne sur K , olle est galoisicmne sur K' , at Gal(EB/E') est un

sous-groups de Gal(E/K) .
la premidre ssseriion vésulte de la définition et des ascertions amalogues rele-

tives aux extensione quasim-galoisiexmes resp. séperebles (§ 6, n° 3, prop. 10 =
of. "commentaires" - ot § 7, n° 3, prop. 14). Le fait que Gel(B/X*) ecit alore un
sous-groupe de Gel(E/K) est trivial sur les définitions.

COROLIATRE 1.= Sous les copditions de la prop. 2, soit v & Cel(E/K) , alors le groupe

de Gelois de B mx u(K') est lo conjugué par u du groupc de Gelois de B sur Kf:

ca1(B/u(k)) = v Gal(B/K) v~ .
Clest évident par transport de atructure.
COROLIAIRE 2.- Sous les conditions de la prop. 2, pour que K" eoil une extencion ga-
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loioienne de K , il faut ot il suffit que le sous-groupe Gel(B/K') do Gel(E/K) soit

un S0uS-groupe dist:.ngxé de ce dernier. Dens ce cas, 1'homomorphisme uu—aulK' _q_g

Gal(B/K) dans Gal(X'/K) est surjectif de moyeu Gal(3Z/K') , donc fournit un isomor-

_ghim canonique

cal(k'/K) o2 car(B/K)/cel(B/K*) .
la premidre assertion résulte aussitSt du corollaire ¢, Lorsgue K' est galoi-

sienne, tout Kesubtomorphisme de E induwit bien un Feautomorphisme de X' , et d'autre
part tout K-automorphiome de XK' peut so prolonger en un K-aviomorphisme de E
(§ 6, n° 3), ce qui prouve la deuxidme assertion,

N. B, ~ Lo rédactour s'aspercoit qu’il serait commode de dispozer de la terminologie
"eroupe de Galois' également dans le eas quesi-galoisien, et qu'il serait commode de
dooner également dans ce cas le proposition 2 et les deux corcllaires précédents, de
neture purement soritale. Y1 laisse au rédacteur définitif le petit résjustage & faire
an § 6, n° 3,

On dit qu'une eztenaion E d'un corps K est abélienme si 2lle est galoisienne
ot Bi son groupe do Galois est abéllen. On déduit donc de la proposition 2 de son A
corollaire 2 : |
COROLIAIRE 3.~ Soit E une extension d'un corps K , X' une sous-ontension de B .

Si E est abélienne, il en est de méme de X' , et E est ablliemme sur K7,

PROPOSITION 3.~ Soient K wun corps, (2. wno extemsion de K, (Ew')igl mo femille

de sous-extonsions de (2 . Si les Bi sbntgaloisiennes, il en cot de méme de leur

intersection, et de l'extension engendrée par les Ei »

Cela vésulto des énoncés anslogues concexmant les extensions gquasi-galoisiennes
Tesp, los extensions entidres sépavebles, (§ 6, n® 3, prop. 7 = cf. commentaires -
et § 7, prop. 13 (i) et (iii)).

COROLIATRE 1.~ Soient K un corps, £). une extension algébriguement close do K,
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S une partic de 3 et E la sous-sxtension guasi-gnloisienne de £ engendxde

por 8 (§3, »° 3). Alors E est galoisiamno si et soulement i los Elémonts do S

soat ségamblos sur K.

Fn effet, 8i G est lo gwoupe des Ke-sutomorphismes de {2 , E est l'extension
engendrée per le réumion T des ulS) , pour u€ G . Come cotte extonsion est quasi-
geloimienne, il reste & prouver quielle est séparable, ce qui revient a dive que les
&1éments da T sont sépavebles sur K (§ 7, n® 3, prop. 11), Comme un élément ¥
conjugué d'vn S1ément x algébwiguo swr K est dvidemment séparable sur K si et
seulement ai x 1'est, la condition obtemue équivaut sussi & dive que les éléments de:

S sont séparsbles sur X , ce gui prouve notre affirmation.
COROLIATRE 2. Soit (£,), e, ume femille do polynSmes sépavsbles do kx] (87, 2,

aéf, 4), A 1'ensemble de leurs racines dens 1°extension algébriguement close 2 de

K, alors K(A) est une extension galoisicmne de X .

F. B, - On peut, i on le juge bon, recopior ici le laius de 1'édition actuelle
fin de'§ 10, n° 3, rage 149, Lo rédacteur n'y tient pas particulidrement, I1 propose
aussi de leiseer tomber le corollaire quune extensien composée d'extensions abdliexnes
eat ebéliemne (quion peut néenmoins, 83 on y tient, rajouter en un corcllaire 3 icd-
mdme).

Tlféﬂiil‘ﬂmh-m K un corps, L2 une extensionde X, E ot K' deux soue~

extensions de $) , ®' = K'(E) 1'extension composée et L =ENK' . Suprosons B

galoisiomne sur K . Alows B ost galoisiorme sur K* , of K' of E somt linéai-

rement disjointes sur L . De plus, tout Klegutomozrphicne de BY induit un I=

automorplrieme de E , et 1'homomorphisme de resixiction u M r_! % ainsi obtenk est

un isoporphisme
eai(Er /&) =5 cei(B/n) .

COROLIATRE {.- Pour touite sous-extension ¥° de le K'=gxtenaion E' , posant
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F=F'nE,ona F =k(F). |

En effet, en vertu de prop. 2 E' est galoisieme sur F' , et son groupe de
Gelois sur F' est un sous-groupe H' du groupe do Galois Gal(E!/K') . Soit H
1'impge do H' per 1'isomorphisme Gel(B'/¥') —> Gal(E/L) du th. 1, alors le corps
dos invarisnte de H n'eot autre que F =EN F* , compte temn que F' et le corps
dos invarisnts de H' . Identifient alors, grfice su th. 1, X'(E) & E&®K' et les
opérations de H' sux opérations u @, id, (neE) , on constato aussitdt que 1%en=
gamble des invaxiants de H' n'eat autre que F®KK' ; co qui signifie sussi quo
P =Kk (F) .

Le Cozollaire mo se généralise pas su cas ot E et K' sont deux exiens=
*  gions lindairvemont disjointes de K , mais ol on ne suppose pas E galoi~-

siemne (exerc. soe)e

COROLIAIRE 2,~ Solent E1 _93 Ea deux extensions galoisienmes d'un coxps K , telles

que BN 5, =K, Alors B ot B, sont linfaizoment disjointes, BE=K(E NE) est

- — ———

upe extension galoisienne de K , ot 1'homomorphisme w m— (w|E ,u|B,) induit

un isomorphismo de groupe
Gal(E/K) 2> cai(E,/K) x Gel(E,/K) .

On sait par le th, 1 que E1 et 132 sont lipfairement disjointes, par la prop. J
que E ost galoisienmns, et il est immédiet que 1®homomorphisme envisagé dana le cox. 2
est injectif. Pour prouver qu'il est surjectif, il suffit de noter que, p:isque 81
et E, sont linéairenent disjointes, B s'identifie & 1'algilre E, ® x B o et si
w, (vesp. w, ) est un K-sutomorphisme de E (vesp. E, ) alors u= u, ® u,
oot wa Keeutomorphisme de E1®KE2 indudsant w, et w, sur les deux sous-
algtbres E, ot R .
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2, g_g_puoe.ﬁ.on sux extensions Ws.

N. B, = Ce n° pourreit 8ivre mis en petits caractdrec ; il ne resservira pas dans

la suite du livre.

PROFOSITION 4.- Soient K wm corps, E une extension guasi;galoisiemne de X, B
la fmehmgé_pambleide X dans E (§ 7, prop. 14, coz. 5), £ lo corps des invae

riants Gu groupe Gel(B/K) des K-gutomorphismes do 2 . Alors :

(1) E, est la plus grando sous-extension redicielle de E .

(11) E est une extension galoisienno de X, linéeivement disjointe do E, ,

et E =K(E°UE1) » donc 1'homomorphisme canonigue E°® g —> B est un isomorphisme,
(441) E ‘est wie extension galoicienne de E, , et l'application de restriction
Gal(8/E, ) = Cal(8/K) —> Gal(E /K) est m isomorphisme.
Soit L1 une cifture algébrique de B , Comme tout K-automorphisme de E se

px'olongf; en un K~automorphisme de L) , et que par 1%hypothdse quasi-galoisienne sur
E, E oot stablo par los K-automorphismes do C , B n'est autve quo 1'intersec-
tion de E avec le corps des invariants du groupe des K-outomorphiemes de {1 , et
1'essertion (i) résulte done de § 7, prep. 16, cor. 1, D'autre pert, ona E NE =K,
car Eo NE; est une extension séparable et radicielle de X , donc ixriviale en vertu
de § 7, rrop. 16, cor. 2. Diautre part, comme E est stable par les Ke-automorphismes
de SL , il en est évidemment do méme de Eo » qui. est donc une extennion quasie
gnloisiemme de K , et comme elle est séparable, elle est galoisiemne. Il nésulie

alors du th. 1 que E ot E, sont linéairement disjointes sur K . D'autre part,

en vertu de § 7, “ovop. 16, cor. 3, E est rediciel sur B , done ses 6ldments
sont invariants yor les E -mubomorphismes de E (§ 7, prop. 16, cox. 1), d'od on con-
clut auseii8t que tout Keeutomorphicme de Eo se yprolonge de fagen unique en un E=
sutomorphisme de E ; il est trivial dailloura par définition que E est ume exten=

sion galoisierme de E, . ce qui établit (iii). Soit enfin E! = Et(Eo) , alors en























































































































































































































































































