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Borseur relativement universel.

Soit
£f: X—§
un morphisme de schémas, T un schéma en groupes commutatifs sur S,
Q un torseur sous TX « On considére la catégorie des couples
(P,4), ol P est un torseur sous un schéma en groupes commutatifs G
sur 8, et #§: T — G un homomorphisme de groupes, un homomorphisme de
(P,#;G) dans (P',4';G') étant un homomorphisme de torseurs wu: P — P°
compatible avec un homomorphisme de Grouﬁéng——-G' satisfaisant
vd = g4' . On a un foncteur
(P, #)>(G, P, 06(Q))
de la catégorie précédente dans la catégorie des couples (&,K) d'un
schéma en groupes G sur S et d'un prtorseur K (les morphismes y étant
évidents). Pour simplifier, on se restereindra par la suite aux G qui
sont localement de présentation finie sur S. On s'intéressera aux
propriétés de fidélité de ce foncteur; on pourra dire que Q est
universel (relativement & f:X —8) si,x® A condition de se borner aux
G plats et localement de présentation finie sur S (et sdparés sur S ?)
le foncteur précédent est une équivalence de catggories, et le reste
aprés tout changement de base. On pourra dire que Q est O-universel
(resp. 1 universel) xmmpxx2sumivmxsmx} si le foncteur envisagé (avec
G localement de présentation finie sur 8) est O-fiddle (resp. 1—fidé1@]
D R TR 5. W 4 vre madbialiastit ob
de type fini, et que f est propre, de présentation finie, et fiddlement

plat (de dernier fait impliquant déja que Qe est O-fiddle). Nous

allons prouver:

Proposition| Sous les conditions précédentes, pour que (7,Q) soit

A
1-fidele, il faut et il suffit qu'il satisfasse les deux conditions
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suivantes:

a) Pour tout s « S, on a k(:s):-..:{"(xﬂ,9_}t ¥ .

s
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b) Pour tout s¢ S, Picngk(i) n'a pas de souss-schéma abélien non
nul.
1 ¢) Pour tout s (S, l'homomorphisme
II o ‘
\ M(s) %, Pic(X3)
\ défini par QE est injectif, ol M est le groupe constant tordu sur S

dual de T.

On montre d'abord que a) et @) implique la conclusion, lorsqu'on
se borne aux (P,4) avec § = 0, ®m auquel cas elle se réduit &
¢ ==7,(6Gy) ,
i.e. & vérifier quentout S-morphisme X— G emt "constant",; et on sait

'il suffit de wvérifier
gréce & a) qum cette conclusion mExx#xifie fibre par fibre, ou elle

résulte de b) et du dévissage des groupes algébricues. Il reste &
prouver, mgyennant ¢c), la méme conclusion sans restriction sur 4 , ou

encore prouver que si ?xﬁ¢(Q) est trivial, alors ¢4 = 0. Mais on sait

géom.
encore qu'il suffit de vérifier cette condition sur ;hague fibref Hxixx
G'= T /
On peut donc supposer S=Speckk), k alg. clos. Si /s la suite

exacte

HO (XX, 0) - HO (X, 6/6)— HY(X,6' )—H (X, )
G(k) (¢/G6') (k)

montre que Hl(X,G')_+Hl(X,G) est injectif, de sorte qu'on est ramené
au cas G=G' xx®x donc G' de type multiplicatif, donc G' un produit de
groupes gm et &41 . On peut donc supposer que G est d'un des deux types
précédents, et prouwer qu'alors

Hom(T, @) — HY (X, G)
est injectif. Or pour Gmgm cette application est celle envisagée dans
¢c), et pour G= “ﬁ%c'est l'application induite sur les points tués parn

L 4



Zae?

Par ailleurs, la nécessité des conditions a),b) et ¢) (méme en se
bornant 4 des G lisses sur S, et méme & ngm ) est bien claire.
Remarque La condition "T de type multiplicatif" n'ést pas trés naturel

-le, il serait plus beau de se borner &4 supposer que T est une extension
d'un schéma #n groupés fini iocélement iibre pér un schéma de type
multiplicatif, ce qui permet de définir le dual ;(l)=@ gr('I', G ) comme
extension d'un @roupe constant tordu par un groupe fing: localement
libre sur S, et de définit
(%) M —> Picy /g
de fagon évidente. La condition naturelle qui dsedsit remplacer c)
est alors que le morphisme précédent est un monomorphisme. Cela donne
en tous cas la conclusion cherchée lorsqu'on se borne aux G qui sont
finis localement libres sur S [;ar on sait que pour un tel G on a
le*(ax).:;Egmg;(n(l),g;gx/s ), et l'application ekmrmh¥r 3 étudier
&qggr(D(M)ﬂ,G)—-)le‘_(Gx)=H_o_ggr(D(G),gi._g_x/s) n'est autre que la
transposition suivie de 1la composition avec (sz Le méme argument
montre que pour qu'on ait 2-fidélité du foncteur envisagé, aprés tout
changement de base, en se bornant encore aux mémes G, IXxypiusxgxéndrai=
ou plus généralement & ceux pour lesquels la formule de dualité précé-
dente est vraie (nnan3§§u§53§giixxignxinainx&nxﬁnxtinrxix ceud qui sont
réflexifs pour Cartier et dont le @8ual est représentable ... par exemplk
les extensions successives de groupes constants tordus, de groupes de
t.m. et de groupes finis localement libres ...) il suffit (et il faut
aussi, évidemment) que (%) soit un isomorphisme. Il est plausible qu'

il en eiﬁ gncore de Eggg~pour *zuk des G localement de présentation

finie et plats sans plus. Tout au moins,revenant au cgs T &e type

)
multiplicatif, on trouve:
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Propggitionul Pour que,pour des G lisses (et séparés ?) sur S, le

torseur Q sous Tl soit universa#, il faut et il suffit que la condition

a) ci-dessus soit&!ﬂ%ﬂiﬁ?ainai que la condition

d) L'homomorphisme (%) M — Picx/S est un isomorphisme ,

ou de fagon équivalente, que la copdition d) soit vraie sur les fibres

géométriques. Id est encore équivalent de dire que pour tout s ¢S,

on a
HO(X,,0p ) kW), H'(X_,0, ) = 0
8 s

et que pour tout s l'application envisagée dans c¢) soit bijective.

L'équivalence ! ‘des deux critéresﬁgggﬁgggﬁxptre eux est en effet
claire. Comme il est connu que la condition sur les H1 impliqueg b),

il reste & vérifier que les conditions en¥tsagées impliquent la surjec-
tivité essentielle du foncteur auquel on en a (sachant déji qu'il est
pleinement fideéle), ‘t(la nécessité dans la propositiongaies est bien
facile et résulte par exemple (si on veut &tre savant) des considérati-—
ons dans la remarque.)

Quant & la murjectivité essentielle moyennant les conditions
énoncées, elle est donnée par Xt#xx les arguments de Deligne, sur les—
quels il est inutile de revenir. Il est probable que'on peut arriver 2
les faire marcher sans hypothése de lissité sur G, G étant plat locale-
ment.de présentéation finie, & condition d'arriver & généraliser et
&4 préciser comme il convient le résultat de Mazur-Roberts sur le

complexe cotangent relatif d'un schéma en groupes plat de présentation
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