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Tapis de Quillen. 

I Relations entre categories et ensembles semi-simpliciaux. 

A toute catégorie C, on associe un ensemble semi-simplicial S(C), 

trouvant ainsi un foncteur pleinement fidèle 

S; (Cat) —> (Ssimpl) 

Les systêmes locaux d’ensemble sur SC correspondent 

aux fancteurs sur C qui transforment toute flèche en isomorphisme (i.e. 

qui se factorisent par le groupoïde associé à C). Les H1 sur SC d'un tel 

système local (Ho pour ens, Hl pour groupes, Hi quelconques pour groupes 

abéliens) s'interprètent en termes· des foncteurs lim
(i) dérivés de lira , 

ou si on préfère, des Hl ( du topos C . On voit ainsi à quelle condition 

un foncteur C—> C’ induit un homotopisme SC —> SC’ : in vertu du 

critère cohomologique de Artin-Mazur, il f et s que pour tout système 

de coéfficients F' sur C’, l’homomorphisme naturel lim (i) F' —> lim (i)F 

soit un isomorphisme (pour les i pour lesquels cela a un sens). 

A C on peut associer le topos C , qui varie de façon covariante avec C. 

(NB le foncteur C —> C n'a plus rien de pleinement fidèle, semble-t-il ??) 

Les systèmes de coéfficients ensemblistes déf sur C ( = les foncteurs Co - Ens transformant isomor-

phismes en isomorphismes) correspondent aux faisceaux localement constants, 

i.e. les objets localement constants de C, définis intrinsèquement en terme 

de C . Ainsi, le fait pour un foncteur F : C —> C' d’induire un 

homotopisme S(C) —> S(C') ne dépend que du morphisme de topos F: C —> C' 

induit, et signifie que pour tout faisceau localement constant F’ sur C' i. 

e. sur C' , les applications induites Hi(C',F') —> Hi (C; F (F')* H^ÎCjF^F* ) ) 

sont des isomorphismes (pour les i pour lesquels cela a un sens). 
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On a aussi un foncteur évident 

T: (Ssimpl) —> (Cat) , 

en associant à tout ensemble semi-simplicial X la catégorie T(X) = Δ/x 

des simplexes sur X, dont l’ensemble des objets est la réunion disjointe 

des Xn .... (c'est une catégorie fibrée sur la catégorie des simplexes 

types, à fibres les catégories discrètes définies par les Xn). Ceci posé, 

Quillen prouve que pour tout X, ST(X) est isomorphe canoniquement à X dans 

la catégorie homotopique construite avec (Ssimpl), et que pour toute C, 

la catégorie TS (C) est canoniquement "homotopiquement équivalente à C" i.e. 

canoniquement isomorphe à C dans la catégorie quotient de (Cat) obtenue en inversant les 

foncteurs qui sont des homotopismes. Ces isomorphismes sont 

fonctoriels en X. Il en résulte formellement qu'un morphisme f:Χ-Y dans 

(Ssimpl) est un homotopisme si et seulement si il en est ainsi de T(f):T(X) 

—> T (Y), d'où des foncteurs S': (Cat) —> (Ssimpl) et T':(Ssimpl) —> (Cat) 

entre les catégories "homotopiques", construites avec (Cat) resp. (Ssimpl) qui sont quasi-inverses l'un de l'aut-

re. 

De plus, Quillen construit un isomorphisme canonique et fonctoriel 

dans (Cat)' entre C et la catégorie opposée Co , ou ce qui revient au 

même, un isomorphisme canonique et fonctoriel dans (Ssimpl)' entre S (C) et 

S(Co). La définition est telle que le 

foncteur induit sur les systêmes locaux sur C transforme le foncteur 

contravariant F sur C, transformant toute flêche en flèche inversible, en 

le foncteur covariant (i.e. contravariant sur Co) ayant mêmes valeurs sur 

les objets, et obtenu sur les flèches en remplaçant F(u) par F(u)-l ; en 

d'autres termes, l'effet de l’homotopisme de Quillen sur les groupoides 

fondamentaux est l'isomorphisme évident entre les groupoides fondamentaux 

de C et de Co , compte tenu que le deuxième est l'opposé du 
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premier. Comme application, Quillen obtient une interprétation faisceauti-

que de la cohomologie d’un ensemble semi-simplicial à coéfficients dans un 

systême convariant F (défini classiquement par le complexe cosimplicial 

des Cn(F) = XXn F(x) ) : on considère le systême local contravariant 

défini par F, on l’interprète comme un faisceau sur (Ssimpl)/X et on 

prend sa cohomologie. - Cependant, quand F est un systême de coefficients 

covariant pas nécessairement local, on n'a tjrs pas d'interprétation de ses 

groupes de cohomologie classiques en termes faisceautiques; ni, lorsque F 

est contravariant, de son homologie, ou inversement de sa cohomologie 

faisceautique en termes classiques. 

A propos de la notion de foncteur qui est un homotopisme. Quillen 

montre qus'un tel foncteur F: C—►G1 ind^^une équivalence entre la sous-

catégorie triangulée Dblc (C') de la catégorie dérivée bornée de celle des faisceaux abéliens sur C’, dont 

les faisceaux de cohomologie sont des systèmes locaux, et la catégorie ana-

logue pour C; et réciproquement. On peut 

dans cet énoncé introduire aussi n’importe quel anneau de base (à condition 

de le supposer ≠ O dans le cas de la réciproque) ; la partie direc-

vaut aussi avec un anneau de coefficients pas née. constant, mais constant 

tordu. Je pense que ce résultat (facile) doit pouvoir se généraliser ains: 

Soit f: X X’ un morphisme de topos qui soit tel que pour tout 

faisceau loc. const. sur X’, f induise un isomorphisme sur les cohomologie 

(avec cas non commutatif inclus). Supposons quelocaleme 

homotopiquement trivial, i.e. que pour tout entier n, tout objet U 

& ait un recouvrement par des Ui —> U, tels que a) tout système local sur U 

devient constant sur Ui , et toute section sur U devient constante sur 

et b) pour tout groupe abélien G, les Hj(U,G) —> Hj(Ui, G) sont 

nuls pour 1 ≤ j < n. Alors le foncteur Db
lc
 (X') —> Dblc(X) induit par f est 
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une équivalence) . Même énoncé si on met dans le 

coup un systême local d’anneaux sur X’. Enfin, f induit 

une équivalence entre la catégorie des coéfficients locaux sur C et celle 

des coéff. locaux sur C' 

Principe de démonstration: on commence 

par prouver ce dernier résultat, en notant que si un topos est 

localement hom. trivial, il est loca connexe et loc· simplement connexe, 

d’où une bonne théorie du M
o
 et du M1 (qui sont ici discrets), et on est 

ramené à un cas particulier du critère d’homotopisme de Artin et 

Mazur, savoir un critère cohomologique pour qu'un homomorhisme de groupes G —> H (ici des 

groupes M1 de X, X’) soit un isomorphisme: il doit induire des isomorphisme 

mes sur les Ho et (y inclus dans le cas non commutatif...)· On prouve 

la pleine fidélité en se ramenant par la suite spectrale aux cas des Ext 

de coéfficients locaux. Par la suite spectrale encore, cela résultera du 

fait suivant: si X' est localement hom. trivial, alors la catégorie des 

faisceaux abéliens loc. constants est stable par Exti , et le foncteur 

M — > des (Ab) dans Xab commute aux dits Exti. 

En fait, X et X’ étant lochomptriviaux, les conditions suivantes sur f 

seront équivalentes: 

a) f est un homotopisme, i.e. induit pour tout systême local (pas 

néc commutatif) sur X’un isomorphisme sur les Hi. 

b) f induit une équivalence Dlcb (X’) —> Dblc(X) . 

a') f induit une équivalence entre la catégorie des systêmes locaux 

abéliens sur X’ et X, et des isomorphismes sur les Hi correspondants (donc 

on ne prend ici que des coéfficients commutatifs)· 

J’ignore si on peut dans a) se borner aux systèmes locaux commutatifs, 

L'équivalence entre a) et b) fournit une première justification ou 

motivation pour définir des types d’homotopie via la catégorie 
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éventuellement muni de la sous-catégorie pleine de tous les systêmes locau 

sur X, et du foncteur cohomologique sur (X) à valeurs dans ladite 

catégorie, et bien sûr du produit tensoriel (mais alors on sort de D 

pour entrer dans 1 , redactor demerdetur). 

II n-catégories, catégories n-uples, et (Gr)-catégories. 

Appelons bi-catégorie une catégorie dans (Cat), i.e. un triple 

(C,C, p1,p2, R ), où Co est une catégorie, ρ1, ρ2 C1 =: Cc deux 

foncteurs, M : (C ,ρ1) xCo (C1, p2) — C1 un foncteur, avec les axiomes 

habituels· Interprétant (Cat) comme la sous—catégorie pleine de (Ssimpl) 

des objets qui .... , et de même pour les catégories à valeurs dans une 

categorie telle (Cat), on trouve que la catégorie des (Cat)-catégories 

est équivalente à la sous—catégorie pleine de la catégorie des ensembles 

bi-semisimpliciaux 

Xoo Xll Xo,n 

Xlo Xll Xl,n 

formée des objets qui ligne par ligne et colonne par colonne satisfont la 

condition d’exctitude familière (transformer sommes amalgamées en produits 

fibrés). De même la catégorie (Tricat) des (Bicat)-catégories 

s'interprète en termes d’objets trisemi-simpliciaux, etc. 

Exemple: soit C une catégorie, posons Co=C, Ci1=Fl (C), avec structures 

P1, P2, évidentes (d’où une (Cat)-catétorie dont les composantes semi-sim-

pliciales supérieures sont les catégories Fl
n

(C) des n-flêches de C ...). 

L'ensemble bi-semisimplicial correspondant a pour composantes les ensembles 

Hom (^ xΔ ,C) . Par exemple, les objets de Xll sont les carrés commutatifs 

de flêches de C, qu'on peut interpréter(de deux manières différentes) connu 
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morphismes de flêches. 

Notons une symmetric évidente dans la categorie (Bicat), interprétée 

en termes d'ensemble bi-semisimpliciaux, obtenue en échangeant les lignes 

et les colonnes dans de tels ensembles bi... un ensemble bisemisimplic 

al qui ... peut donc de deux façons différentes être considéré comme défi-

nissant une bicatégorie. De même le groupe symétrique Symn opère sur 

la catégorie (nupcat) des catégories n-uples .. 

Une 2-catégorie peut être définie comme constituée par un ensemble 

discret Co (l'ensemble des objets ), qu'on interprètera comme une catégo 

rie discrète, plus la donnée pour tout x, y Co d'une catégorie Hom (x,y), 

plus des foncteurs composition entre celles-ci ... Prenant la catégorie somme 

des Hom(x,y), On peut exprimer la donnée de ces foncteurs de composition, 

et des sources et buts dans les catégories Hom (x,y), comme définis par 

des foncteurs "source" et "but" C^ —Co, et un foncteur de composition 

ClXcoCl —> C1 , les axiomes des 2-catégories correspondant exactement aux 

axiomes des(Cat)-catégories. De cette façon, la catégorie des 2-catégorie 

est équivalente à la catégorie des (Cat) - catégories qui ont une "catégori 

d'objets" qui est discrète, ou encore à la catégorie des Bicatégories 

qui, interprétées comme ensembles bi-semisimpliciaux, ont comme 

première ligne un ensemble semisimplicial discret (i.e. un foncteur cons-

tant sur A ). Il parait qu'on a une interprétation simple dans le même 

esprit de la notion de n-catégorie en termes d'ensembles n-semi-simpliciau 

Demander à Quillen relations entre la notion de m-catégorie dans 

la catégorie (n-Cat), et celle de ensemble (m+n)-semisimplicial. 

L'interprétation standard semisimpliciale permet d'interpréter 
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de même les (Cat)-groupes(ou groupes à valeurs dans (Cat)) comme étant 

les groupes semisimpliciaux qui "sont" des catégories i.e. qui 

satsifont la condition d'exactitude familière, permettant d’en déter 

miner tous les composants à l'aide de et Ci . Appliquant le tapis de 

Dold, dans le cas commutatif, on trouve que les (Cat)-groupes abéliens 

forment urne catégorie équivalente à celle des complexes de chaînes de 

groupes abéliens qui sont de longueur 1: 

0 - Co - Cl - O. 

Quand on explicite la (Cat)-groupe abélien associé à un tel complexe de 

chaînes, on trouve "ma" construction chérie du la "catégorie de Picard" 

associée au complexe: objets ceux de Co , flêches de x dans y les z dans C 

tels que dz = y-x . On trouve donc à isomorphisme près tous les groupes 

abéliens de (Cat) ainsi. Un complément important est que toute catégorie 

de Picard commutatirve) est équivalente (au sens technique qu’on ne précise 

pas ici) à un vrai (Cat)-groupe commutatif). . 

On notera qu'on a une classification beaucoup plus restreinte 

que pour les H-espaces (resp. les H-espaces homotopiquement comm.) mod 

équivalence d'homotopie, de façon précise entre les groupes resp. les grou 

pes abéliens de la catégorie homotopique. La raison en est qu'on est beau-

coup plus restrictif dans le contexte catégorique pour le sens du l'associ, 

tivité (resp. et de la commutativité), puisqu’on ne demande pas seulement 

l’existence d'isomorphismes d'associalitivité (qui suffirait pour avoir un 

groupe dans la catégorie homotopique (Cat) (Ssimpl) , modulo l'existence d’unités et d'inverse 

mais qu'on suppose données ces isomorphismes, de façon à satisfaire à cer-

taines compatibilités: c'est ce qui permet, me semble-t-il, de prouver qu'i 

équivalence près, on peut supposer qu'il s'agit de vrais groupes dans 

(Cat), resp. de vraie commutativité. 
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On doit trouver une approximation meilleure d'un cran à la classifica-

tion topologique en prenant des (2-Cat)-groupes resp. des (2-Cat)-groupes 

abéliens, ou plus généralement des " Gr-2-catégories " resp. 

"Grab-2-catégories" . (NB Une Grab-catégorie définit une Grab-2catégorie 

comme une catégorie définit une 2-catégorie; du point de vue semi-simplici 

al, cette opération serait analogue à celle de "cosquélette" tronqué"; 

Mais également une Grab-2-catégorie définie en Grab-catégorie, savoir la 

catégorie des automorphismes de l'objet unité; cette opération serait 

analogue à celle de "tuage des groupes d'homotopie en dim >1"). Pour la 

notion grossière ( Gr ou Grab) l'idée de ma lettre à Verdier était qu'o 

doit trouver la même chose que les tronqués, dans la catégorie homotopique 

des H-espaces - i.e. ce qu'on déduit des H-espaces par tuage des groupes 

d'homotopie en dimensions >2 . 

(Demander à Quillen relations exactes entre objets-groupes et objets 

connexes de la catégorie homotopique: forment-ils des catégories équivalen 

tes par le foncteur espace des lacets?). 

Pour les vrais groupe de (2-Cat), l'approche de Quillen consiste à 

les identifier d'abord à des groupes abéliens de la catégorie (Bicat), 

donc à des groupes abéliens bi-semi-simpliciaux particuliers (conditions 

sur chaque ligne et chaque colonne). Appliquant la version bi-semisimplici 

ale du tapis de Dold, on trouve que la catégorie de ces objets 

est équivalente à la catégorie des bicomplexes de groupes abélien 

qui sont nuls en dehors du carré O < i, j < 1. La colonne 

que la première ligne corresponde à un groupe semisimplicial 

trivial signifie alors qu'elle n'a que le terme de degré zéro, i.e. que 

le bicomplexe est réduit à 
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Les bicomplexes s'identifient aux complexes de cabines de longueur 2. 

Donc la catégorie de (2-Cat)-groupes abéliens est équivelente à celle des 

complexes de chaînes de longueur 2. L'explicitation de la 2-catégorie 

associée à un tel complexe de chaînes est mon interprétation chérie. Il 

faudrait encore expliciter 2-Grab-catégorie des 

homomorphismes (en un sens à préciser) entre deux telles 2-Grab-catégo-

ries strictes, en termes d’un complexe RHom. 

L'idée qui se dégage de cette approche, et que Quillen on espère va 

expliciter, c'est que la notions de groupe abélien 

dans (n-Cat) correspond à celle de complexe de chaines de longueur n, en raisonnant 

soit mod. isomorphisme de part et d'autre, soit mod. une notion naturelle 

de n-équivalence d'un coté, et dans la catégorie dérivée de l’autre. Ceci 

doit pouvoir se préciser en utilisant des Hom* resp. des RHom*. 

Si maintenant C est une catégorie avec un "produit tensoriel" associa 

(et eventuellement unitaire), i.e. un bifoncteur avec des isomorphis-

mes d'associativité (mais sans inverse ...), on peut lui associer sans 

doute une Gr-catégorie universelle (tout comme à un monoïde on associe un 

groupe symmetrise), d’où des invariants, qu'on pourra désigner par Ko (C) 

et Kl (C). On suppose qu'on pourra de même trouver, pour tout n, une 

Gr-n-catégorie universelle où envoyer C de façon compatible avec O (tout 

cela dans un sens à préciser), dont les invariants seraient par défis 

tion les Kn (C). En cas intéressant est celui où C est une catégorie avec 

produits finis (par exemple une catégorie additive) et O est le produit 

Mais on notera que dans le cas d'une catégorie non seulement additive 

mais abélienne, il y a une notion plus adéquate du Ko, qui devrait corres-

pondre à une notion plus adéquate de la suite des Kj , inspirée du tapis 
de Roos; sans doute c'est en termes de ("vraie")

 categories triangulées 
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qu'il conviendra de poser les définitions adéquates). - Peut-être Quillen 

a-t-il une définition semi-simpliciale plus directe, sans passer par des 

n-catégories, des Ki et plus précisément du H-espace qui devrait correspon-

dre à C. Ce n'est certainement pas l'ensemble semi-simplicial 

SC associé à C, puisque dans le cas d’une catégorie additive, 

C est homotopiquement trivial (en effet le foncteur identique est "homotope 

au foncteur nul, puisqu'il suffit d'avoir un homomorphisme d’un foncteur 

dans l'autre; d'où une équivalence d'homotopie entre C et la catégorie 

nulle). Pourtant, il semble bien que dans le cas où C est une Gr-catégorie 

i.e. admet des inverses, alors ce soit bien la construction "naïve" SC qui 

est la bonne, puisqu’on trouve bien un Mo et un qui sont aussi les 

Mo et Ml au sens catégorie sans Gr-structure. 
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III Point de vue "motivique" en théorie du cobordisme. 

Soit C la catégorie des variétés différentiables (pas nécessairement 

orientables), les morphismes étant les classes d'homotopie d'applications continues. Si B est une catégorie, on s’intéresse aux couples 

(F.,F') d’un foncteur covariant et d’un foncteur contravariant de C 

dans B, satisfaisant les conditions que pour tout X (-Ob C, on a F. (X) = 

F* (X), et que si on a un produit fibre ordinaire 

avec f et g transversaux, alors on a g*f. = f! g' (on pose f.=F. (f), f'=F' (f'). La question est 

de trouver une B et un couple (F., F*) qui soient ’’universels” dans un 

sens évident. Quillen prouve que la construction suivante donne une 

telle solution. 

Pour toute variété X (- ob C , on définit un anneau commutatif 

B (X) (l'anneau de bordisme de X) en prenant comme éléments les classes 

d’éléments de C au dessus de X, pour la relation de cobordisme: 

f':X’—> X et f":X"—X sont équivalents, s'il existe une variété à bord 

Z, et un f:2 —> X, tel que bord Z = X'II X” et f' et f” sont induits 

par f. La somme de B (X) est la somme disjointe (c'est une loi de groupe 

où tout élément est d'ordre , le produit est 

donné par le produit fibré, en utilisant le théorème de transversalité 

de Thom pour bouger un peu f”, de sorte à le rendre transversal à f'. 

Si on a f: X—> Y, on définit f. : B(X)—> B (Y) de façon évidente (toute 

variété sur X est sur Y), et f*: B(Y)—> B(X) par produit fibré (utili-

sant encore le th. de transversalité). Le cette façon, B(X) devient un 

foncteur-anneau contravariant en X, et un foncteur groupe covariant en 
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X. De plus, on a la formule de projection habituelle. ceci pose, les 

constructions bien connues en théorie des correspondances permettent 

de définir une catégorie B dont les objets sont ceux de c, et les 

Hom étant donnés par 

HomB(X,Y) = B(XxY) . 

O
n
 a un isomorphisme canonique B = B° , qui est l’identité sur les 

objets et la symmétrie B(XxY) = B(YxX) sur les flêches, et un foncteur 

évident &xxxBx F. : C —» B , qui est l’identité sur les objets et donné 

par les graphes sur les flêches. Composé avec la symmétrie précédente, 

on trouve un foncteur F.:B( C —, B. On vérifie enfin que le couple 

(F.,F.) satisfait aux conditions envisagées dans l'alinéa 1 (ceci aussi 

devrait être formalisé au cas des correspondances générales ...). Om 

vérifie enfin qu’il a la propriété universelle qu'il faut. Lorsqu’on 

se donne un couple (F!,F’.) à val eursdans une catégorie B’, il faut 

trouver une factorisation par B. Elle est toute trouvée sur les 

objets, il faut la définir sur les flèches, donc définir, pour X,Y 

dans C, une application 

(x) B(XxY)—> Hom(X' ,Y' ) . 

liais si Z est auddessus de XxY, d'où p:Z—X et q:Z—Y, on lui associe 

un élément du deuxième membre de (x) comme le composé 

x' F'. (P)
 Z'

 F!(a)
 Y

, 

Il faut prouver que l'élément obtenu en remplaçant Zpar un Z
1
 cobord 

dant au dessus de X. Or si g: T—>XxY réalise le cobordisme, on 

voit (regardant seulement T et la décomposition bord(T) = Z
0
LLZ

1
) 

qu’il existe une variété T sur S1 (obtenue en "doublant" T) etxxxe 

applxeatxoxxTxxune transversale au dessus d’un couple de poihts s ,s
1 

de S1, tels que Zi soit l’image inverse de Si (i=0,l); d’autre part, 
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g manifestement se prolonge en g : T—- XxY . Cela nous ramène à prouver 
le composé .* _ __ 
que T Z T' ne dépend pas de i=0,l. Ecrivons X au lieu de T',et 

considérons le diagramme cartésien d'inclusions 

on a alors 0S* = Γ * i
s

 , qui ne dépend pas de s puisque i
s
 n’en 

dépend pas à homotopie près. - Le reste est sans doute l'AQT. 

Sur la strcture des B.(X). Ce sont tous des algèbres graduées 

sur B.(pt)= Λ , qui est une algèbre graduée à degrés positifs, réduite 
C—a 

à F2 en degrés 0. C'est d'ailleurs
 une algèbre de polynômes-connue... 

d ' anneauxpgradué s 
On a un homomorphisme évident B.(X) —(X), nul en degrés 0, qui 

à tout Z sur X associe l'image de 1£H°(Z) par l'homomorphisme de Cysin 

associé à Z—» X. Cet homomorphisme par Thorn est surjectif (toute clas-
(x) 
se de cohomologie provient d'une image de variété compacte ...); noter 

On ppouve même qu'il existe un relèvement fonctoriel en X 

H* (X) —> B. (X), (compatible avec multiplication) tel que l’on ait: 

L'homomorphisme correspondant H. (X)O
F A B. (X) est un iso-
-2 

morphisme (ce sera vrai pour tout relèvement individuellement . ..), et 

b) [les relèvement est compatible aussi avec les hom. de Gysin.] 

Ainsi, la catégorie B admet un foncteur pleinement fidèle dans la 

catégorie des modules gradués libres de type fini sur A, Les modules 

de type fini qu'on obtient ainsi ayant des générateurs à degrés 0 et 

satisfaisant (pour X connexe i.e. quand il y a un seul générateur de 

degré zéro) la dualité de Poincaré. Quand on prend la catégorie quasi-

B 
abélienne-associée à B, on trouve donc tous les modules gradués libres 

de type fini à générateurs négatifs en degrés< 0 seulement. C'est une 
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additive(et même quasi-abélienne) 
catégorie avec 0 qui a toutes les vertus, sauf d'être abélienne, et 

sauf d’admettre des Horn internes. Pour trouver ces derniers, on peut 

si on veut paraphraser la construction de la catégorie des motifs, en 
Λ(-1) 

considérant l’objet de B conoyau de 

p. : e S, où p:s1 — e est l'application du cercle sur un 

point. C'est un objet de poids 1 (le poids est défini par le degré et 

des générateurs, changés de signe). On constate aussitôt que le 

foncteur M> M(-l)=MO A(1) de B dans lui-même est pleinement fidèle, 

ce qui permet alors, par une construction formelle standard, de compl 

ter B en une catégorie où Λ(-1) devient inversible. Il se trouve 

alors que dans cette dernière les Hom(X,Y) internes existent et 

satisfont sont isomorphes à XOY ... en fait , on trouve maintenant la 

catégorie des tous les modules gradués libres de type fini sur 

Bien sur, cette catégorie n'est pas encore abélienne pour autant, 
si on veut 

puisque n'est pas un corps; poux définir la catégorie abélienne 

engendrée, on s'attend à trouver las catégorie desmodules de fir 

sur Λ·(est-il noethérien, y.e. le nombre de générateurs est-il 

fini ) . 

Cette construction ressemblerait à celle d’une théorie des 

motifs où on n'aurait pas passé à l'équivalence homologique pour 

les cycles, mais où on aurait gardé l'équivalence rationelle, - qui 

est bien trop fine pour beaucoup d'égards. Pour trouver un équiva 

lent plus étroit, il convient de reprendre la théorie prédédente,on 

pourrait formuler le même Pb universel que plus haut, mais en prenani 

l'équivalence homologique (via le graphe) des morphismes de variétés, 

au lieu de l'équivalence homotopique. Mais alorS il semble que l'on 

trouve comme catégorie solution celle dont les objets sont les varié-

14 
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tés, les morphismes toutes les correspondances homologiques (en ver 

du thorème de Thom rappelé plus haut ) On trouve donc un foncteur 

pleinement fidèle de cette catégorie dans celle d es vectoriels 

gradués desd positivement de dim. finie sur F2 , qui est déjà abéliei 

ne, et si on veut rendre comme plus haut F
2

(-l) inversible, on trouv 

tous les vectoriels gradués de dim. finie sur . C’est un peu trop 

trivial comme structure, et on peut faire mieux
 f/
conprenant comme 

Pour trouver une catégorie universelle, ' 
corespondance Pourcent on associe à toute X les sous - anneau ensemble 

s(X) 
de l’ensemble des sous-variétés S(X) de X, modulo équivalence homol 

gique. Donc S(X) C H.(X), et on prouve qu’on trouve en fait un sous-

anneau de H. (X) (grâce à un théorème de Thorn qui caractérise S(X) en 

termes d’opérations de Steenrod, cf plus bas). On prouve de même 

(par le même théorème) que les S(XxY) sont stables par composition d 

correspondances cohomologiques( cela ne semble pas trivial, puisque 

les s(X) ne sont pas stables par Gysin... ) . D’oû une catégorie addi-

tive dont les objets sont ceux de C, les flêches sont les S(XxY)» 

Il semble qu’elle doive jouer le rôle universel que j’ai envisagé 

plus haut. En tous cas, sa définition géométrique est fort simple 

Nous allons en donner une interpétation algébrique. Pour ceci, 

considérons l’anneau dos opérations cohomologiques "stables" sur i.e 
des endomorphismes du 
xx foncteur X H(X) qui sont additifs, et qui en degré zéro se-

réduisent à un multiple de l'identité. C’est un anneau gradué, avec 
i.e. commutative (car. 2 !) ? 

application diagonale anticommutative associative et unitaire. Son 
graduée anttoommutative donc xxxxxxxxxxxxx, 

dual gradué est une algèbre commutative, avec application diagonale 

associative et unitaire; il est réduit à F2 en degré zéro. Donc il 

corespond à un schéma en groupes affine G sur F2 , qui est d’ailleur 
additifs 

le foncteur des 0-autornorphismes du foncteur H. sur C 
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Le théorème de Thorn est alors qu’un x E H' (X) est dans S(X) sss il est 

fixe par G, i.e. satisfait A*. x = 0. (Pourquoi cette condition est-el 

le déjà nécessaire ?) Une autre façon de le voir est de dire que le 

foncteur H. considéré comme allant de la catégorie S précédente dans 

la catégorie des xxxxxxxxxxx représentations de G- dans des vectoriels 

sur F2 , est pleinement fidèle. xxxxxxxxxxx Quand on prend l’enveloppe 

pseudo-abélienne, on trouve une sous-catégorie pleine de la catégorie des 

représentations de G, mais il est douteux qu’on trouve une catégorie abé-

lienne, voire la catégorie de toutes les représentations de G de dimensio 

finie sur · (Quelle est la structure de G, qui est prolisse; d’après 

Quillen, il serait pro-unipotent...) Ici G bien sûr joue le rôle d’un 

groupe de Galois motivique, mais contrairement à la situation familière, 

il semble qu’il soit fortement non réductif (et d’ailleurs le corps de 

définition dans tout ceci est F2 et non Q ! )· 

Quillent donne une généralisation de la construction d’une caté-

gorie universelle B au cas où on travaille avec des variétés pas nécessai 

remont propres (mais f. n’étant supposé défini que pour f propre), et 
stable 

quand on introduit une condition d’ orientation sur les morphismes 

envisagés , via un morphisme H — 30(oo ), où H est un H-espace (commuta 

tif, associatif et unitaire ?) : une orientation de f:X— Y sera un 

relèvement homoto pique de X — BO défini par xxxxx TX - f.(Ty) en en X-H. 

les éléments de H(X,Y) seront définis par des diagrammes de morphismes 

orientés Z — X, Z—Y, le deuxième étant propre, mudulo bords de tels. 

En tant qu’ensemble, il se définit aussi en termes de la vari té XxY 

munie simplement de la famille des supports formée des ensembles fermés 

propres sur Y — 
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