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Tapis de Quillen.

I Relations entre catégories et ensembles semi-simplicmux

—— e

A toute catégorie C, on associe un ensemble semi-simpliwial S(C),

trouvant ainsi un foncteur pleinement fidéle dexGak
S; (Cat) — (Ssimpl) .

Six@xesixassoeidxi Les systémes locaux d'ensemble sur SC correspondent
aux fancteurs sur C qui transforment toute fléche en isomorphisme (1.e,
qui se factorisent par le groupoide associé & C). Les Hi sur SC d'un tel
systéme local (H° pour ens, Hl pour groupes, Hi quelconques pour groupes
abéliens) s'interprétent en termes des foncteurs %&9(1) d#rigés de &E? ;
ou si on préfire, des H( du topos C . On voit ainsi & quelle condition
un foncteur C —C' induit unz homotopisme SC —SC' : &n vertu du

critére cohomologique de Artin-Mazur, il f et s que pour tout systéme

de coéfficients F'sur C', l'homomorphisme naturel lim(i)P' lim(l )F
TEr TR

soit un isomorphisme (pour les i pour lesquels cela a un sens). ERXIEXNES

A C on peut assovér le topos C , qui varie de fagon covariante avec C.

(NB le foncteur cp_.El n'a plus rien de pleinement fiddle, semble-tdil ?7?)
ensemblistes Jdéf (L Csa Eng A
Les systémes de coéfficients(ﬁﬁf‘G/{ = les fonc?gﬁﬁﬁﬁfgénsformant isomor-
phismes en isomorphismes) correspondent aux faisceaux localement constantg,
i.e. les objets localement constants de C, définis intrinséquement en terme
de E . Ainsi, le fait pour un foncteur F:C—C' d'induire uneExdguivaisnge
homotopisme S(C)—S(C') ne dépend.que du morphisme de topos-ﬁ: E-aE;'
induit, et signifie que pour tout faisceau localement constant F' sur C' i.
e. sur‘a1 , les applic-*ions induites Hiféf,F') — Hi(a;ﬁf(F'))

sont des isomorphismes (pour les i pour lesquels cela a unz=m sens).
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On a aussi un foncteur évident
T: (Ssimpl) — (Cat) ,
en associant 2 tout ensemble semi-simplicial X la catégorie T(X) =‘A,[x
des simplexes sur X, dont l'ensemble des objets est la réunion désjointe
des Xn eees (c'est une catégorie fibrée sur la catégorie Aﬁ des simplexes
types, & fibres les catégories discrétes définies par les Xn). Ceci posé,
Quillen prouve gue pour tout X, ST(X) est isomorphe canoniquement 4 X dans
la catégorie homotopique construite avec (Ssimpl), et que pour toute C,
canoniquement |

la catégorie TS(C) est{"homotoplquement équivalente & C" Ramsximxz=xs il.e.
?%%%8%%%8“&“8 dans la catégorie quotient de (Cat) obtenue en inversant les
foncteurs qui sont des homotopismes. Ixxeaxrésutte Ces isomorphismes sont
fonctoriels en X. Ii en résulte formellement qu'un morphisme f:X—Y dans
(Ssimpl) est un homotopisme si et seulement si il en est ainsi de T(f):7(X)
—T(Y), d'oi des foncteurs 3': (Cat)' — (Ssimpl)' et T':(Ssimpl)tﬂ(Caﬁ
entre les catégories “homotopiques“igaﬁ rg%ﬁ%sq ggg-iggg%sggsg'&gs&gp}léﬁt-
re. |

Ge plus, Quiilen construit un isomorphisme canonique et fonctoriel
dans (Cat)' entre C et la-catégorie opposée C° , ou ce qui revient au
mfme, un isomorphisme canonique et fonctoriel dans (Ssimpl)' entre S(C) et
S(Co). SelaxIuxxpermeixatarsyxpaurx La définition est telle que le
foncteur induit sur les systémes locaux sur C trahsffrme le foncteur
contravariant F sur C, transformant lsute fléche en flé&che inversible, en
le foncteur covariant (i.e. contravariant sur C°) ayant mémes valeurs sur
les objets, et obtenu sur les flé&ches en remplajpant F(u) par F(u)—l; en
d'autres termes, l'effet de l'homotopisme de Quillen sur les groupaides
fondamentaux est 1l'isomorphisme évident entre les groupoides fondamentaux

de C et de Co,qnixgxtxixidxni compte tenu due le deuxidme est 1'opposé du

2
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premier. Comme applic&tion, Quillen obtient une interprétation faisceauti-
que de la cohomologie d'un ensemble semi-simplicial A coéfficients dans un

local o o~
systéme conk&zvariant ﬁx(défini classiquement par le complexe cosimplicial
des CP(F) = l—l- F(x) ): on consid®re le systéme local contravariant

Xy '2(X)_i.e. objet de )

défini par F, on l'interprdte comme un faisceau sur simp /X ° - » ©6 ON
prend sa cohomologie. - Cependant, quand T est un systéme de coéfricienss
covariant pas nécessairement local, on n'a tjrs pas d'interpéétation de ser
groupes de cohomologie classiques en t ermss faiscdéautiques; ni, lorsque F

est comirawarjant, de son homologie, ou inversement de sa cohomologie

faisceautique en termes classiques.

A propos de la notion de foncteur qui est un homotopisme. Quillen
montre que'un tel fgn%ée?r F: C—C! indg%%nu%e équ?vaience entre la sous-
catégorie triangule%(de’Tg)catégorlg?ﬁi%ifa%gcgﬁﬁieaggiiens sur C', dont
les faisceaux de cohomologie sont des syst@mes locaux, et la catégorie ana-
logue pour C; Xixziem et réciproquement. BomurxXaxpaxiizxiir=siE On peut
dans et énoncé introduire aussi n'importe quel anneau de base (% condition
de le supposer # O dans le cas de la réciproque); mmmstant la partie direc
vaut aussi avec un anneau de boefficients pas néc. constant, mais constant
tordu. Je pense que ce résultat (facile) doit pouvoir se généraliser ains:
Soit f: X X' un morphisme de topos qui soit tel que pour tout sxsiémm
faisceau loc. const. sur X', f induise un isomorphisme sur les cohomologie
(avec cas non commutatif inclus). Supposons que@ﬁ&%%&%gggzgﬁzgdi¢ localeme

- 2
homotopiquement trivial, i.e. que Zmut pour tout entier q{/g;ut objet U Zp

% ait un £u§ﬁ§nmzn§ngar des Ui—eth tels que a) tout systéme local sur U

l devient constant sur Ui » et toute section sur U devient constante sur Ui

|
ll
i

T o e M ot sk St e Bl ks

et b) pour tout syszlBmE groupe abélien G, les Hj(U,G)~—¢ Hj(U ,G) sont
nuls pour 1¢ j {n. Alors le foncteur DBC(X')-—a QEJX) induit par £ est

4--P“'?
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pieinsmsnixfidakex{resps une dquivalence). IMéme énoncé si on met dans le

coup un Amnexuxisecx systéme local d'anneaux sur X'. IEafin, £ induit wmx
ggﬁ%ﬁ%ﬁﬁ%ﬁ%ﬁggg %gtfgxgﬁtgﬁgrégu&gglggg%%icients locaux sur C et celle
eEkiexpraprigtaxdait
des coéff. locaux sur C' (2PxpEuixfirExEEXzx@xilxiXxrxeExmisxdarRsSXIEX
hypuihizesxprifininaixesxsurxfx2¥x Principe de démonstration: on comnmence
par prouver ce dernier résultat, en notant que Zamsxizxex si un topos est
locglement hom. trivial, il est loca connexe et loc. simplement connexe,
d'ol1 une bonne théorie du Ro et du ﬁl (qui sont ici discrets), et on est
raftené pEur % un cas particulier du critdre d'homotopisme de Artin et
cohomologique

Mazur, savoir un crit®re pour qu'un homomorhisme de groupes G—H (ici des
groupes [ de X,X') soit un isomorphisme: il doit induire des isomorphismx
mes sur les H° et Hl (y inclus dans le cas non commutatif...). On prouve
la pleine fidélité en se ramenant par la suite spectrale aux cas @es Exti
de coéfficients locaux. Par la suite spectrale encore, cela résultera du
fait suivant: si X?,esﬁ homalement hom. trivial, alors la catégorie des
faisceaux abéliens loc. constants est stable par E;gi , et le foncteur
M M demvRaixxEauxxounstanss (Ab) dans Xab commute aux dits Exti :
En fait, X et X' étant loc.hompTriviaux, les conditions suivantes sur f
seront équivalentes:

a) f esth un homotopisme, i.e. induit pour tout systéme local (pas
néc commutatif) sur X'un isomorphisme sur les Hiyuurxixxn.

b) M8mexehosexawe f induit une égquivalence Dlz (X*) —> DEG(X) .

g) f induit une équivalence entre la catégorie des systémes locaux
abéliens sur X' et X, et des isomorphismes sur les Hi correspondants (donec

on ne prend ici que des coéfficients commutatifs).

J'ignore si on peut dans a) se borner aux systémes locaux commutatifs,

ixexfiéaﬁivalence entre a) et b) fournit une premiére justification ou
motivation pour définir des types d'homotopie via la catégorie D, ()(]’

le
j’-

b
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éventuellement muni de la sous—catégorie pleine de tous les systémes locau

sur X, et du foncteur cohomologigue sur Dgc(X) a4 valeurs dgns laddté

b
catégorie, et bien slr du produit tensoriel (mais alors on sort de D

pour entrer dans D , redactor demerdetur).

II n-catégories, catégories n-uples, et (Gr)-catégories.
Appelons bi-catégorié une catégorie dans(Cat), i.e. un triple

0 ixnﬁpl,p2,1? ), ol ¢ est une catégorie, pl,pz: C%::,Q? deux

1

foncteurs, ﬂ:(C%,pl)xco(C;,pz) -*C% un foncteur, avec les axiomes

habituels. Interprétant (Cat) comme la sous-catégorie pleine de (Ssimpl)

des objets qui .... , et de méme pour les catégories A valeurs dans une
(Bicat)
catégorie telle (Cat), on trouve que la catégorie des (Cat)-catégories

est équivalente & la sous-catégorie pleine de 1la catégorie des ensembles

bi-semisimpliciamx

ks o DL
o i L Izn
xj‘-e IJ;' . 8 @ X{ :‘

LB B B B )

formée des objets qui ligné par ligne et colonne par colonne satisfoht la
condition d 'exctitude fanilidre (transformer sommes amalgamées en produits
fibrés). De méne la catégorie zEs (Tricat) des (Bicat)-catégories
$8interprete en termes d'objets tri§g§%pliciaux, etc.

Exemple: soit C une catégorie, posons c?:c, C?:E;(G), avec structures
Py,p,, évidentes (d'ol une (Cat)-catétorie dont les composantes semi-sim-
pliciales supérieures sont les catégories E;F(C) des n-fléches d= C ...).
L'ensemble bi-semisimplicial correspondant a pour composantes les ensemble:

Hom(a'%xam,C). Par exemple, les objets de X%% gont les carrés commutatifs

de fl&ches de C, qu'on peut interpréter(de deux manidres différentes) comme

y
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morphismes de flé&ches.

Notons une symnétrie évidente dans la catégorie (Bicat), interprétée
en termes dm'ensemble bi-semisimpliciaux, obtenue en échangeant les lignes
et les colonnes dans =z de tels ensembles bi... {Yn ensemble bisemisimplic
al qui ... peut donc de deux fagons différentes &tre consi@éré comme défi-
nissant une bicatégorie. De méme le groupe symétrique Symn opeére sur

la catégorie #m (nupcat) des catégories n-uples ..

Une 2-catégorie peut &tre définie comme consifittée par un ensemble
discret Cg (1'ensemble des objets ), qu'on interpteétera comme une catégo
rie discréte, plus la donnée pour tout x,y @Cf d'une catégorie Hom(x,y),

des foncteurs 1
plus mmE composition entre celles{ci ... Prenant la catégorie somme #x C1
des Hom(x,y), On peut exprimer la donnée de ces foncteurs de composition,

¥
et des sources et buts dans les catégories Hom(x,y), comme définis par

des foncteurs "source" et "bui" C% —oCS, et un foncteur de composition

C?xch% —-Ci , les axiomes des 2-catégories correspondant exactement aux
axiomes des(Cat)-catégories. De cette fagon, la catégorie des 2-catégorie
est équivalente & la catégorie des (Cat)-catégories qui ont une "catégori
d'objets" qui est discréte, ou encore i la catégorie des Bicatégories
qui, interprétées comme ensembles bi-semisimpliciaux, ont un= comme
preniére ligne un ensemble bemis&mplicial discret (i.e. un foncteur cons-
tant sur éﬁ). I1 parait qu'on a une interprétation simple dans le méme
esprit de la notion de n-catégorie en termes d'ensembles n-semi-simpliciamx
f3ed Demander & Quillen relations entre la notion de m-€atégorie dans
la catégorie (n-Cat), et celle de ensemble (m+n)-semisimplicial. |

fanxparxiizuiierxenirexerttexdernidrexnziisnxeixeeliexds

L'interprétation standard semisimpliciale permet d'interpréter
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de méme les (Cat)-groupes(ou groupes & valeurs dans (Cat)) comne étant
les groupes semisimpliciaux qui "sont"des catégories i.e. qui sExd#finid=
sErt satsifont la condition d'exactitude familiére, permettant d'en déter
miner tous les conmposants 2 1'aide de con et C1 . Appliquant le tapis de
Dold, dans le cas commutatif, on trouve que les (Cat)=-groupes abéliens
forment une catégorie équivalente 4 celle des complexes de chaines de
groupes abéliens qui sont de longueur 1:

O-m-Cohn clf- Q0 &
Quand on explicite la (Ca%)-groupe abélien associé & un tel complexe de
chaines, on trouve "ma" construction chérie da la "catégorie de Picard"
asgociée au complexe: objets ceux de Co , Tl8ches de x dans y les z dans C
tels que dz = y-x . On trouve donc & isomorphisme ppes tous les groupes

{
J

A
'ab¥liens de (Cat) ainsi. Un complément important est que toute catégorie

wﬁ“f (respet

'r‘} ge Picard commuvedive)est équivalente (au sens technjque qu’on ne précise
{}1 ._(resp—eé€at)=groupe-
t gas ici) & imceatﬂ;mxn un vrai (Cat)—groupe (commuta-t—i—f-}— C@-_.,_..e on
o lf_;-x...kp!. b----k GueS ﬂI»U-—-H SN e Gﬂ.mo:u
2

das <o O H5tera “GU" on A Une TrEEER iggqgifibatiﬁﬁ‘ﬁ“hﬁéoa$)p¢us restreinte

N

\\ que pour les H-espaces (resp. les H-espaces homotopiquement comm.) mod
*.-’V\}r

\\*

‘: ;: e?pivalence d'homotopie, de fagon précise entre les groupes resp. les grou
>
"pgﬁfupes abéliens de la catégorie homotopique. La raison en est quon est beaumsm

/ .
v
¥

(<

” _a 4 coup plus restrictif dans le contexte catégorique pour le sens da l'associ
..‘ -’

‘1..' tivité (resp. et de la commutativiié), puisqu'on ne demande pas seulement

> %

/4 1'existence d'isomorphismes d'associditivitéy (qui suffirait pour avoir un
la catégorie homotopique

~groupe dans Y (Cat)' X (Ssimpl)', modulo l'existence d'unités et d'inverse
mais qu'on suppose donnéds ces isomorphismes, de fagon i satisfaire 3 cer=-
taines compatibilités: c'est ce qui permet, me semble-t-il, de prouver qu'i
r

7 | équivalence prds, on peut supposer qu'il s'agit de vrais groupes dans

\/ « (Cag), respde vrate commutativités
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On doit trouver une approximation meilleure d'un cran & la classifica
tion topologique en prenant des (2-Cat)-groupes resp. des (2-Cat)-groupes
abéliens, ou plus généralement des " Gr-2-catégories " resp.
"Grab-2-catégories" . (NB Upe Grab-catégorie défiimit une Grab-2catégorie
comme une catégorie définit une 2-catégorie; du point de vue semi-simplici
al, cette opdration serait analogue i celle de "cosquélette® tronqué"”;
Mais également une Grab-2-catégorie définie en GRab-catégorieX savoir la
catégorie des automorpnismes de l'objet unité; cette @i opération serait
anglogue a celle de "tuage des groupes d'homotopie en dim ;71"). Pour la
notion groixssigdre ( Grak ou Grab) 1l'idée de ma lettre & Verdier était qu'o

au cran 2
doit trouver la méme chose que les tronqués, dans la catégorie homotopigue
des H-espaces - i.e. ce qu'on ddduit des H-espaces par tuage des groupes
d'homotopie en dimensions :72 .
l (Demander & Quillen relations exactes entre Hbjets—-groupes et objets
ponctuée”’

| % oA
E%ﬁﬁgﬁgﬁxde la catégorie homotopique: forment—-ils des catégories équivalen

w@:j;ﬁh tes par le foncieur espace des lacets?).

KR K abéliens

”fg3“‘ﬁl' Pour les vrais groupes,de (2-8at), 1l'approche de Quillen consiste 3
=3 \To- .

) P les identifier &'abord & des groupes abéliens de la catégorie §Bicat),

donc & des grpupes abéliens bi-semissimpliciaux particuliers (éonditions
sur chaque ligne et chaque colonne). Appliquant la version bi-semisimplici
ale du tapis de Dold, on trouve que Emkhigxsax la catégorie de ces objets

de chaines
esth équivalente & la catégorie des mkjmix bicomplexes de groupes abélien
qui sont nuls en dehors du carré D(i,] ¢ 1l. SKuikdenxdifxgue La codonne
que la premiére ligne corresponde 4 un ExsEmhie groupe semisimplicial

trivial signifie alors qu'elle n'a que le terme de degré zéro, i.e. que

le bicomplexe est réduit a

C 44— 0 &~0
} c0 T
Clo &—C11 =¥
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Cese bicomplexes s'identifient aux complexes de chhines de loggueur 2.
Donc la catégorie de (2-Cat)=-groupes abéliens est équivelente & celle des
complexes de chaines de longueur 2. L'explicitation de la 2-catégorie
associée & un tel complexe de chaines est mon interprétation chérie. Il
faudrait encore expliciter les:xmprphismexs 2-Grab-catégorie des
homomorphismes (en un sens A préciser) entre deuxzekx teldies 2-Grab-catégo-

ries strictes, en termes d'un complexe RHom.

L'idée qui se dégage de cette approche, et que Quillen on espére va
explaciter, c'est que la naiisrxdzxeatdgorisxds notions de groupe abélien
chaines de ,
dans (n-Cat) correspond & celle de complexe de /Tongueur n, en raisonnant
soit mod. isomorphisme de part et d'autre, soit mod. une notion naturelle

de n-équivalence d'un c8té, et dans la catégorie dérivée de 1l'autre. Ceci

doit pouvoir se préviser en utilisant des Hom® resp. des RHom'.

51 maintenant C est une catégorie avec un "produit tensoriel" associa
tif (et éventuellement unitaire), i.e. un bifoncteur avec des isomorphis-
mes d'associativité (mais sans inverse ...), on peut lui associer §ans
doute une Gr-catégorie universelle (tout comme A un monofde on associe un
groupe symnétrisé), d'oh des invariants, qu'on pourra désigner par KO(C)
et Kl(C). On suppose qu'on pourra de méme trouver, pour tout n, une
Gr-n-catégorie universelle ol envoyer C de Fagon compatibde avec £ (&out
cela daﬁs un sens 4 préciser), dont les invariants ‘Kn seraient par défin
tion les Kn(C). in cas intérescqnf est celui ol C est une catégorie avec
produits finis (par exemple une catégoric additive) et @ est 1le produity
mzix{@éie on notera que dans le cas d 'une catigorie non seulement additive

mais abélienne, il y a une notion plus adéquate du K, » qui devrait corres

pondre & une notion plus adéquate de la suite des K

i » inspirée du tapis
de Roos;

Sans doute c'est en termes de ("vraie") catégories trianguléeg

- : ; K
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qﬁ'im conviendra de poser les définitions adéquates). - Peut-&tre Quillen
a-t-il une définition semi-simpliciale plus directe, sans passer par des
n-catégories, des Ki et plus précisément du H—egpgce qui devrait correspon-
en géndéral

dre & C. RamsxXexcas Ce n'est certainement pas l'ensenble semi-simplicial
SC mmgendx¥xx associé & C, puisque dans le cas d'une catégorie additive,
C est homotopiquement trivial (en effet le foncteur identique est "homotope
au foncteur nul, puisqu'il suffit d'avoir un homomorphisme d4'un foncteur
dans 1'autre; d'olh une équivalence d'homotopie entre C et la catégorie
nulle). Pourtant, il semble bien que dans le cas ol C est une Gr-catégorie
i.e. admet des inverses, alors ce soit bien la construction "naive" SC qui

est la bonne, puisqu'on trouve bien uni% et un El qui sont aussi les

| o et ﬂl au sens catégorie sans Gr-structure.
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III Point de vue "motivique" en théorie du cobordisme.

Soit C la catégorie des variétés dif“érentiables (pas nécessairemen
les mOfphismes étant les clasces d' homoaopie d'applications continues.

orimhtables “‘ﬁﬁl B est une catégorie, on s'intéresse aux couples
(F.,F*) d'un foncteur covariant et d'un foncteur contravariant de C
dans B, satisfaisant les conditions que pour tout X ¢Ob C, on a F.(X)=
F°(X), et que si on a un produit fibré ordinaire

Xl

\
b ’ ({(on pose f.=F.(f),f'=F°(f
T e
avec £ et g transversaux, alors on a g°'f. = Q?METTYT—#E;F;uestion est

de trouver une B et un couple (F.,F°) qui soient "universels" dans un

sens évident. Quillen prouve que la construction suivante donne une
telle solution.

Pour toute varidté X¢ ob C , on définit un anneau commutatif
B(X) (1'anneau de bordisme de X) en prenant comme &léments les classes
dg d'éléments de C au dessus de X, pour la relation de cobordisme:
X' —X et f":X"—X sont équivalents, s'il existe une variété i bord
Z, et un £:Z —X, tel que bord Z = X'U X" et f' et £" sont induits
par £. La somme de B(X) est la somme disjointe (c'est une loi de groupe
Itinversevétant ol tout €lément est d'ordre }2emﬁm), le produit est
donné par le produit fibré, en utilisant le théoréme de ﬁrahsversalité
de Thom pour bouger un peu f", de sorte 2 le rendre t“ansverqal af'.

N{L L'owvwan =V da s WUM ‘(aw Rav Sl vt n'nn vabiAvoc o
Si on a T X— 7Y, on définit f. : B(X)— B(Y) de fagon évidente (toute

variété sur X est sur Y), et £°: B(Y) — B(X) par produit fibré (utili-

sant encore le th. de transversalité). De cette fagon, B(X) devient un
(e o)

foncteur-anneau%cﬁﬁﬁ;;variant en X, et un foncteur groupe covariant en

A1
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X. De plus, on a la for&EIa”dE"projection habituelle. Ceci posé, les

consiructions bien connues en théorie des correspondances permettent
de définir une catégorie B dont lés objets sont ceux de C, et les
Hom étant donnés par

Hom, (X,Y) = B(XxY) .
On a un isomorphisme canonique Q.Q;QP , qui est 1'identité sur les
objets et la symunétrie B(XxY)~ B(YxX) sur les flé&ches, et un foncteur
évident €xxx®Bx F. : C—B , qui est 1l'identité sur les objets et donné
par les graphes sur les fléches. Composé avec la symnétrie précédente,
on trouve un foncteur F': 3% C — B. On vérifie enfin que le couple
(F.,F*) satisfait aux conditions envisagées dans 1l'alinéa 1 (ceci aussi
devrait &tre formalisé au cas des correspondances génirales ...). D
vérifie enfin qu'il a la propriété universelle qu'il faut. Iorsqu'on'
gse donne un couple (F!,F'°) & vd eursdans une catégorie B', il faut
trouver une factorisation par B. Elle est toute trouvée sur les
objets, il faut la définir sur les fléches, donc définir, pour X,¥Y
dans C, une application
(%) B(XxY)-» Hom(X',Y') .
Mais si Z est auddessus de XxY, d'ol p:Z— X et q:Z—71, on lul associt
un $lément du deuxidme membre de (%) comme le composé
‘”.E::ifg A EESEI.Y'

F.S

I1 faut prouver quﬁﬁ;'élément obtenu en remplhgant Z par un Zl coboreé

[V RS 3

dant au dessus de X~ Or si_é} T — XxY réalise le cobordisme, on
voit (regardant seulement T et la décomposition bord(T) = 334.21)_
qu'il existe une varidété T sur Sl (obtenue en "doublant" T) =mixux=

zppiixatimﬁx&xxunﬁ trgnsversale au dessus d'un couple de poihts 8,187

d sl - LI &w ‘-‘—
e 5%, tels que Z; soit 1'image inverse(ﬁE’EEj(i=0,l); d'autre part,
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g manifestement se prolonge en g : T— XxY . Cela nous raméne & prouver
le coipoqé

que FT! -»5& :¥7T' ne dépend pas de i=0,1. IEcrivons X au lieu de T',et
considérons le diag“amme cartésien é&'inclusions

K ———* X
of Calps b
SL i, ¢

b4 EE..,L Slxx ’

on a alors-%; {s# = I“is_ » qui ne dépend pas de s puisque 1ig n'en

dépend pas i homotopie prés. - Le reste est sans doute 1'AQT.

Sur la streture des B.(X). Ce sont tous des algdbres graduées

sur B.(pt)=/‘ » qui est une algebre graduée 2 degrés positifs, réduite

{ &WE { a--.é:g‘;. \'Y,la_au }U\-’\!’i!.'1
4 E en degrér 0. C'est d'ailleurs une algtbre de nolynﬁres coﬂﬁua;*‘*_

d'anneawxpgZiradués
On 2 un homomorphisme évident B.(X) ——'H}(X), nul en degres }O, qui
A tout Z sur X associe 1'image de 1 ¢ H°(Z) par 1'homomorphisme de Gysin
associé 4 Z— X. Cet homomorvhisme par Thom est surjectif (toute clas-
)
se de cohomologie provient d'une image de variété compacte. ...); mELEX
On ppouve méme qu'il existe un reldvement fonctoriel en X
(2 aab dodinve ol )k )

H*(X) —B. (A),(coapaulble avec mult1p11CRuion)-znitel que l'on ait:

%) L'homomorphisme correspondant H'(X)QF,A-é:B.(X) est un iso-

=2

morphisme (ce sera vrai nour tout relesement individuellement ey, W

i OJ-"-..L.*— 5‘19‘! - _“:_) ;
B) | (Lé%x relévement est compatible aussi avec les hom. de GyainJ

Ainsi, la catégorie B admet un foncteur pleinement fidéle dans la
catégorie des modules gradués libres de type fini sur /\, les modules

de type fini qu'on obtient ainsi ayant des générateurs % degrés O et

‘satisfnisant (pour X connexe i.e. quand il y a un seul générateur de

degré zerg) la dualité de Poincaré. Quand on prend la catégbrie quasi-
abélienne-associde & B, on trouve donc tous les modules dradués libres

de type fini A géndérateurs mEgakifsx en degrés,S'O seulement. C'est une
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additive (et méme quasi-abélienne)
catdgorie(@vec 2 qui a toutes Yes vertus, sauf d'€tre abélienne, et
sguf d'admettre des Hom internes. Pour trouver ces derniers, on peut

si on veut paraphraser la construction de la catégorie des motifs, en

N(=F
tnixn&u:sant;un“mnxxi considérany l'objet/de B conoyau de
p -t e~ 8, oh p:Sl-—* e est l'application da cercle sur un

point. C'est un objet de poids 1 (le poids est défini par le degré #
deé générateurs, changés de signe). On constate aussitdt que le
foncteur M~ME)=M@ A1) de B dans lui-méme est pleinement Tiddle,
ce qui permet alors, par une construction formelle standard, de compl
terfg en une catdégorie o AEL) devient inversible. Il se trouve
alors que dans cette dernigre les EQE(X,Y) internes existent et
sztizfznt sont isomorphes a iﬁ? «s. en fait , on trouve maintenant la
catégorie dex tous les modules gradués libfes de type fini sur .
Bien slr, cette catégorie n'est pas encore abélienne pour autant,
si on veut
puisque n'est pis un corps; pmmx définir la catégorie abéliifﬂﬁm
engendrée, on s'attend & trouver les caitégorie desmodules de{$y¥a £ir
s A em vm A e A e s bl s Cuen A S

sur /\ ( --—*est—-ll—noethafa.enj—;re——le—mmbrﬁc—generateurq est—idi
Lini=), AV o naalies o Vo Ky l’}va»-—n-{_'\‘.__, ,:f'iflé_)_

Cette construction ressemblerait &4 celle d'une théorie des
motifs oli on n'aurait pas passé a4 l'dquivalence homologique pour
les cycles, mais ol on zurait gardé 1l'équivalence rationelle, - qui
est bien trop fine xmu® beaucoup d'égards. Pour trouver un équivax
lent plus étroit, il convimhit de reprendre la thecorie prédédente,on
pou'rait formuler le méme Pb universel que plus haut, mais en prenant

1'équivalence homologique (via le graphe) des morphismes de variétés,

au lieu de 1l'équivalence homotopique. Mais—aleors—it—sembie—gue—llon
trouve-eommg:ngiéﬁgfg3:ggintton-teiié-danIhl£ﬂ_nhinia.snn¢_lne~varié-
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tés, les moréi}smes toutes les/g9&1*spondances ho loglquea (en ver
du’ thorem de¢ Thom\rappelé ?}us haut )\ On trou e donc un i/péé;ur

> e gl
plelnumpnt fidtle de cet? catégorle dang celle d es vect riels

Fl«aducs gd=xd posi ulveme + de dim. finie ur F—2 ’ qui 73‘0 €jd abélier

\

\

y
ne, si on veut rendre mme plus haut E, S(>1) i%yersible,
tou les vedtoriels g“‘dues d d flnie sur
/ P
tr¥ivial comnme ructure, et o t faire mleux,/'xxpxnnantxanmm

Pour trouver une c=2iérorie univ=cse le,
EOXXREPURAARCERX2OUXXZEEEX on associe & toute X IexmuusszrnsamenszxbXi

ix l'cnsembigfécs sous-varidétds 8£(X} de X, modulo équivalence homol:
gique. Donc S(X) ¢ H°(X), et on prouve qu'on trouve en fait un sous-
anneau de H'(X) (grice i un théorime de Thom qui caractérise S(X) en
termes d'opdérations de Steenrod, ¢f plus bas). On prouve de méme
(par le méme théoreme) que les S(XxY) sont stables par composition 4
corregpondances coxomologiquesf cela ne semble pes trivial, puisque
les S(X) ne sont pas stables par Gysin...). D'ol une catégorie addi.
tive dont les objets sont ceux de C, les flé&ches sont les S(¥xY),
I1 semble gu'elle doive jouer le rdle universel que j'ai envisagé
plus haut. ZEn tous cas, sa définition géodétrique est fort simple {
Nous allons en donner une interpétation algébrigue. Pour cedt,
considérons l'anneau des opérations cohomologiques xﬁ@f&ﬁ&aaxsax—a*a
dus—endemnorniismes—ia
e Topcteuri—HE{Ar—qui—sont—additifs,et-qui-en-degré zdéro se.
rgé;&ser rr*m&%tp&e—de‘i*ident:$ﬁ4}C'est un anneau gradué, avec
i.e, commutative (car. 2 1) >

- . _./
application diagonale antlcomﬂutatlve, T assoclative et unitaire, Son
graduée antiocommutative donc rEmxutatixz,

dual gradué est une algtbre commutative,avec application diagonale
associative et unitaire; il est réduit a E en degré zéro. Donc il

corespond & un schéma en grounes @ffine G sur F, , qui est d'ailleur

':I.(l(ti ;if's =2
le foncteur des 9—&utomorpﬁ?§ﬁ€§*&“‘?onateur H* sur C o QS ot

R R o G R = e

AS



e thioréme de Thom est alors qu'un x ¢ H'(X) est dans S(X) sss il est

N

i;ﬁ:;,alx par G, i.e. satisfait A . X = 0. (Pourquoi cette condition est-els

'._J

e déji nécessaire ?) U,e autre fagon de le voir est de dire que le
foncteur H®' considdré comme allant de 1la catégorie S précédente dans
la catégorie des xscimri=ix représentations de G dans des vectoriels

sur 22 , €3t pleinement fidele. EmmmeExxnkt Quand on prend 1l'enveloppe
pseudo-abélienne, on trouve une sous-catégorie pleine de la catégorie des
représentations de G, mais il est douteux qu'on trouve une catégorie abé-
lienne, voire 1a catégorie de toutes les représentations de G de dimensia

finie sur 32 (Quelle est la structure de G, qui es®t prolisse; d'aprds

S"‘.“F"&Tﬁ rflu:;}en, il serait pro-naipotent ....). Ici G bien sfir joue le r8le d'un

xff\ﬁ‘r, fo".gwfde Galois motivique, mais contrairement & la situation familiére,
r'v\f »:fy‘ﬁ semble qu'il soit Ffortement non réductif (et d'ailleurs le corps de
,g{./:n‘/f P gérintion dans tout ceci est F, , et non Q ! ).

;&f
¢ Quillent donne une géneralisation de la construction d'une caté-

gorie universelle B au cas ol on travaille avec des variétés pas néesssai

rem:nt propres (mais f. n'étant supposé défini que pour f propre), et
stable
quand on intrecduit une condition d'orientatio \,{w les morphismes

envisagés , via un morphisme H — BO(w ), ot H est un H-espace (commuta
tif, associatif et unitaire ?): une orientation de £:X— Y sera un
relévement homotopique de X — BO défini par =£x{2x Ty - f'(’}.‘Y) en X—H.
les éléments de H(X,Y) seront c’éfinis par des diagrammes de morphismes
orientés Z — X, Z2—7Y, le deuxitme étant propre, madulo bords de ®ls.
En tant qu'ensemble, il se définit aussi en termes de la vari té Xx¥Y

munie simplement de la famille des supports formée des ensenbles fernés

propres Sur Y ..... L 3:‘1 (X) ()( ey A A ) oA
LA C,La."vi\n L—nm.-..-s'i“ 3)‘3_0_... - f-ﬂl—“ﬁnu-_.,_,__u_“ {H?____Th J'EA-M-J\W..
bbby A e e W (X, MP(N-w=)) -----
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