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Cher Verdier,

Merei pour ta lettre et mes copies de tes Chap I et II. Enchanté
de ton accord pour faire un houquin d¥s maintenant. Je ne vois pas pow
quol cela retarderait ta soutenance. Tu pourras bien falre tirer des
textes actuels (avec des changements de virgules éventuels) % 150
exemplaires pour conténter la Faculté, et souterir, sans attendre la
parution du bouquin (dont tu n'auras de toutes fagons qu'une vingiaine
d'oxemplaires d'auteur). Je te signale que North Holland s'engage &
gortir le bouquin dans leé neuf mois aprés réception du menusceipt
final, en comptant un mois pour la corrsction des épreuves par tol.
Si par la suite tu aévisses une variante plus sophistiquée de la noti-
on de catégorie tradngulée, et trouves d'autres zompléments importants
% ajouter (comme la quest.on de la coﬁplétion des catégories triangu-
lées par des filtrations genre "degrés" ), tu pourras toujours fa:::mw
un volumezg;ux, tout seul ou en collabération avec une bonne volonté.
J'attends pour le moment ton Chapitré III. Y aura-t-il un chapitre IV
sur les topos annelés ? Tu Hourras bien sllr y renvoyer sans vergogne
% SGAA I A VI . Je ser-is content également si tu pouvais éclairer
ma lanterne sur le tapis & la Freyd; ou n'en sais-tu pas plus pour le
moment que ce que tu as mis ? A propos, si la généralisation du tapis
de Freyd (qui, me dib Giraud, partait d'une c=tégorie de complexes)
n'est pas entidrement évidénte et demande du travail supplémentaire,
tu peux quand m@me signaler dans le texte qu'il s'agit d'une générali-

sation de ton eru, tout en créditant Freyd comme il se doit.
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Quant aux ddsaccords que tu me soumets m¥eEm® concernant mes observatixm
vns, tu dois sans doute avoir raison, y ayant plus réfléchi que moi.
Mais je n'ai rien compris X tes exprications concerrnant le premier point
en litige, car page 2 ligne -9 1l'assertion de fatborisabilité que tu fais
me gemble triviaslement Géconnant (prends pour P le foncteur nul). Mais
gqu'as tu voulu dire en fait ? Pour les suites spectrales, c'est biern
triste qu'on ait besoin de deux notations contradictoires, alors que
dans Cartan Eilecaberg il n'est jamais question qué d'une seude. BwrdEvrais
Je n'al pas easayé de comprendrd tes explicaticns, préférant te oroire suz
percle plutdt que de me replionger dans cette orgie d'indices qui m'a déia
lais=é un souvenir assez pénible, du teups ou J'apprenais les suites spec-

trales sur Serre et Bartun-Eilenberg ...

Je me demande sl tu as déjd réfléchi A la situation suivante, gque

l'on peut formuler par exemple en termes de complexes de Kan X X homotopie

L1eY

X vardable d

ans la capégorie homotopique, elle\dépend (sauf erreur)




préds. Soit X un tel ensemble semi-simplicial, il lui corresnond une
catégorie fibrée X sur la catégorie semi-simpliciale. Soit A un anneau
(le cas le plus intéress-nt sera A=2), il y a lieu de s'intéresser %
diverses sous-catégories de la catégorie dériv 'TX,A) des préfaisceaux
de A-modules sur X : la catégorie D;c des ngﬁigigiggnx dont les
faisceaux de cohomologie sont localement constants (i.e. les avnplications
simpliciales y induisent des isomorphismes), la catégorie analogue D}cz'

et les catégories Db et D des complexes pseudocohérents bornés

coh parf
resp. des complexes parfaits:
b} (X,a) DB (X,4) D D°  (X,A) >D_ __(X,A)
(A Lc'=? coh ‘=’ parf =’
I3 y a lieu également, peut-8tre, 4'introduite D:oh y Sous-catégorie
pleine de D;c(E'A) formPe des complexes A ohjects de cohomologie
localement constants de type fini, lorsque A est noethérien. Toutes ces
sous- %
catézories aontcbs/ﬁﬁfggories triangulées de D . Elles dépendent de X
de fagon contravariante, et lorsque X—wX' est une équivalence 4'honmotopie,
les foncteurs correspondants sont des équivalences de catérories triangu-~
lées. On a donc des catégories fibrées sur la catégorie homotopique. Il
y a d'ailleurs lieu de mettre sur ces catégories trianguldes des structux

res supplémentaires: ainsi D . est muni d'un produit tensoriel et

parf
d'un Hom interne, et il opdre par produit tensoriels resp. Hom sur les
autres catégories envisagdes; si A est régulier, D?c est aussi d'un
produit tensoriel et d'un Hom interne, et il /par ® et Hom externes sur
D;c o Il y a lieu d'intboduire ces catégories, par ce qué, > des degrés
divers, elles constituent d'excellentes approximations A la connai-sance
de X, comme objet de la catégorie homotopique. Ainsi, elles impliquent

(a3 b orms (75

la connaissanmce des cohomologies A coé*ficienﬁsrfordug}comme foncteurs
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conomologiques en les coéfficients, les opérations de cup-produit etc.

De fagon précise, la connaissance de D;ﬁ(g,i) avec sa structure
multiplicative impXizme (pour A régu;ieqﬂg%EE%%éue sauf erreur la connais
sance du groupe fondamental de chacune des composantes connexes de L o Il
faudrax cependant, peut-cire, utiliser une petife structure supplémentai-?
re, & savoir la donnée, pour chaque composante connexe de X (qui s'expli-:
2ite ‘d'ailleurs en termes dex n'importe laquelle des catégories préééden;-
J¢s, d'un %oncteur fibre”(défini & isomorphisme non_uniqpe pres)

D;’Ec(;g,a) —> D(A) etc .

le groupe fondamental s'explicite alors comme le groupe des automorphis-—
aadk et dawer

mes du roncteur fibre, (Testreint aux objets "réduits au degré 0" (ce qui

a un sers a nouveau en termes du foncteur fibre). Utilisewt une variante;
corvenable de Hurewicz due & Artin-Mazur, on trouve alors que si A=Z', efi
si X —Y est tel que D?C{Y)-——v-Dic(X) est une équivalence, alors |
X — Y est un isomorphisme dans la catégorie homotopique. Il est alors

tentant de se poser la question si X n'est pas déterminé 4 isomornhisme
pris par la connaissance de DEC(X) avec sa structure multiplicative,
plus précismdent si le“foncteur” (11 faudrait sans doute dire, 2-foncteur)
X ~—~— DEC(X) ne serait pas pleinement fideéle (en mettant-bien aﬁr sur
DEC(X) sa structure multiplicative). Il est bien possible d'ailleurs que
pour aveir un tel énoncé, il faudra une notion de catégorie triangulde
plus sopnistiquée que la tienne, peut-&tre style o -catégorie ... On peut |
remzzquer en tous cas, d éja, cue l'on a ici des RHom et nas seulement'des!
Liixm, ce qui est déji plus riche que ta not;ggi_yag—;; doit plus's'attendré

4 une correspondance aussi exacte lorsqu'on travaille avec des catégories

b e
genrg Dcoh ; ainsi, au lieu de récupérer le groupe fondamental e
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via la catégorie de tous les Z(T[ )-modules, comme on ne dispose plus
que de 1= catégorie des Z({))-modules de type fini sur Z, on trouvers
stns doute une sorte d'enveloppe pro-algébrigue du groupe fondamental,
affines :
ayst8me projectif de schémas en:rnupeg/d§ﬁ¥§§; fini sur Spee 2 . Cela
n'emp8che qu'h certains 4gards les catégories genre Dgoh sont plus
excitantes, car nour des X pas trop cros leurs Hom vont 8tre de type fini
sur Z, et on peut espérer trouver une théorie de structure pour des
catépories trianguldes X produit tensoriels inierme ayant cette
proprifté de firttude, géndralisant le théordme de structure dont Je ¢
avais parlé pour lem cas des catégories ahéliennes A-lindaires, \ un corps
en téées de schémas en grouras sur k. On entrevoit une nouvelle fagon dmm
dont la géodmétrie algébrique pourrait s'introduire en topologie. Il y
auralt lieu hien sflr de regarder une foule de qestions prélininaires, Iar
exemple, comnent sérxmimiimwy +raduisent en termes d:s catérories trian-
fulées précédentes les constructions les nlus importantes familidrses aux
homotopistes  groupes d'homotopie supérieurs et plus précisément, espaces
des lacets; en sens inverse suspensions, ou 2ncore espaces clagsifiants;
tuage des groupes A'homotopie supérieurs, squélettes; produits cartéeiens
d'epaces ete. Si on se rappelle la construction de Cartan-3erre suivant
laquelle toute application continue X— Y neut 8tre regardée comme une
fibration de Serre, de fagon essentiellement unique, cela fournit par
congidération des images directes wun foncteur DE}(X) — DEO(Y) » Sadis-
faisant par exemple la formule de projeetion, pour autant qu'on puilsse
1'éerire, et qui moyennant des hypothises de finitude convenables induit
des foncteurs images directes aussi pour certaines des autres catégories
trianguldes envisagées. En relation avec cette construction, comment

s'interpréteten ermes des Dig etc la construction dem la "fibre" de

"X —»Y (Y étant conn-xe disons) , et plua généralement la suite exacte
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infinie formée de X,Y,Zxet la fibre Z, & leurs espaces de lacets ? XEmk

Autres genres de questions: comment pourrait-on réconstituer les DIG(X,A)

(disone) connsissant DIO(X,Q) ? Je suspecte, d'aprds l'analepie avec le

cas des catégories abéliennes, que cela doit &tre posasible. Et encore:

comment récupérer le foncteur homologie (je devrais dire, hyperhomologie)
+

HJJI.K) en termes de la donnéde Dlv ou de ses variantes ? On tient

iei 1la cohomolegie de fagon naturelle, comme wun Hom dans la eatézorie

donnée . Il y a 13 tout un complexe de questions, évidemment tréds Lide.
% celles abord“es dang ma lettre du 26 Mars dont tu viens de m'enveoyer la
phbtocopie, et je crois qu'ond evrait bien un jour les regarde~ systéma-
tiquenent. C'est peut-8tre la serle fagon de a'obhliger % déviasser assez A
fond les fondenents de l'algdhre homologique, et en partiocuvlier la notion
de catégorie trianguldie, pour &tre sfir d2s boines notions ! T1 semble
aus2i que l'algdhre homologiavre et 1'homotopieyxgmi-mbitziext ne devral-
ent former qu'uie seule et néme discipline, et il y a peut-8tre 1 une
vole possinle pour mettre en évidence cette unité. (Comme autre approche
vers une telle unification, je ne connais que par oule-dire la définition

des groupes d'houotopie comme fonecteurs dérivés non commutetifs ....).

#Sien cordialenent
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