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Cher Verdier,

Je prépare un exposé sur les séries caractéristiques d'endomorphismes
de complexes parfaits, et A ce propes me pose la question d'ume géméralisa-
tion mom crmutative, smalogue aux traces géméralisées 2 la Stallings. Cela
souldve ua Pdb dontﬁtu dois connsitre plue ou moins la répomse: Soit A un
anneau, goit C la catégorie additive des modules projectifs de type fini
M sur A munis d'un emdomorphisme u, et C' la catégorie triamgulée formée
des complexes parfaits de A-modules, munis d'un ondemnrphisﬁo au seam des
catégories dérivées. D'ol deux groupes_ K"évidentn, et un homomorphisme
canonique

. X(0) — k(')
ce dernier est-il un isomorphisme ? Sinom, deviemt-il um isomorphisme si
on divise de part et d'autres par les sous-groupes engendrés par les
classes ‘de couples (X,u), avee u=0x ? Une difftoulté pour définir K(C')—
K(C), c'est que dams C*, um-homomorphisme de (X,u) dans (X*,u') , néne
8i X;X' sont strictement parfaits (i.e. pour de boms bormés et a4 composante

projectives de type fimi), et u et u' ‘donnés comme vrais endomorphismes,

est défimi par um viX4e X' qui me comrmute 2 (u,u') que & homotopie prids,

de 'sorte que lorsque v est un quasi-~-isomorphisme, je me vois pas comment la
comsidération 4'un mappimg-cydimder va 'mous prouver que ;;zx-l)iol(xi,ui)

= ‘ZZ:(-l)iol(X'i,u'i) « Que peux-tu me dire & ce sujet ? Bien entendu,
l'anneau A mé joue aucun r8le bien particulier, et tu pouvais aussi biem
partir d'ume catégorie abélienne svec un ense hle privilégié d'objets
(jouant ‘le ‘r8le-de -projectifs ‘de type f£ini) pour peser -le problime.
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fnmexdenamdexst La néms questiom que ci-dessus se pose d'ailleurs
gl omn remplace les emdomorphismes d'objets par dos'nutomorphianoﬁ resp.
automorphismes au sens de la catégorie dérivée; je serais également prét
au besoin A diviser les groupes K obtemus par les sous-groupes engendrés
par les clascses des (I.idx) « Cette question se pose pour défimir des
déterminants généralisés A la Dieudenmé-Whitehead-Bass pour des emdomorphis
mes de complexes parfaits (ek mon seulement de modules libres ou projectife
de type fimi).

A propos des détermimant géméralisés, je me demande si je t'ai jauais
vendu le tapis suivamt, qui permet d'atbrapper simultanément de fagom asse:z
sympathique le X° et le K d'une catécorie triamgulée (disoms), et qui a
peut-8tre une chance de se généraliser 2 la définition des Ki (pour des

_catégories triangulées ou assimilées), em remplagant les catézories
d'arrivée par des m~catégories. Appeloms, pour simplifier, catécorie de
Bicard une catégnri)téui est un groupofde, et qui est munie d'ume loi

~ de composition motée ® : (X,Y)—X8Y , et d'un objet lr » . 1'opération

® étant associative et commutative, admettant ;? comme objet unité, et
admettant des imverses. (Tout ga avec des graims de sel: les axiomes
et d'unité

d'associativité =mx de ccmmutntivité{53;¥_§%ﬁt8t des donandes supplémentai-

res, savoir des isomorphismes de tx~ resp. bi-fomcteurs reap momo-fonmct :
(x0Y)0Z2 ~xe(Y832) , XY — Y#X X1~ 18X —X ;

avec quelques,. Mmamu de eompa‘ci‘pilitd.__ 5
(1'imverse X — est défini comme solutiomn d'um probldme universel du

type Hom imterme ). Om pourrait aussi avoir ehvie d'apneler uam tel fourbi:
um groupe-catégorie, ¢a ressemble A un groupe dans (Gnt); sans &tre tout &
fait g¢a , car il faut tenir compte e la structure de 2-catégorie de

(Cat) et premdre la notion de groupe i valeurs dans ume 2-catégorie ...



Pour um tel P, 1l'emsemble des classes d'isomorphisme d'objets de P est
un groupe abéliem, qu'om devrait peut-8tre noter X° (P) ek T[.(P), Dieu
sait. D'autre part, pour tout ‘élément X de P » Aut(X) est un groupe
qu'il faut supposer commutatif si ga ne réuuitb pas des a.utres. axiomes,

et qui alors A isomorphisme canomique pris me déponﬁ que de la classe de

X dans K°(P): o'est ie groupe fomdamental imws en X du groupolde P, lequel
lé' trouve 8twe commutatif domec détermind 39. isomorphisme unique prés imdépex
damment du choix de X dams ume composamte commexe domnée. I y a mieux,
‘tous 1;3 groupes K(X) somt canomiquement isomorphes emtre eux, comme om
voit sn faisant opérer Aut(X) sur un 616ment Y en éorivant Y~ X872
[avec 2E™UHY). Leur valeur comsune 8 applors, Kl(l’). ou mieux, T(,(P).
Avec une ;énéraliaation convenable b. des n-catdgoriu. on aurait de méme
des 7T, 1(P) (en 1'eccuranoe. 86 bormmnt A une catégoric umallc, 11 faut
considérer les 17 3 nupérieurn comme dtant Rimémfy nuls, je pemse). Sams
doute la comnaissamce de T.(P) et r‘l(l'-) re déternind pas P avec ses
atﬁctures 4 équivalence prés, il y a sans doute un imvariamt du type de
Po-tnii:oft qui précisera cette btrlcturo; je n'ai jamais r'ogardé, et peu
importe d'ailleurs pour la oonstmctibn qui n suivre. Partomns en effet
d'une catésorie ¢ _ML‘ C, et pour toute outégor:lo de Picard P,
conuidérona les fomcteurs D ; Ci — ? s OL O déaigno 1a catégorio
déduite de C en ne premant comme rlachoa que las iscmorphismes. On s'intéres
"multipkicatifs”
se aux fomoteurs qui somt Rwkitktfs® , i.e. satisfont D(X) = D(X* )p(x")
lorsque om a um triangle exact X' X X" .X' } plus précisément, pour
tout tridngle exact D comme dessus, on se donne un isamorphiame
"B : D(X)—%D(X')QD(I") » et on impose aux ‘D des conditions de cempati-
bilité comvenables. Ceci posé, il va Yy avoir uan fomcteur “‘* '




maltiplicatif universel
Ds C— ;(0) v :

(univorsgl_étant pris ici au sems: 4 équivalencs prds, adapté au fail que

1'argument P lui-mdme varie dans une aucatééoric et ad)n Onlaura alors
(par défimttion si tuveux)
_ 2(C) =1 (E(€)) , KH(c) =T, (K@) .

Le fometeur D joue le r8le que joue le fomoteur d‘t(x),pouxgé%%$%§%%;i%%:
parfaits sur um espace commutativement ammeléd (364(X) étant un faisceau
imversible sur le m@me esuce annelé). Lorsque C est la catézorie des mmdmX
tnuﬁ;xxt:tt: complexes de modules parfzits sur un ssmneau A, on doit retroun
ver le groupe K;(A) de Whitehead-Bass, limite inductive des G1l(a,A) rendus
abéliens. Béns_oa cas, or a us objet privilégié ﬁ. de C , définiss-nt
_un obfet privilégté  D(s,) de E(C). 51 elors X est ua oouplexe libre de
tﬁpn fini en chaque degré, avec une 5:50 doanée, om traﬁre ur isomorphis
me canoniéue Ilixl D(A-) P(X) , ot sf X' est um autre complexe avec
une telle structure, et uiX X' un quasi-isomorphisme (n®2 reapectant pas
nécessairenent les bases domnées), alcras D(u): D(X) D(X') imduit un
uutnmogghismn de D(A ), d'olt un 4lfment de K;(A), qui msE par défimitio
(Whitehead) est #al 51 et seulement si u est compathkble avec les "types
d*homotovie simple" de X,X' .

Dans le m8me ordre d'idédses, j'ai un petit commemtaire A faire sur

ta @é2inition des Tr,(C), C'ume catégorie sdditive. Enm effet, il me sembl
que ta définition des 2:1(0) est formelle A partir de la seule structure di
2-groupoide (au sems de Gabriel) de la cetégorie des complexes de C, ol
les 1;gllchpa sort 163 homnmorfhiames de complexes, les 2-fl8&ches les

homobopies Butre de telax homomorphismes. Tu devrais dome pouvoir utilise
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tels quels certaine merceaux du tapis Gabriel. D'autre part, ume circoms-
tance qui frappe dams ta définition des homotoples, c'est gue ce soat
également des "homomorphismes modulo bords", Xmx i.e. bien gue tu deviens
plus vrécis ern me te contemnnt pas @’g prendra les homomorphismes
de complexes module bords i.e. modulo homotopie, et que tu raffimes em
tenant compte de la structure de 2-catégorie sous-jacerte % la motion
"modulo homotopie", tu wme raffimes cependant que d 'un cram en’ pouss-nt
d'un cran le "modulo". Pour avoir un formslisme satisfaisant, 11 me senmble
Cé;;;:;;i;:??i: pi;ﬁ;igi;kgu'il faut temir cimpte de la structure de ® -catd
gorie pour les complexes de C , doft les m~fl8ches se définicsmt de fagon
évidente en termes dédhmdomorphismes gradués de degré 55-114. Cgla per -
mettrait peut-8tre d'ebtenir ume définition satisfaisante des K; (qu'il
faudra sams doute plutdt écrire K, ) en s'imspirant du tepis précédemt.

Gabriel m'a envoyé ume lettre d'imvitation A4 transmettre & Roos. Je

n'al pas son adresse i Paris, meis jo pemse le voir mardi prochain.

Bier coréialement




