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Cher Giraud,
Je me demande si tu as des lumidres sur la question des obstructions
infinitésimaux
aux ralbvemen‘bsgm en groupes lisses, qui est traitde de fagon
peu satisfaisante dans SGA 3 II, faute notamment d'y dispeser de langage
des faisceaux et de leur cohomclogzie, Cela nou;"g;lige 3 ne travailler
qu'avec la cohcmologie "de Hochschild" des schémas en groupes, ce quil
signifie pratiquement qu'on trovaille dans la catégorie de tous les
préfaiscesuX.

» ) Soient 5o un schéma, & vn veisinage infinitédimal d'ordre 1, de
gorte que S c,=T.?’(£),. Soient d'sbord X et Y deux schémas sur S, avec Y
lisse pour simplifier, et u : X — YO un Bx:-morphis;me, qu'on se propose
de relever. Travaillons dans le sibke fppf ou fpgc. Alers on construit
canoniguenent un torseur P(uo) sur X, de groupo%":f;/( E%o /So)ﬁg_ s dont
les sections correspondent aux reldvemenis de u, en uu horormorphisne
u: X =Y. Lorsque Yo est munie d'une structure de présciidma en é;roupea
sur So ’ a%:ri le Groupe structural s'interpréte aussi comme 1'image
inverse de-,.f’:I_.j_..g(Yo/So)ﬂi sur X v Lorsque X et Y sont tous dux munis
de astructures de préschémas en groupes et que u. est un hom. de Uroupes,
alors l-‘(uo) eet muni d'une structure d'extension de ﬁo ;par _I;iJ_(YOISo)Dj
= i (sur lequel ﬁo opére de la fagon que tu sais), et‘h-_s/i f est une

0
homonorphisme si et ssulement si £ est multiplicative i.e. un homomor-

section de P(uo) sur:Y;; correspondsnt au prolongement u de u_, u est un

phisme, i.e. un splittage de l'extension de groupes.
L/ Partons maintenant d'un schéma lisse Xo sur 3, . Alors (pour un
ouvert de Zariski variable de X o) les reldvements lisse sur S forment

Q =
une gerbe de lien le Groupe commutatif :% /8 ®oF , et 4 ce titre la cate
o i <
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vide ou )
gorie des relévements globaux lisses X de xo est un " 2-torseur" sous ls

catiégorie " 2-groupe " (ou "ecatégorie de Picard") TOR(G) des G-torseurs;
done si X est un tel reldvement, la catégorie de tous les mmtrms reldve-
ments est canoniquement {en termes ds X) équivalente A la catdgorie
T6R(G). Si d'autre part X, st un @roupe, donc § = _];_xo s o0 L = _I_._:L_._(G)u:
ltxixnnxxnnxx:ihxﬁmnntxﬁux&xﬁnpgaxJalors il résulte de a) et de ce ocui
précéde que la catégorie des reldvemenis Ex de XO en des Groupes lisses
X sur § est vide ou un " 2-torseur " sous la catérorie RmmxRxtéplfy®
EX!B@(XD,;) des extensions de X par L (sur lequel X, opére de la fagon
connue), donc que pour toutE reldvement X de X, &n un groupe lisse sur
8, la catégorie des relivements Tissmz de X en des groupes lisces sur
canoniquement .
8 esq’éﬁﬁ%?EiEHEEZh la catégorie EXTOP(XO,Q).

Tout ceci est de nature purement soritale (bien que cela ne semble
pas avoir ¢ét¢é fait proprement nulle part). Les ehoses sont moins claire
malheursusenent pour ce qui suits

e¢) Le Groupe lisse X, sur S étant donnd, comment explieciter
1l'obsuruction % de relever en un @roupe lisse X sur S? Dans SGA 3, on
décompose le Pb en petits bouts: |

12) On définit une obstruction/éans Hz(Xo,gi Ly ) pour pro¥mmgmr

o e solimetin?)

relever Xo en un schéma lisse sur 3 (sans autre structure), et on
ghoisit un tel reldvement & isomorphisme prés, ce qui intweduit une
indéternination qui se trouve dans chxo.gx p i

22) On essaie de prolonger la multiplicntion u,: X xX — X en
un morphisme (sans autre conditions) wu: XxX —X. A priori, on trouve
une obstruction dans Hl(xo . Lx XX, ) . Si elle est non nulle, on
essale de la rendre nulle en corrigeant le relivement choiaiﬁf par un

élément de H;(xo,gx ). Done la vraie "deuxidme obstruction® se trouve
z
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a et seulement gi
dans Coker (H'(X ,1)-%iM(X xX ,1)) . SiGetite dernidre est nulls,

on peut relever & la fois Xo et u, o, et 1'indétermination dans le

couvr
relbvement(asmf;-ﬁ7;3t plus que dans XmxfH Ker dc:Hl(Xo,g) ; d'autre ®
part, pour X choisi, Xmxra 1l'indétermination de u est dans HD(XOKXO,L).
{(NB Je laisse tomber 1'indice Xo, X;;i:uquand je prends la eohomologie
de ces achémas X coéf7icients dans 1'image inverse de Li»)

38) ¥ étant choisi comme des3us, on cherche A corriger u por un
d1ément de u°(xoxxo.;) de fagon que u s80it une loi de composition associ
ative, i.e. que le défaut d'associativité, qui a priori est #unm un ¢

(&Ho(xoxxoxxo,gj » devienne nulle. On trouve donc une obstruction dans
qh Ooker (Ho(XoxXO,g)—Q;HO{XOxXOxKO,Q)), et conne ¢ est un cocycle de
Hochschild, cette obatruction peut s'interpréter comme un élément de
KZP(XO,Q) » ot 1'indice op désigne la cohomologie de Hochschilds: C'est
le calcul de SGA 3 II. Cet élément n'est vas vraoiment la "troisidme
obstruction" 3 une golution d&u probléme de reldvement, car méme si cet
élément est non nul, on peut encore essayer de le rendre nul en corri-
geant X, comme indiqué exsdtmumumxfdans 22, & l'aide ﬁ'g? élément de
Ker dic.Hl(XO,L). Ronc la vraie troisidme obatruction(é;t dans
Coker { Ker d ~2:4-I2P(X°,L)) "

42) De ce qui précdde résulte que l'existence dfune solution X du
Ph gecr%}évement dquivaut i la nullité des trois obstructions successi-
iyCui Cs

ves (Cue nous venons de décrire.

d) Tout ceci sent la suite mpectrale 4 plein nez. Pour préciser ce
point, considérons la suite spectrale de Hochschild-Serre

H(Byl) &=3B2"? = HRA(X,, HYL) .

N
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o1 gq(g) désigne le préfaisceau 2 +— Hh{mubg®y HY(2Z,L) sur C = Schpﬁ/ﬂo.
Yerprété comme un préfaisceau sur Bg grfice aux opérotions de g, éur
o -
gq(g) provenant des opérations de X sur L, » Le suite spectrale en
de e
question e st la suite apectrnle(‘d"‘un‘i%comrement, saveir de 1l'objet
final de BX par le torseur universel Ex »es I1 peut 8tre plus commode
o

0

dé partir du terme E{’q

?
=P @ _ P
5 = BYX,", L) .

La prenidre idde serait que l'obstruction totale et unique pour prolconge

ge trouve dene HS(Bx yD). I1 faut wodifier ce point de vue un peu, pour
o

que ls discussion précédente corresponde bien & la filtration d'un terme

3

H” par la suite epecirale. On trouve gue tout marcherait bien si on

3

avait un invariant H” qui serait l'sboutissement d4'une suite spectrale
qui serait identique % la préecddente, sauf qu'on y supprime la premidre
colonne, formde des Eg’q . (Il faut faire le dessin §) Or 411 y= = bien
un %el invariant, que j'ai snvie de noterx
H2(B!::oﬂ Bl = 1%(3, mod oD

8'insérant dans une suite exacte infinie
(%) Hi(on) - H"(F}xo)——- Hiiaxomodnxo).—a H""‘lmxo) can
ot j'ai lais=é tomber les gcoéfficients.

De fagoen géndrale, soit f£: B B un morphisme de topos, et soit
L un faisceau abélien sur B. On 2 elors un homomorphisme dans la catégo-
rie dérivée de (Ab)

RI‘I;(_I_:) —-*_R;Iﬁ(_l_'-_) »

dont le c8ne sera noté RII-J/B(Q ou RIEmodB(-I-’-)’ et les groupes de cohomc

HigEwedd L)
logie d'icelui seront les Hi(E/B,QELImﬁ?Wge inverse d'un

faisceau flasque sur B est un faisceau flasque sur E, par exemple si

x.)

f: E—3 est un étalement (par exemple dmns le cas Ey — B
o
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les Hi(B/B,-) sont les foncteurs dérivés groits du foncteur

Ui 25, Mt s (L Goker (H0(B, L)~ H2(By L)) » = foncteur qui

en général n'esi pas exact & droite, mais peu importe. Dans le cas ol

T est induit par un morphisme dans le topos B de but 1l'objet final

Taa AV )

(écrivons Zxux pour 8implifier/T:E—B pour ce morphismne), mkwwset si

f: B — 3 est un épimorphisne, alors pour kaui iSmB%ﬁﬁt &EA%Egiﬁsééc!%g

' ) - - S ey
B, on peut considérer le double complexe O (BoI ).qxirgét isomorphe dars

Dér(ab) 2 I%(I') = RIB(I'), et on a une suite exacte

(as3e) 0= 0P 7(B/3,1%) — C(E/B)1°) L (1) —0
N (44a) i o
Ker w RIL(I") RIG(I3)

et lorsque I° est wune résclution injective d'un L, alors C'*(E/B,I°)

a comne cowplexe simple asscciéd lIﬁfB(g) » et 1la suite exacte de cohonni:
gie associde & la suite exudte précédente n'est autre que ls suite exacte
du type (®) ci-dessus. D'autre part, le bicowplexe ('" donne naissance 2
une suite epeﬁérale ayant comme aboutissement kigyﬁ H*(E/B,L), et dont le
terne intitial,%g; celul de la suite speci rale de Leray pour Ie recouvre-
ment 1% B (asscvcide ¥x2 au bicomplexe C°), & cela prés que 1'on supprin
la preniére colonne de ce dernier terme initial, et ajuste les degréé p

en conséquence (en les diminuant de 1).

52)Avec tout ce qui précéde, il est difficile de doufer qu'on ne puisse
trouver une obstruction totale
£sX(X ) ¢ H(8, mod By » Lie(x,)%D) ,
dont l'annulation scit nécessaire et suffisante pour qu'il existe un

Groupe lisse X sur S relevant X ., Mais conment le ddfinir ?279? Je soume’
la question au spicialiste du :
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d) Regardons de plus prdés le cas des schémas en groupes commutatifl
On constate que si u,: Xo-——a Yo est un homomorphisme de schémas en grou
pes,restrictions de schémas en groupes commtatifs X,Y, alors P(uo) est
une extension gommutative de X par L = L:I,g(Yo)ﬂl. et par suite que pour
un groupe lisse et commutatif X & dorné sur SO, la catégorie de ses
prolongements en des groupes lisses et commutatifs sur S est un 2-tofsen
sous la catégorie des extensions gommutatives de X, par L = Lie(X )®d.
En particulier, l'indétermination pour relever X - ligssenent et commutati
venent est dans Extl(xo._I_a). Ceci suggdre que l'obstruction mr:mfrm &
1 'existence d'un tel reldvement se trouve dans ExtE(XO,LO) . Quand on
traite le probléme "A la main" comme dans c¢) ci-dessus, on trouve en
effet trois obstrﬁctiona successives, qui s'interprétemtient en e fiet
parfaitement en termes d'une suite specirale que je connais aboutissant
a Ext'(xo,_l_.') (du moins jusqu'en degré® 2 ...), trés analogue i celle
envisagée dans c¢). D'ailleurs on a un homomorphisme de ) -foncteurs en P
(et mieux, dans une catégorie dérivée ...)
Bxt"(X,, ¥)— K (S uodBy ,F) |,

pour un Groupe abélien I variable, ik assr.-cig & un homomorphisme des
suites spectrales pertinentes, et il faudrait bien sfr oue 1'obstructior
escomptée dans d) 52) soit l'image de l'obhstruction qu'on désire dans

le Ext(X_,F). Maie comment définir cette dernidve ?

e) PQur teraniner, je signale qu'on dispose, dans les question de
prolonzements infinitédimaux de structures diverses, d 'une vingtgine
de théories, correspondant aux cas divers qu'on a eu & utiliser jusqu'dé
présent. Dans tous ces cas, les résultats ont finalement exactement la

méme gueule. Je suls convaincu que si on cho#$it au hasard une vingtgine
d'autres espdces de structure et qu'on en?f asse aila thiorie du prolonj:-

4
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ment, on trouvera dms encore des énoncés exactement du méme type. I1
s'agit 1h de vérités d'expérience ei concordantes, qu'il semble impossi-
ble ou'il n'y att pas lh-dessous de raisons générales, comme il semble
elair aussi que pour trouver un dén-minateur commun X ces situstions,
id faudra faire un travail tout % fait non trivial. Un yoga intéressant
dans e voﬁ%ﬂcppé par Quillen dJdans "Homotopieal Algebra®,
(Lecture Notes 43,Svringer), conduisant 3 des invariants du genre "comple
xe cotangent relatif" npour A veu »rds n'importe gquel genre (?) de gtruc-
ture algébricue., Comme on anit “o »8le joud par Res complexes cotancents
relatifs en thdorie ‘es déformations de structure, il v a une indication
sérieuse qu'il conviendrait de creuser dansc ette voie.

Cela n'empBche pas,d's2illeurs, dA'essayer de trouver une description
directe aussi simple et naive que possible des obsiructions demandies
dans ¢) et 4) !

Bien cordiaslenment ,,6’ o
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13.6.69
Cher Giraud,
Ceci est un PS A4 ma lettre de tout & l'heure. Tout d'abord, un
erratum p.5 ligne 2: supprimer " H°(B/B,-) =" .

A propos des invariants Hi(S mod ax yL ) (je laisse tomber les
indices o , et % eat un groupe d'un topos quelconque, L un E~ilodule),
note que Hl(S rnod Bx,ﬁ) n'est autre que l'ensemble des clesses d'exten=-
sions de X par L (pour les opérations donnies de X mur L), et que
Ho(Smod BX,L) est lémmitmite des automorphiswes de l'extension triviale
kew encore, eemfinpariexguexis de X par L. La Buite exacte (%) de page
4 a alors une interpriétation géoméirique, pour les degrés < 2, que tu
connais bien. Je me demande si 1'introduction des invariants H (5 mod By
ne devrait pas permettre de simplifier la présentation de tes calculs
d'extensions de groupes. (Il est vrai gque tu t'intdresses surtout aun
cag non commutatif.)

Du point de vue du problome de reldvem:nt exaniné dans c),
attendus
les vésult ta(ﬁﬁ¥_5§;iemant une gueale syupatnique: les Hi{SO mod Bx,gﬂ
8'interprétent successivement, pour i=0,1,2, comme le groupe des >
autcmorpihisnes d'une solution du probléme de reiévement (scus-entendus
autemorphismes de X induisant l'idemtité sur Ro), le groupe des indéter-
minations pour les solutions possibles, enfin le groupe ol se srouve

1'obstruction pour l'ezxistence d'une solution. Que demander de mieux ¢




