COHOMOLOGIE ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE
JEAN-PIERRE SERRE

De nombreux problémes de géométrie algébrique classique peuvent étre
formulés et étudiés de la fagon la plus commode au moyen de la théorie des
faisceaux: c’est ce que montrent clairement les travaux récents de Kodaira-
Spencer (cf. [3], [4], ainsi que d’autres notes publiées en 1953 aux Proc. Nat.
Acad. Sci. USA) et de Hirzebruch [2]. Il était naturel d’essayer d’étendre ces
méthodes a la géométrie algébrique ,,abstraite’, sur un corps de caractéristique
quelconque; dans ce qui suit, je me propose de résumer rapidement les princi-
paux résultats que j’ai obtenus dans cette direction.

1. Propriétés générales des faisceaux algébriques cohérents sur
une variété projective.

Dans toute la suite, le corps de base % sera un corps commutatif, algébri-
quement clos, de caractéristique quelconque. Dans l'espace projectif P, (%), de
Jimension # sur %, nous choisirons une fois pour toutes un systéme de coordon-

nées homogenes ¢, . . ., t,.
Soit X une sous-variété de P,(k), c’est-a-dire 'ensemble des zéros communs
4 une famille de polynémes homogénes en ¢, . . ., ¢,. Une sous-variété de X sera

appelée un sous-ensemble fermé; X se trouve ainsi muni d’'une topologie, la
topologie de Zariski, qui en fait un espace quasi-compact (le théoréme de Borel-
Lebesgue est valable). La notion de fassceau sur X se définit, comme d’ordinaire,
par la donnée d’'une famille de groupes abéliens # ,, x € X, et d'une topologic
sur l'ensemble &, somme des .% ,; la projection canonique = : .%# - X doit
&tre un homéomorphisme local, et 'application (f, g) - f -- g doit étre continue
la ol elle est définie (cf. [6], n°. 1).

Soit & (X) le faisceau des germes de lonctions sur X, 4 valeurs dans 4.
Sixest un point de X, soit S, I'ensemble des fractions rationnelles en £, . . ., ¢,
qui peuvent s’écrire f = P/Q, ot P et Q sont des polyndémes homogénes de
méme degré, et Q(x) % 0; S, n’est autre que I'anneau local de x sur P,(&). L’opé-
ration de restriction & X est un homomorphisme ¢, : S, > & (X), dont nous
désignerons 'image par 0,; 1’anneau @, est ’anneau local de x sur X; lorsque x
parcourt X, les @, forment un sous-faisceau du faisceau & (X), que nous désig-
nerons par @) (ou par 05 lorsque nous voudrons préciser la variété X); le faisceau
O est appelé le faisceau des anneaux locaux de X.
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Un faisceau & sur X est appelé un faisceau algébrigue si c’est un fais ceau
de 0-modules, c’est-a-dire si chaque %, est muni d’une structure de ¢ ,-module
unitaire, variant continiment avec x. Désignons par (7 (p entier = 0) la somme
directe de p faisceaux isomorphes a ; un faisceau algébrique & est dit cokérent
sil’on peut recouvrir X par des ouverts U tels que, au-dessus de chacun d’eux,
il existe une suite exacte de faisceaux:

oo bF 0 (p et g étant des entiers convenables),

ol p et  soient des homomorphismes @-linéaires définis au-dessus de U. Les
faisceaux algébriques cohérents jouissent des mémes propriétés formelles que
les faisceaux analytiques cohérents de la théorie de Cartan-Oka (voir [6],
Chap. I, § 2 et Chap. 1I, §2).

Les groupes de cohomologie H?(X, &) de V'espace X a valeurs dans un fais-
ceau & se définissent par le procédé de Cech. Plus précisément, soit
W = {U,},¢; un recouvrement ouvert de X; une g-cochaine de 1l &, valeurs
dans & est, par définitiofr"ﬁTri'systéme" fi...s,» ot chaqud'f;l..7;- est -une;
sectlon de Z au dessus de U N, U%' on pase
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@, EO( 1)f i
sq—cochames e *11 (q =1, i, ){ a1n51 ‘que 1’operateur d, constituent

un complexe C(ll % dependa,nt du récouvretnent i On def~ fit alors HYX, F)
comme la limite inductive des group%:s de cohomologle dés complexes cu, #).
Les  groupes H'X, 7 ) jouissent des proprletes hab1tue11es des groupes de coho-
molog,ue en partlcuher I:’[7° (X , F ) est canomquement 1somorphe ai groupe
I'x, ) des sectmns de au—dessus de X. A fou’ce su1te exacte de fals(;eaux
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défini au-dessus de U; N U;; comme l'on a 0;(n) 0 0,,(n) = 0,,(n) au-dessus de
U,NU; N U,, on peut définir un faisceau & (n) a partir des & ; par recollement
au moyen des isomorphismes 0,;(#n). Au-dessus de U;, & et & (n) sont isomor-
phes, ce qui montre que & (%) est un faisceau algébrique cohérent. Le théoréme
suivant ([6], n° 66) indique quelles sont les propriétés de & (n) lorsque »
tend vers + oo:

Théoréme 2. Pour n assez grand, on a:

a) HY (X, & (n)) engendre le O, module F (n), quel que soit xe X.

b) HYX, & (n)) = 0 pour tout ¢ > 0.

On peut également étudier H4(X, & (n)) pour » tendant vers — 2. On
obtient ([6], n°. 74):

Théoréme 3. Soit ¢ un entier =0. Pour que H4(X, F (—mn)) soit nul pour
n assez grand, il faut et il suffit que Exty ? (F,, S,) soit nul pour tout x € X.

Dans I'énoncé ci-dessus, & , est considéré comme un S,module, au moyen
de I'homomorphisme ¢, : S, - @, défini plus haut; les Ext sont relatifs a
Ianneau S, (pour leur définition, voir [1]).

2. Le théoréme de dualité.

Nous supposerons 4 partir de maintenant que X est une variété sans stngu-
larités, irréductible, et de dimension m.

Si p est un entier = 0, nous noterons W® ’espace fibré des p-covecteurs
tangents a X; c’est un espace fibré algébrique, a fibre vectorielle, et de base X
(pour la définition de ces espaces, voir [7], ainsi que [5], n°. 4 et [6], n°. 41).
Si V est un espace fibré algébrique a fibre vectorielle quelconque, nous noterons
& (V) le faisceau des germes de sections réguliéres de V; nous désignerons par
V* l'espace fibré dual de V, et par Vv I'espace fibré V* ® W™, Le faisceau
F(W®) n’est autre que le faisceau 2% des germes de formes différentielles de
degré p; le faisceau & (I;') est canoniquement isomorphe & Hom (& (V), 2™).

Lemme. H™(X, 2™) est un espace vectoriel de dimension 1 sur k.

Lorsque X est une courbe (m = 1), ce résultat est une conséquence clas-
sique du théoréme des résidus. A partir de 13, on raisonne par récurrence sur #.
Si C désigne le diviseur découpé sur X par un polyndme homogeéne de degré =,
suffisamment ,,général”’, on définit (cf. [4]) une suite exacte de faisceaux:

0 —>0m - 0m(n) -Qr 1 -0,

ol Q71 désigne le faisceau des germes de formes différentielles de degré m — 1
sur la variété C. Pour # assez grand, le théoréme 2 montre que H4(X, Q™(n)) =0
si g # 0; la suite exacte de cohomologie montre alors que H™(X, Q™) est iso-
morphe & H™1(C, Q7!), d’ou le résultat, compte tenu de ’hypothése de ré-
currence.



Soit maintenant V' un espace fibré algébrique 4 fibre vectorielle, de base X.
Puisque & (I;) est isomorphe & Hom (& (V), £2™), on a un homomorphisme
canonique: .

FV)® LV) >Lm,
cet homomorphisme donne naissance 4 un cup-produit qui est une application
bilinéaire de HY(X, £ (V)) x H™ (X, ,V(V~)) dans H™(X, Q™). D’aprés le
lemme précédent, H™(X, 2™) est une espace vectoriel de dimension 1 sur %;
on obtient donc ainsi une forme bilinéaire sur H4(X, & (V)) x H™~ (X, & (V~)),
définie a la multiplication prés par un scalaire.

Théoréme 4. La forme bilinéaive définie ci-dessus met en dualilé les
espaces vectoriels HY(X, P (V)) et Hm-9(X, L(V)).

Ce théoréme est ’analogue, dans le cas abstrait, du ,,théoréme de dualité”
de [5]. On le démontre par récurrence sur m = dim X; pour m = 1, il résulte
facilement de la dualité entre différentielles et classes de répartitions; le passage
de m — 1 a m se fait au moyen de suites exactes analogues 4 celle utilisée dans
la démonstration du lemme ci-dessus; les théorémes 2 et 3 y jouent un réle
essentiel.

Un cas particulier important est celui olt V est I'espace fibré associé a un
diviseur D de X (cf. [7], ainsi que [5], n°. 16). Dans ce cas, & (V) est isomorphe
au faisceau £ (D) défini de la maniére suivante: un élément de £ (D), est une
fonction rationnelle f sur X, dont le diviseur (f) vérifie I'inégalité (f) = — D

au voisinage de x. On a alors & (V) = £ (K — D), K désignant un diviseur de
la classe canonique de X (cf. [8]), et le théoréme 4 prend la forme suivante:

Corollaire. Les espaces vectoriels HY(X, £ (D)) et H* (X, (K — D))
sont en dualité.

3. Caractéristiques d’Euler-Poincaré et formule de Riemann-Roch.

Si & est un faisceau algébrique cohérent sur X, nous poserons:

a=m

(X, F)= dim, HY(X, F) et 5(X, F)=2 (—1)h(X, F).

a=0

On montre facilement ([6], n°. 80) que % (X, & (n)) est un polyndme en #,
de degré = m. D’aprés le théoréme 2, 4 (X, & (n)) = h°(X, & (n)) pour
assez grand; appliquant ceci au faisceau & = @, on voit que x(X, O(n)) est
égal, pour fout n, A la fonction caractéristique de Hilbert de la variété X (voir
(8], § 10). En particulier, (X, 0) est égal au terme constant de la fonction
caractéristique, d’olu ([6], n°. 80):

Théoréme 5. (X, 0) est égal au genrve arithmétique de X.

(Nous appelons genre arithmétique la quantité notée 1 4 (— 1)™p,(X)
dans [8]).
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A partir de maintenant, nous écrirons x(X) au lieu de y(X, 0).
Si H est une sous-variété de X, sans singularités et de dimension m — 1,
on a une suite exacte de faisceaux:

0 %(—H) >0 04 0.

La suite exacte de cohomologie associée a cette suite exacte de faisceaux
montre que y(X,0) = y(H, Og) + x(X, £ (— H)), autrement dit:

2 H) = 1(X) — 2(X, Z(— H)).

Considérons alors un diviseur D quelconque, et soit y,(D) son genre
arithmétique virtuel ([8], § 11). Si E est une section hyperplane de X, on voit
aisément que y5 (D + #nE) est un polyndéme en #; il en est de méme de y(X) —
21X, &£ (— D — nE)); de plus, la formule ci-dessus montre que ces deux expres-
sions sont égales pour # assez grand. Elles le sont donc pour tout #, ce qui donne:

Théoréme 6. Pour tout diviseur D, on a yx(D) = x(X) — (X, £ (—D)).

En remplacant D par — D, on peut écrire le théoréme précédent sous la
forme:

Formule de Riemann-Roch. y (X, # (D)) = y(X) — yx(— D).
Appliquons cette formule au cas m = 2. On a
WX, (D)) =dim, I'(X, £ (D)) = i(D),

et 12X, £ (D)) = h°(X, ¥ (K— D)) = |(K— D), d’aprés le théoréme de dua-
lité. On obtient donc:

{D) — (X, Z(D)) + UK — D) = z(X) — yx(— D).
On retrouve donc bien [l'inégalité de Riemann-Roch ([8], § 13):
[(D) + UK — D) = 2(X) — xx(— D),

et I'on voit en outre que %'(X, # (D)) n’est pas autre chose que la superabon-
dance de D.

Remarque. D’aprés le théoréme de dualité, on a:
1(X, Z(K — D)) = (— )"x(X, Z(D)).
En particulier, y (X, Z(K)) = (— 1)™¢(X), ce qui, joint au théoréme 6, donne:
1x(— K) ={

Avec les notations de [8], § 13, ceci s’écrit P,(X) = $,(X), conformément
a une conjecture de Severi.

2x(X) si m est impair

0 si m est pair.

4. Questions non résolues.

Nous venons d’étendre au cas abstrait quelques uns des résultats connus
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dans le cas classique. Mais il y en a d’autres dont 1’extension parait plus difficile.
Citons notamment:

a) Soit 4*? = dim, HY(X, 2?). A-t-on A*? = A*?? La dimension de la
variété de Picard de X est-elle égale a 4%0?

(Signalons que le théoréme de dualité entraine 1’égalité de A™? et de
R M),

b) Si V est un espace fibré algébrique, a fibre vectorielle, de base X,
2 (X, L(V)) est-il égal & un polyndme en les classes canoniques de V et de la
structure tangente a X (cf. [2])?

On peut également se demander si les B, = 2 ™7 coincident avec les
D+a=n
,,nombres de Betti’’ qui interviennent dans les conjectures de Weil relatives a

la fonction zéta de X (la variété X étant supposée définie sur un corps fini).1)
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