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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Corps de classes local géométrique relatif. Note (*) de
Carlos E. Contou-Carreére, présentée par Henri Cartan.

Soit A un anneau. Posons :
Z =Spec A [[T]] et U =Spec A[[T]][T ']

On construit un A-schéma en groupes #° et un morphisme @° : Z — #° tels que pour A noethérien, la fléche :
Hom, . (#°, A) = G(%)/G(Z),

induite par composition avec @ est une bijection pour tout A-schéma en groupes G, lisse et sépar€.

F ng A L. ‘ | .
P I e Z=Spec A[[T]] and  %=Spec A[[T]}[T'].

We construct group scheme #° on A and a morphism @° : U — #° such that if A is noetherian the map:
Hom, 4 (#°,G) = G(%)/G (%),

induced by composition with ¢° is a bijection for any smooth and separated group scheme G on A.

0. INTRODUCTION. — Le S-groupe J " de [1] est une extension de de Picg ¢ par un S-groupe
représentable, quotient par G,, d’un S-groupe #° de nature locale autour de T [cf. (1. 3), loc.
cit.]. On étudie ici une propriété universelle de #° si S est affine et noethérien et si T est image

d’une section de X au-dessus de S.

1. PRELIMINAIRES ET ENONCE DU THEOREME. — (a) Soient A un anneau commutatif, B une
A-algebre adique augmentée vers A et isomorphe a A[[T]]; on pose :

I=Ker(B — A) et S =Spec A.

Si U est un générateur de I, soit B*x=B[U '] (B* est indépendante du choix de U).
Pour toute A-algebre A’, soient :

(1.1) Za=Spec A'®B,  Z{},=Spec A'®B/I"t D
A

pour tout neN et %, ,.,=Spec(A’®B)*. On écrit 2’ pour Z',,, etc.
A .

On définit des A-faisceaux f. p.q.c. en groupes :

{f(A’)=Gmtozzm), SOA)=G,(Z (4,

£
o FO(A) =G,y (X1)

On a les décompositions canoniques #°=G, xA%et #2=G,, x A?, ou A’ (resp. A}) est
isomorphe au groupe multiplicatif des séries formelles (resp. séries formelles tronquees a

['ordre n+ 1) de terme constant 1.
Le choix de U permet d’envoyer Z, dans .#; soit ¢ (jacobienne locale de B) le sous A-

faisceau en groupes de .# engendré par Z, et #°; le choix de U donne un isomorphisme

J~¢°x1Z,,on a aussi une suite exacte 0 - ¢#° - ¢ —E> Z, — 0 quine déepend que de 1.
Pour toute section v de Z, on pose #'=¢~ ' (v). Pour tout A-groupe G, soient :
G (&) =Ker(G(Z) = G(9)),
(1.3) F(G)=G(%)/Im G(Z),
F'(G)=G(%)/ImG(Z)".
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On poOsE . I=U®IEB*®BJ T=1®UEB*®B
A A

pu=(0t-T)'ef°B*) et o@y=T.(t—T) "€ f"(B*.

La classe @° (resp. ¢') de @ (resp. @;) dans F (#°) [resp. F" (#)] est indépendante de U;
¢ et @' induisent respectivement par composition des applications :

(1.4) Hom, . (#°, G) o FLO) . «Homit Ol i i

THEOREME (1.5). — Si A est noetherien et si G est un A-schéma en groupes commutatif, lisse
et séparé, p et p* sont des bijections.

2. INJECTIVITE DE p (RESP. p ) POUR A QUELCONQUE. — (a) Soit By, (resp. B, ) la A-algebre
adique des sections globales du complété formel de P, le long de O (resp. o0); on notera #
(resp. #..,) la jacobienne locale de B, (resp. B(..,), Z o,=Spec By, etc., (J ., L)), [rESP.
Jo) Di0y), J, @)] la jacobienne de Po/{ oo } (resp. PA/{ 0 }, PA/{ 0, oo }) (cf. [1]).

(b) Liens entre jacobiennes locales et globales. — # (,, % # (v, s’envoie dans J sur le noyau de
I’augmentation J — Z, (cf. [1]). L’inclusion P,/ {0, oo } < P,/ {0} fournit la suite exacte :

(2.1) Ol o> I DRG0

(universalité de J, cf. [1]). On choisit une fois pour toutes un générateur U de I, = B, induit
par une fonction méromorphe relative R de P, ayant des pdles le long de oo seulement, et on
écrit @° pour ¢, etc. Comme ¢'€_# o, (%,) se prolonge a Py/{ 0, oo |, la propriété

universelle de J donne la suite exacte :
P

2.2) 0 A% T v ani,

LeEMME (2.3). — (a) Si G est un A schéma en groupes commutatif, lisse et séparé, alors les
applications p et p* sont injectives.
(b) Si’énoncé (1.5) est vrai aprés extension fidélement plate de A, A — A’ alors il est vrai

pour A.
Resulte de (2.1) et de (2. 2).

n+2
n+2 H ‘PtJ

LEMME (2.4). — (a) Le morphisme || % > ¢ induit par @), et le produit de ¢ 0 est

fidelement plat.

n+ 2

(b) Si A est intégre (resp. réduit) || % est intégre (resp. réduit).

(2.5) On note P, /{0, 00 } r. P./{0,00 } le morphisme fini et plat donné par R — R" et

0, : : ‘ ot
U o, > U le morphisme induit par restriction. Ona:

“9,, (p0=(___ 1)n+1 (t_Tn)—l
el .
trﬁn (Pl =(_ 1)n+1 (I—T")_l T"

3. PREUVE DE (1.5) s1 A EST UN COrRPS. — On pose A =k. Résulte du dévissage d’un k-
groupe G (cf. [5] et [6]), du fait que Ext' (A, G,)=0 si k est parfait et de la formule :

Rés(F(T)d(t—T)/(t—T)=F(1) (mod G,(#%)").

si F(T)ek[[T]][T1].
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LEMME (3.1). — Si A est un corps et si o€ G (%) il existe un entier n>0 tel que :

trg, a=tr, (@)  [mod G(Z)),

sin',n""Zn et si n', n'’ sont impairs.

4. REDUCTION DE LA PREUVE DE (1.5) AU CAS OU A EST REDUIT.

PropPoSITION (4.1). — Soit A un anneau noéthérien tel que :

(i) Pour tout idéal q égal a son radical les fleches p et p™ de (1.5) obtenues a partir de A /q
sont des bijections.

(ii) Il existe unidéal I = A avec 1> =0 tel que les fleches p et p* de(1.5) obtenues a partir de

A/1 sont des bijections.
Alors les fleches p et p™ de (1.5) obtenues a partir de A sont des bijections.

(a) SiA estlocal on notera k son corps résiduel et si A est intégre K son corps de fractions.
(b) Si A est local complet on note Sch|, — Schf|, le foncteur de complétion formelle au-
dessus de Spec k. Si X est un A-schéma on pose :

X" =Spec A/mY” x X.
A

(c) Si A est local et complet étant donné o€ G (%) on peut construire une factorisation
d=fo? fe Homﬁ_gr(j’“, G), quitte a remplacer o par «.5, ou 8 G(Z) [cf. (4.2)].

5. PREUVEDE(1.5) st A EST UN ANNEAU DE VALUATION DISCRETE COMPLET. — On reprend la
notation de 2 et 'on écrit % pour % o, Z pour Z ,,, etc. Pour tout a.e G (%) de la forme :

a=ho@’, heHom, . (#,G),

k. -
SOl a=hopo®eG(P"/{0, 00 }).

LEMME (5.1). — Si aae G(%) et si gy €G(X (k) alors ae G(Z).
La preuve de (5.1) est une adaptation schematique de celle de [3], page 27.

S1 o€ G (%) les propriétés fonctorielles de try o (cf. [4]), le (3.1) et le (5.1) donnént Ie.;
LEMME (5.2). — Si ae G (%) il existe neN tel que : '

trg a(try, o)~ ' eG(X).
st n’, n"'>n sont impairs. |
LEMME (5.3). — Soit e G () avec o= f o @° [cf. (c) de 4] ot | € Homﬂ_gr(l"[“, G), il existe
neN tel que try a=try o sin’, n'">n sont impairs.

Esquisse de preuve. — Par (5.2), la restriction a " [resp. )] de la section de G au-
dessus de (P'/{0, oo })™ donnée par :

try, (@) (trg, (@™)) ™",

est un eélément de G (Z'") [resp. G (Z'{"),)]. Donc elle est constante. Comme elle se factorise par
(#°)™ on conclut qu’elle est égale a 1.. On en déduit :

iry, a=1try a,

et a fortiori try, a=tr, o.



484 — Série | C. R. Acad. Sc. Paris, t. 292 (2 mars 1981)

= e

LeEMME (5.4). — Avec les hypothéses et les notations de (5.3) :
(a) Le A-morphisme formel :

est « algébrisable ».
(b) |G, est « algébrisable ».

Esquisse de preuve. — Soit n comme dans (5.3) et [>n un entier impair. S1 ve N 1l existe
n(v)eN pair tel que /") se factorise par (FO)YV = (£2,. ) le (5.3) et le (2.5) donnent :
i, O =1t ey &0

donc ({;B, of) ="
(b) Résulte de (a).

(5.5) Etapes de la preuve de (1.5). — (a) Par (5.4) on peut supposer que o€ G (%) vérifie
d=fo@d", feHom,_, (#,G) et Ker foG,,. Ceci entraine que :

TR (P1/{0, 0 1) = G se prolonge a M)

(b) Comme o |% =64, on a que o n’a qu’une « singularité algébrique » le long de 0, 1l en
résulte que la fibre rigide analytique o de o est « algébrisable ». Donc il existe un K-
morphisme :

aK e
Py/{0} > Gy  avec ag|%U=0x.

(c) La théorie globale (cf. [1]) appliquée a a; fournit une factorisation :

o =g o Py, Vg € Homy _ (£ -Gx).

(d) Par une descente f.p.q.c. basée sur (2.4), (a), on conclut a ’existence de
VeHom,_, (#°, G) tel que a=yoq".

6. PREUVE DE (1 .5) DANS LE CAS GENERAL. — Par 4.on peut supposer A réduit ensuite local,
intégre et complet par (2.4), (a). Si A est local, intégre et complet il existe un anneau de
valuation discréte complet V qui domine A (¢f. [2]) et on raméne la preuve de (1.5) au cas 5.

(*) Remise le 5 janvier 1981, acceptée apres révision le 2 février 1981.
[1] C. E. CONTOU-CARRERE, Comptes rendus, 289, série A, 1979, p. 306.
[2] A. GROTHENDIECK et J. A. DIEUDONNE, E.G.A., Springer-Verlag.

13] A. WEIL, Variétés abéliennes, Hermann, Paris.

Université des Sciences et Techniques du Languedoc,
Institut de Mathématiques, place Eugéne-Bataillon, 34060 Montpellier Cedex.




