REDACTION N° 327

COTE : PCR 026

TITRE : Extrait du multiplodoque Grothendieck
§ 4 Anneaux adiques

FONDS PIERRE CARTIER

NOMBRE DE PAGES : 12
NOMBRE DE FEUILLES : 12



EXTRAIT du MULTIPLODOQUE _GROTHENDIECK

§h Anneaux adiques.
1. Anneaux admissibles,

Rappelqns que si A est un anhean topologique, on dit que A est
linéairement topologisé s'il existe un systéme fondamental de voisi-
nages de 0 dans A fomé d'idé#uxn Rappelons aussi que dans un anneau
topologique A (non néceasairemant. séparé) un élément x est dit % ogglog;
guement nilpotent si O est une limite de la suite (:?‘)n P

Définition 1. - Dans un anneau linéairement tgglog;sé A, on ait.
qu'un idéal J J est un idéal de_définition si J est ouvert et si pour

tout volsinage V de O , il existe un entier n > 0 ;_g;_gu_ggnc V (ce
qu'on exprime, par abus de langage, en disant que la auite (-Jn) tend
vers 0). On dii qu'un enneau linéairemeht topologisé A est préadmissible
8'il existe dans A un idéal de définition ; on dit que A est admissible
S!41 est préadmissible, et si en outre il est séparé et complet.

Lemme 1, - Soit A un_annesu linéairement topologisé.
(1) Pour gue x € A soit topologiquement nilpotent, il faut et il suffit
que pour tout 1désl ouvert J de A, L'image canonique de x dans AfJ soit

nilpotente. L'ensémbla T des é1éments topologiquement nilpotents 'de A
est un idéal.

(11) Supposons en outre A préadmissible, et solt J un idéal de défini-
tion de A. Pour que x€ A solt topologiguement nilpotent, il faut et i1
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suffit oue son image canonique dans AfJ Soit nilpotente ; 1'idéal T
est 1'image réciproque de la racine de O (ou nilradical) dans M3 .

(1)  découle aussitdt des définitions. Pour prouver (ii), il suffit
de remarquer que pourtoutvoid.nage Vde 0 dans A, 11 existe n 2 0
tel que J"C,V ad.xE_Aeattal quexméJ onaxmév donc x
est tcpologiquemsnt nnpot.ent., |

_ msition l, = Soient A un anneau préadmissible, J un idéal de
définition de A . S |

(1) Pour qu'un idéal ouvert J'de A soit un idéal de définition, i1
faut et i1 suffit qu'il existe un entier n 2 O tel que J'" C J.

(11) Pour gg'un xé A soit contenu dans un __idéal de définition 11

faut et il suffit qulil soit topologi.quement nilpotent.

(1) s J'"CJ, pour tout volsinage ouvert V de O dans A , 11 existe
mtel que JnCV d'od "™V,

(i:l) La condition est évidement nécessaire 4 alle est suffisante, car
al elle est remlie, J' = J + Ax est un idéal de définition car il est
ouverbetsixéJ, on a J' CJd o

-

Corollaire 1. - Les notations et hypothéses étant celles de la

prop. 1 les propriétés suivantes d'un idéal J* de A sont &quivalentes

a) _{' est le gua grand 1déal de définition de A.

b) J' est un idéal de définition maximal.

c) J' est un idéal de définition tel que A/J' soit réduit
(i.e. n'a pas d'élément nilpotent). ’
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Pour qu'il exisbe un idéal J' ayant ces propriétés, il faut et i1
suffit que le milradical de  A/J soit nilpobent ; J' est alors &gal &

l'idég T des éléments topologiquement nilpotents de A .

I1 est clair que a) implique b) » et b) implique o) en vertu de la
prop 1 (ii) ; pour la méme raiaon, compte tenu du lemme 1 (ii), 1a prop
1 (i1) mntre ‘que ¢c) entratne a). La dernire assertion résulte de la R
prop. 1 (1) et du lamne 1 (1),

Lorsque g/.r nilradical de Af3, est nilpotent, on note A -

l'a.nneau quotient (réduit) A/ '1' »

_ Corollaire 2. ~ 81 1'anneau préadmissible A est tel gue pour un
idéal de définition g » les puissances gf‘ (n >/0) forment un systdme -

fondamental de voisinages de O , 1l en est de m8me des pulssances. g,n

de tout idéal de définition de A .

D.étir&___tion . - OMM&M A est préadigue
8'i) existe un idéal de définitio 'J de A w Jn forment un gys-»
- t8we fondamental de voisinages de O dans A . On a appelle anneau adi_que un

adique sé et_complet.
Sd. J est un idéal de définition d'un anneau oréa.dique (reSp. ‘edique)
A, on qit encore que A est un anneau J-préadique (resp. J-g_g_i_gg) et
‘que sa topologie est la topologie J—g_é____q_u_g (resp. J-adiqus). Phls !"- '
généralement, si M est un A-module, la topologie sur M ayant pour sya-- _
tame fondamental de voisinages de O lesSus-modules J“n est dite topo-
logie J-»m g; (reap. J-_gd__:l_.g\_t_). En vertu du cor. 2 de la prop. 1, .
ces topnlogies sont indépendantes de l'idéal de définitien J coned.déré. :

l_’ggggaition 2. - Solent A un annean admissible, J un 1déal de dé-
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finition de A . Alors J est contenu dans le radical de A
On sait ( ) que cet énoncé est équivalent & un quelconque
des corollaires suivants.

Gorolla:l-re‘l. --Pour our tout x€ J s 1 + x est _inversible dans A.

Corollaire 2. - Pour que £& A soit inversible dans A, Q ;mt et. 11
suffit que son image canonigg dans A/J solt inversible dans A /J.

, orollaire 3. - Pour tout A-modulo Md __g__i;.m_g.g} ;g g;ati.on
M= M (fquival ante ) A M@ ,AfJ=0) entratneM=0

Corollaire 4. - Soit us M"‘> N un hwg_ph_; e A-modules, N

étant. de tm ¢ pour gue u soit surjectif, i1 faut et 11 sufri
que u@1: M@, A/J—> N@A/J le soit.
Pour démontrer la prop. 2, il suffit donc de prouver son cor. 1 ;
or comme A est séparé et cn%etot que la suite (g_n) tend vers 0 , il

est immédiat _qué la série =L est convergente da.ne A, et si.y

n=0
est sa som,"on a y(l +x) =1, dtow le cor. 1l.

2° ;A_nneaux mdiﬂes et lim:ltea ng;_ectivaa.

'l‘oute limite projective d'anneaux discrets est évidemment un an-
neau linéairement topologisé, séparé et complet. Inversement, sait Aun
anneau linéairement topologisé, et soit (I A) un systime fondamental
filtrant (pour D )} de voisinages ouverts de O dans A formée d'idéaux._
Les applications canoniques 'Z $ A——d A/ Ix définissent alors
une représentation continue ¢ s A—> Un A/_I. s si A est dpuré,

¢ est un isomorphisme topologique de A sur le sous-anneaun parbout dgnﬂ_o _
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o(A) de EA/I ; 81 en outre A est complet, ¢ est un 1somorph1unj-.
topologique de A sur 1in A/I |

‘Lems 2. - Pour gu'un umt ‘ 86 soit admis-
sible, i1 faut et 11 suffit qu'dl mt isomorphe & une limte projective
A=(QnA, , of (A, uh,)zmMMMg__
crets ayant pour ensemble d'indices un ensemble ordonné filtrant L
(pour € ) agmettant m plus at_;t 6lément noté O, et satisfaisant aux
| oniiticna su:lM -

| a) les ua A-—-;AA sont surjectifs

b) le noyau de u, : A—3 A -est nilpotent.,
Compte tenu des remarques qui précédent, cola exprime la déf, 1

(en rompla.qant les IA par 47} I)‘ - ol J est un 1déal de définition, et

prenant J=1 ).
| Soient A un anneau topologique admissible, J un :ldéal de défini.t.ion_
de A ; on peut consddérer sur A la topologie d'amaau ayant pour. syetém. ,
fondamental, de voisinagea de 0 les puissances J" (n > 0) nous l'appel- :
lerons encore topologie J-M L'hypoth&ae qQue A est admisaible ;.'
entriine que n Jn = (0) , done la topologie J-M sur A est
séparée ; soit A = 2:_:1_ A/ P le complété de A pour ia topologie J-préa-' |
dique, et désignons par u l'homcmrphiane d'anneaux (non néceseairement
continu) A....,A défini par les homomorphisme u, s A-—-,A/J“ |
D'autre part, la topologie J-préadique sur A est plus fine que la topolo-
| gie donnée sur A ; comme A est séparé et complet pour cette dm:lére, ,op‘_
peut prolonger pa‘x" continuité 1'application identique de A (mni de la. |
topologie J-préadiqus) dans A (mini de la topslogie donnée) ; cela donne
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par suite une représentation continue v : Ae=D>A .

 Proposition 3. .-ah.s__m_em&sw& les
Wuﬂﬂﬁwvﬂékm__i___t& s et

de ree

1) résulte en effet des définitions qus vOu est 1'application 1den-

tique de A ; d'autre part, W OV : ;-——pA/g" est le prolongement par
continuité (pour la topologie J-adique) de 1'application canonique - .
L A—yhlg" » autrement dit c'est l'application canonique de .
n AJ 5 sur Af® ; uov est la limtte projective ds cette suite

.A.

d'hanomox‘phims,. et par suite est 1l'application identique de ll' :
| Corollaire 1. - Sous les hypothdses de la prop. 3, les condi onditions

suivantes sont ga_n_i_vnonte

(1)  L'homomorphisme u est continm ;

(14)  L'homomorohieme v est bicontinu ;

(111) A st un annean adigue.

Corollaire 2, - Soient A un_annean tgm}_ggmg admissible, J un
4déel de définition ds A. Pour gue A golt nosthérien, il faut et 11 suf-
£it que AJS solt nosthérien et gue J[J° soit un (A}d)-medule de tyve
&‘—1_'. | |

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Inversement supposons-le
vemplies ; coms A est complet pour la topologle J-préadique en vertu de
1la prop. 3, pour qu'il soit noethérien, il faut et il suffit que llan- .
nean gradué associé gradi(A) le soit ( Jo OF oL & ,eee,8y So0L
des éléments de J dont les classes sont des générateurs de J / _{2 en tant
qQue A/,l-mdulo, il est immédiat par récurrence que les classes xmv:l.:[u +1
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des mondmes de degré m en les 8y forment un systéms de générateura du
(A}J)-module Jm/Jm 1 o Autrement dit, grad(A) est un snneau isomor-
phe & un quotient de (A,J ) [ pe— ,T] (T indéterminées), ce. qu:l. ach&vo
la démonstrations '

- Proposition bo - Soit (Ai’“ij) un_systéme p_x_-ojeetif d!anneaux

discrets (i é,N), et pgur tout i, soit J J; le noyau dans Ay de 1'homo-

morphdi us s Ai->A » On_suppose que : o

a)mi(,j, "‘13 est surjectif etmnozauestJ;' 2

(done A’_ est :lsomrphe A , / i L, H

b); J]szastunmduledetypeﬁnisurAllJl-A s
Soit A= P_sg Ay » et pour tout n , soient u 1'homomomhim cano-
nique A—3A , J(‘"

(1) A est_un anneau adique ayant pour idéal de dérinitigg J= J(°)
(11) onag() £n+1 pour tout n > 0 ;

C_ A son noyau. Dans ces conditions s

(111) g_/gz est_isomorphe &._I_l/gj = Jy , et est par sulte un module
de type find sur A, = A/J

I est clair que A est par définition un anneau linéairement topo-

logisé, et comme l'hypothdse a) entraine que Qg *l . (0), Aest un
anneat  admissible (lem 2) par définition, les 'J(n) forment un
systéme fondamontal de voisinages de O dans A, et (11) entrainera done

&
1). En outre, les hypothéaea entrainent que J:l. - Ji + 1/-"1 + i H

d'ou on tire aisément que tout xlé :[1 est 1'image d'un élément de J ,
et par suite (i1) entrafnera (iii). On est ainsi ramené a prouver (ii).
Par définition, g(“’ est formé des éléments (xk)k)o de A tels que
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x = O pour k é n, donc _{(“)_{(m)c_{(n * m)\: les_g(n) constituent donec
une filtration de A. D'autre part, J(n)/ .d J(n +1) l_est isomorphe a la
projection de J(p)v sur A, 1 donc (en vertu du fait d que wy 4 8
pour noyau Ji +1 et que ui,i-l-l(-'-!i-l-l Ji) 2 Jgg_‘ » qui est un module.

sur A J-n+1 Soient alora a. = (a )k > o T éléments de J J(°)

tel que all""’arl forment un systémes de g-nérateurs de Jl sur A

nous allons vod.r que l'ensemble S des monbmes de degré total nt+l en les

ay » engendre l‘idéa]. J( n) de A, Il est clalr tout d'abord (puisque ,

Jiﬂ‘ = (0)) que S C J(n) ; comme A est complet pour la filtration

(J(m)) , 11 suffit de montrer que l‘ensemble § des clasces modeJ (n+1)

des éléments de Sy engendre le module gradué grad(J (n)) sur 1'anneau
gradué grad(A) (pour cette filtration) ( ) ; en vertu dé
la défini.tion de la nmltiplica.tion dans grad(A), i1 suffira de prouver |
- que pour tout m, S est un systéme de générateurs du A -module

(m) / J(nrﬂ.)

» Ou encore que J_z est engendré par les mondmes de degré m

en les ajm (1( J( r). Pour cela, 11 reste & prouver que '!-m est (en '

tant aue Am-module) engendré par les mondmes de degré S m par rapport
aux aJ s raisbhnons par récurrence sur m, et soit g& le sous-
Am-module de J engendré par ces mondmes ; la relation J = J lJm

et l'hypqthés,e de récurrence prouvent que J = It g ’ d'ou, puisque

Il = 0, on tire I = 31", et finalement J = J} e
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Corollaire 1. -Sou s les conditions de la prop. 4, gg_\_x_; que A soit
noethérien, il faut et il suffit que A le soit. '
Cela résulte en effet du cor. 2 de la prop. 3.

Qgrollaire 2. - Supposons_vérifides les gmthéaes de la mg_g L 5
pour tout i , g_g_l(innAi ule de type ,wiéj,mt
TR M ->l(i un_di~homomorph sme tel que (Mi"ij) soit un M .
- projectif. Sumsons en outre gue via soit surjectif et gt_x son ngm'_ ;
soitJilu . Mlors M = Ln M, est w A-module do type fint.

Soienf ”h (’hk)k %0 un systéme de & élémenta de M tels _que 1”.

h fdrmnt-un systéme de générateurs de M ; on va mntrer que lea ’h .

engendrent le A-module Mo Le A-module M est séparé et complet. pour la
filtration des J(“’M 3™, et les hypothdses entratnent qus . .- - .
J"‘H/Jnﬂﬂ est isomopphe a JnH on est ramené A mrmtrar que 1es |
classes mod. J de zh engendrent le module gradué grad(x) sur l'anneau
gradué grad(A) 3 t.out revient de nouveau h voir que les %n engendrem la
A -mndule M e On raisonne de nouveau par récurrence surn ; la relation
Mn- " /J‘nM!1 et l'hypothése de récurrence mntrent que si “h est. le
'aous-modtﬂ.e de H engendré par les zhn s on a.Mn Mn J"’Mn ’ et coma

' J est nilpotent, cela entraine’ Mn =M
1) Si A 'e;rt un anneau adique ayant un idéal de définition J tel que -
J/3% eoit un (A3)-module de type fini , il est clair que les & = AIJ1
vériﬁ.ent les conditions de la prop. 4 ; leur limite projective étant Ay
on voit que la prop. L donne le description de tous les anneaux.a..c-i:l._ques; '
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du type considéré (et en particulier de tous les anneaux adiques
noethériens). |

2) Soit A un anneau adique noethérien, J un 1déal de définition
de A, de sorte que J/J2 est un (A /J)-module de type fini ; tout
A-module M de type fini est alors séparé ‘et complet pour la topologie
J~adique (53, n- 5, cor. 4 du lemme 2) sy = M/J"H onaalora
M= 1im Mi et les M vériﬁ.ont ].es conditions du cor. 2 de la prop. lu -

Exemple. - Soient B un anneau, I un idéa.l de B tel aue I/I" soit .
~module de type fini sur B/I (ou sur B, ce qui revient au mama)

sons A -%i_m B / In'"l .;. A est le complété de 1'anneau séparé asaoo:l.é a

B muni de la topologie I-préadique. A =3/1",n st :I.médiat'
que les An vérifient les canditions dQ la pm;op. 4 : on voit dcnc que

A est un anneau a.diqm, et si J est 1'adhérence, _dms A, de l'mage

~ canonique de I , J est un idéel de définition de A et J / Jz eab 180- "
morphe & .'IZ/I2 en tant que (A/J)-nmodule. De mema, el N est un B-module'.-_

de type fini, et.aionposel{ -N/I 1u M= priy ost un A-module
de type fini, i_somorphg au complété du module séparé associé a N _(pour
la topologie ;—préadicme).

3. Anneaux de_séries formelles ses restreinte 8, convergentes ...

Soiant A un anneau topolog:lque linéairement topologisé, séparé
et complet ; - solt (¢4 A ) un syatéms fondamental filtrant de voisina.ges
ouverts de O dans A formé d'idéaux, de sorte que A s'identifie canon- L
niquement & }in A/I - Pour tout A , soit B) = (A/IA)[rl....,rJ
ot les T:l sont des indétermindes ; il est clair que les B A forment uvn
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systdme projectif dfanneaux discrets. Nous poserons A{Tl,... ,'l‘r}-
ki;m BX , et nous allons voir que cet anneau topologique est indépen-'
dant du systéme fondamental d'idéaux (1 A) considéré. De fa.qon précise,
soit A' le sous-anneau de l'anneau des séries formelles

A[[ goos,T -D formé des séries formelles ey ¢

{‘, ey ™ ( -0(1,.",0( )13 N ) telles que lim Cog ™ 0 (suive.nt le
filtre des complémntairea des parties finies de N ) pour tout voisi-
nage V de 0 dans A; soit V' l'ensemble des x = §‘°°( T“ tels que. - _
cc(e v poui' tout & . On véfifie aussitdt que les V' forment | un sys-
téme fondamental de. voiainages de 0 déf:l.niesant sur A' une topologie _ =

_d'anneau.séparée ; nous allons définir un 1somorpl~1‘m topologique

canonique de A{ ,...,T } sur Af, Pour touto(é N rot tout. 7\, soit
vAp( 1'application de (AIIA)[ ,...,T} dans AIIA qui, a tout
polynéme du pramier anneau, fait correspondre le coefficient de T°‘

dans ce polyndme. Il est clair que les tpA o fomsnt un syst.éme pro-
Jectif d'homomorphismes d'anneaux, dont la limite projective.
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