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TOPOLOGIE. — Classification topologique des plongements des 1-complexes
compacts dans les surfaces. Note (*) de M. Yves Ladegaillerie, présentée par
M. Henri Cartan.

On établit 1’équivalence de la catégorie isotopique des voisinages tubulaires orientés des
1-complexes avec la catégorie des 1-complexes circularisés. On établit ensuite 1’équivalence de la
catégorie isotopique des voisinages tubulaires quelconques des 1-complexes avec la catégorie des
1-complexes munis d'un automorphisme involutif sans point fixe et d’une circularisation
antisymétrique. Enfin on caractérise les plongements dans des surfaces orientées de genre minimal.

7. VOISINAGES TUBULAIRES DES 1-COMPLEXES. — La terminologie et les notations sont
celles de (). Dans la suite K désigne un l1-complexe topologique compact.

7.1. THEOREME. — Soit i un plongement de K connexe dans une surface a bord compacte
orientée X, soit A un anneau non réduit a 0. Il y a équivalence entre :

(a) i est une équivalence d’homotopie;

(b) i est équivalent @ un plongement standard i, [cf. ('), 3.3];

(c) x & S?, my (i) et n; (i) sont des isomorphismes;

(d) X 4 S?, X connexe et H, (i) est un isomorphisme de H, (K; A) sur H; (X; A);

(e) X ¢ S% X connexe et H' (i) est un isomorphisme de H' (K; A) sur H' (X; A).

On dira alors que (X, i) est un voisinage tubulaire orienté de K.

7.2. Plus généralement on appelle voisinage tubulaire d’un l-complexe K tout couple
(X, i) ol i est un plongement de K dans la surface compacte 4 bord X et i est une équiva-
lence d’homotopie. Ce sont les objets de la catégorie isotopigque des voisinages tubulaires
notée TUB, un morphisme entre les voisinages tubulaires (X, i) et (X', i’) de K et K’ étant
une classe d’isotopie d’homéomorphismes 4 de X sur X’ tel que 4 (i (K)) = i’ (K').

7.3. La catégorie isotopique des voisinages tubulaires orientés est la catégorie TUBO
dont les objets sont les voisinages tubulaires orientés de 1-complexes et dont les morphismes
sont les morphismes de voisinages tubulaires qui respectent I’orientation.

8. LA CATEGORIE ISOTOPIQUE DES 1-COMPLEXES CIRCULARISES.

8.1. C’estla catégorie K w; dont les objets sont les couples (K, ®) ou K est un I-complexe
quelconque et o une circulation de K. Un morphisme de (K, o) dans (K’, ®’) est une classe
d’isotopie d’homéomorphismes de K dans K’ qui respecte la circulation.

8.2. On a un foncteur T de K o, dans TUBO qui a (K, o) associe le voisinage tubulaire
standard T (K, o) (*) et qui a un morphisme % : (K, ®) — (K’, ') associe le morphisme T (%)
de voisinages tubulaires classe de I’homéomorphisme H : T (K, ®) - T (K’, »') défini
a partir des homéomorphismes H, : @xI — h (a)x I (a étant un arc de K) qui a (x,7)
associe (h (x), t).

8.3. THEOREME. — T est une équivalence entre les catégories K o; et TUBO.

9. LA CATEGORIE ISOTOPIQUE DES Z,-VOISINAGES TUBULAIRES ORIENTES,

9.1. C’est la catégorie TUBO dont les objets sont les couples (T, 8) ot T est un objet
de TUBO et 6 un homéomorphisme de voisinage tubulaire de T sur T, involutif, sans
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point fixe et qui inverse I’orientation. Un morphisme entre (T, 8) et (T, 8") est une classe
d’isotopie 7 d’homéomorphisme 4 de voisinages tubulaires de T sur T” tel que 70 = 0’ A.

9.2. On définit un foncteur Q@ de TUBO dans TUB qui & un objet (T, 8) de TUBO
associe le voisinage tubulaire quotient de T par 8 et qui & un morphisme associe le mor-
phisme quotient.

—

9.3. PROPOSITION. — Q est une équivalence entre les catégories TUBO et TUB.
10. LA CATEGORIE ISOTOPIQUE DES Z,-1-COMPLEXES CIRCULARISES.

10.1. C’est la catégorie K o, dont les objets sont les triplés (K, @, 8) ot (K, ®) est un
objet de K o, et O un homéomorphisme involutif sans point fixe de K qui inverse la circu-
larisation (on dira que @ est antisymétrique). Un morphisme entre (K, &, 0) et (K/, &', ")
est une classe d’isotopie # d’homéomorphisme # de K sur K’ qui respecte les circulari-
sations et tel que 76 = 0’ A.

10.2. Le foncteur T induit un foncteur T de K o, dans TUBO.

—

THEOREME. — T est ume équivalence de catégories entre K w; et TUBO.
COROLLAIRE. — Les catégories R o, et TUB sont équivalentes.

11. LA CATEGORIE ISOTOPIQUE DES 1-COMPLEXES COCIRCULARISES.

11.1. Une cochaine sur K est une application y de A (arcs de K) dans Z, (i. e. Z/2 Z)
telle que yo = y [voir (*)]. Si ® et @’ sont deux circularisations de X telles que pour tout
sommet s de degré = 3 (le degré ds de s est le nombre d’arcs issus de §5) O, et @, soient
égaux ou inverses 1'un de I'autre (ce qu’on notera | o, | = | @.[), on désigne par wl/o,
leur « rapport » qui vaut 1 dans le premier cas, —1 dans le second. Si on note ¢ I’isomor-
phisme du groupe multiplicatif { —1, 1} dans Z,, on définit un « cobord » Y,,,, appli-
cation définie sur I’ensemble des arcs qui n’ont pas d’extrémités de degré 1, qui & un arc
d’extrémités s, et s, associe ¢ (o, /0, )—0 (0, /o), et qui & une boucle isolée associe 0.

11.2. K étant donné, on définit une relation d’équivalence sur les couples (y, ®) ou y
est une cochaine, ® une circularisation par (y, ®) ~ (y’, ®’) <> pour tout sommet s de K

tel que ds = 3 on a | ;| = | 0] et %y, = ¥'—7 (sur le domaine ol ¥,,,, est défini). Une
classe 1 de couples (y, ®) sera appelée cocircularisation de K.

11.3. LA CATEGORIE ISOTOPIQUE DES 1-COMPLEXES COCIRCULARISES est la catégorie K 1
dont les objets sont les couples (K, n) ott m est une cocircularisation du 1-complexe K.
Un morphisme de (K, n) dans (K, 1) est la donnée d’une classe d’isotopie d’homéo-
morphisme de K dans K’ qui respecte les cocircularisations et, pour chaque point isolé,
chaque arc isolé, chaque boucle isolée b telle que v (b) = 0, la donnée d’un signe +1
ou —1 (intuitivement, le signe indique si I’extension du morphisme au voisinage tubulaire
conserve ou inverse 1’orientation).

11.4. THEOREME. — Les catégories K. n, et TUB sont équivalentes.

[On définit un foncteur de K n; dans TUB qui & (K, 1) associe un « voisinage tubulaire
standard » T (K, 1) et un foncteur quasi-inverse du précédent qui 4 un voisinage tubulaire
de K associe le couple (K, 1) ol n est la « cocircularisation induite » sur K.]

11.5. TERMINOLOGIE. — Un circuit de K est un ensemble non vide d’arcs ordonné
circulairement, ’extrémité d’un arc coincidant avec ’origine du suivant. Une boucle
est le couple formé par un circuit et son inverse. Si (K, 1) est un l-complexe cocircularisé
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et (y, ®) un élément de n, les n-boucles de K sont d’une part les boucles dont on obtient
un circuit représentatif par la loi qui étant donné un arc a et i e Z, leur associe ’arc
(=1Y o, (—a) et je Z,, ol s est 'extrémité de a et j = i+ 7y (a), et d’autre part les circuits
réduits & un arc boucle isolé b telle que y (b) = 0. Cette définition ne dépend pas du repré-
sentant (y, ®) choisi. On note C (K, n) ’ensemble des n-boucles et on a une bijection
canonique Y entre C(K,n) et m, dT (K, n).

12. CLASSIFICATION DES PLONGEMENTS.

12.1. DEfNITION. — Deux plongements f; et f, de K dans V,; et V, (deux surfaces
compactes) sont équivalents s’il existe un homéomorphisme A4 de V; sur V, tel que
hofy =/

12.2. Soit un plongement f de K dans la surface compacte V tel que m, (f) soit surjectif.
11 lui est associé un premier invariant (& équivalence prés) la cocircularisation 1, induite
sur K par un voisinage tubulaire T quelconque de f(K) dans V.

12.3. Soit alors £ = V\int T; X est une surface & bord §Z = dT. On obtient une partition
de m, 6% en rangeant dans une méme classe E; les composantes de X contenues dans une
méme composante Z; de Z. Ceci induit une partition de C (K, n,) qui permet de construire
un second invariant du plongement. A la classe E; est associé un entier +1 ou —1 selon
que X, est, ou non, orientable et un autre entier : le genre de Z;. Tous ces invariants per-
mettent la classification (un peu technique) des plongements compte tenu des « symétries »
du voisinage tubulaire, du fait que si Z; est orientable, tout homéomorphisme de 9Z; ne
se prolonge pas forcément a Z; et que, par contre :

12.4. ProposITION. — Si W est une surface non orientable compacte @ bord W et h
un homéomorphisme de 0W, alors h s’étend en un homéomorphisme de W',

13. PLONGEMENTS MINIMAUX.

13.1. Avec les notations de 12 ci-dessus, si 3, désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré
on a y (V) =xK)+x .

13.2. Un plongement f de K dans une surface orientable connexe compacte V est

minimal si pour tout plongement dans une autre surface V' le genre de V' est supérieur
ou égal 4 celui de V. Le genre de XK est alors, par définition, celui de V.

13.3. On note Q (K) = sup Card C (K, ®) [¢f. (')], cest un entier positif attaché

aK etoon a':

ProrosiTioN. — Si K est connexe son genre est 1—(1/2) (x (K)+Q (K)).
Cela conduit a I’algorithme d’Edmonds (?).

13.4. Si K a pour composantes connexes K;, K,,.., K, le genre de K est la somme
des genres de K, K,, ..., K,. On retrouve un résultat connu (*); de plus :

13.5. THEOREME. — Avec les notations précédentes (13.4) les plongements minimaux
de X sont ceux obtenus de la facon suivante : soient f; (i = 1, ..., p) des plongements mini-
maux des K, dans des surfaces compactes V,, et soit I une structure d’arbre sur I’ensemble
des V;, on forme une surface V en « reliant par un cylindre » tout couple (V;, V;) tel que V;
soit lié a V; dans T.

(*) Séance du 5 juin 1974,
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i LADEGAILLERIE, Comptes rendus, 278, série A, 1974, p. 1401,

C)eX:
(®) 1. R. EpMOND, Not. Amer. Math. Soc., 7, 1960, p. 646.
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