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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — La jacobienne généralisée d’une courbe relative;
construction et propriété universelle de factorisation. Note (*) de Carslos E. Contou-Carrére,
preésentée par Henri Cartan.
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Soit X = S une courbe propre sur une base S. Si T < X est un diviseur relatif tel que X=X —T soit lisse sur S, on

. s . . s ) o .
donne la construction d’un S-schéma en groupes « pro-lisse » J,, et d’un morphisme X — J, tel que pour tout

. v . ep s . -
morphisme X — G dans un S-schéma en groupes lisse et commutatif il existe un et un seul S-homomorphisme
¥ : T, - G avec Yyoo=1. [i.e. Homg_g(J5,, G) X G(X).

o I 5 g F 9
Let XS be a relative proper curve over S. And T X a relative divisor such that X=X—-T be smooth
. . ® . . .
over S. The construction of an S-group-scheme J,, and a morphism X —J, is given, the couple (J,, ©)

" .
verifies the following universal property: any S-morphism X — G, G a smooth S-group scheme, factors uniquely

as yo@=1, Vv : I, — G a group homomorphism.

0. NOTATIONS ET HYPOTHESES. — (a) Soit X A S un S-schéma plat de présentation finie a
fibres géométriques intégres de dimension 1, localement projectif sur S, donc propre. Soit T
un sous-schéma fermé de X, plat sur S, tel que Fr1x (idéal de définition de T dans X) soit
inversible et tel que X=X ~T soit lisse (lorsque T — S est surjectif, X est projectif sur S).

(b) Bien que l’on entende prouver le théoréme pour un S-schéma en groupes lisse
commutatif les dévissages nécessaires ameénent & considérer des S-faisceaux en groupes
f.p.p.f. plus généraux.

Soit G un S-faisceau f.p.p.f. en groupes commutatifs (cf. [6], vol. 1), localement de
présentation finie (1. p.1) (cf. [4]), séparé, formellement lisse (f.1.) (¢f. [6], vol. 1I) et a fibres

2
représentables. On suppose aussi que chaque fois que I’on a deux immersions S, & Sy,
Iz

Sy & S, d’ordre 1 (i.e. les idéaux de définition respectifs étant de carré nul) dans Sch |S, S1 i,
admet une section S, » Sy on a

(0.1) G(SJ_[ S.) =3 G(Sy) x G(Sy).

G{8)

1. CONSTRUCTION DU SYSTEME PROJECTIF DE S-GROUPES { J,, } . o ET ENONCE DU THEOREME.
. s . . . s e o - B +1
Soit T™ le n-iéme voisinage infinitésimal de Tdans X,i.e. T® =V (.4 (" ). Le S-schéma T

étant plat et de présentation finie, la somme amalgamée X @ =X] [ S existe dans Sch | et
T

commute aux changements de base (cf. [1]). On note f® : X® — S le morphisme naturel

donnée par ( f, ids) et €™ : S — X® [a S-section naturelle. On a une suite de morphismes de

S-schémas

(1.1) - RoXD 5 XKW, Xe+D 5
soit :
(1.2) Y, =Picgais=R" f{(Gmg )

le S-foncteur de Picard relatif de X® sur S (¢f. [5]). On a la suite exacte

1.3) 0 - p (G

mT(")) Im GmS - ];_)j._c'ﬂ(u)|s _')‘Pigls -—r 0,
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ce qui entraine en vertu de [5] que J, est un S-schéma en groupes lisses. La suite (1.1) donne
lieu & un systéme projectif de S-groupes { I, },50(J}, < J;, est induit par X® - ... —» X
si n<m) dont les morphismes de transition sont des morphismes affines, donc la limite
projective I, =(Iim T, existe dans Sch IS. Pour co=2zn=0 on a une suite exacte

n

0-J)—=J, >Zs—0 obtenue 2 partir de laugmentation de Picgms (¢f. [S]). On

pose J"=g"* (m) si me Z. Une section o de X au-dessus de S’eSch|S est définie par un
diviseur relatif qui détermine une section de J, (sur S’). On a donc un S-morphisme

(pﬂ -
X~ I, et un systéme projectif { @, 4,5, de S-morphismes; on pose ¢ = lim @,.

n

THEOREME (1.4). — Soit X comme dans 0, et G un S-schéma en groupes commutatif et lisse.

L’homomorphisme de groupes Homg_, (I o, G) = G (X) induit par composition avec X 53 o est
un isomorphisme. [Propriété de factorisation universelle (p.d.f.u) du couple (J,, ©).]

On raméne la preuve de (1.4) au cas S affine et noethérien (cf. [4]).

2. ESQUISSE DE PREUVE DE (1. 4) ST S EST REDUIT.

NoTtATION (2.1). — Soit S=Spec A, A noethérien. Si N est un A-module de type fini, soit
W (N) le S-foncteur en groupes X — I'{X, Ng,).

Cas I. — G est un S-faisceau f.p.p.J. en groupes, L.p.f., f. 1. et séparé.
- N GN .
Soient X > G un S-morphisme et H X—=I' (n fixé) le morphisme

N
on (X1, oo, x0= ), ¢,(x;). La théorie sur un corps de base (¢f. [7]) montre qu’il existe : (a)
=1

un ouvert dense U =S et une factorisation Y, =\ ;0 @y, de W sur U;(h) un entier N () >0 et
N{n)

un ouvert Ve[| X tel que oy (| V soit fidélement plat. On conclut I’existence et I"unicité

d’un prolongement de \,, par descente f.p.p.f. & partir de oy |V : VI ® (G est
séparé ). '

Remarque (2.2). — Soient L et L’ deux faisceaux de Zariski en groupes commutatifs sur
Sc:h|S qui coincident sur la sous-catégoric (pleine) des S-schémas plats notée %5, et une
extension E d’un S-schéma en groupes plat G par L. Il existe une extension E' de G par L’
telle que : (a) E’ est scindable si et seulement si E’ est scindable; (b) les torseurs définis par E
et B’ sur ¥ coincident.

Cas I1. — G est une extension d’'un S-groupe G’ comme dans le cas I par W (N).

Le théoréme de structure des A-modules noethériens (¢f. [8]), (1.7), des généralités sur'les
prolongements d’homomorphismes (cf. [6], vol. I) et un argument comme celui du cas
infinitésimal [cf. preuve de (3.2)] raménent la preuve au cas ou N=A] P, P étant un idéal
premier de A. On se ramene au cas I par le changement de base Spec A { P < SpecA.

3. PREUVE DE (1.4) POUR S AFFINE ET NOETHERIEN,

Hypotuiise (3.1). — Un S-groupe vérifie I’hypothése (3.1) s%l est extension d’un
S-schéma en groupes lisses par un S-foncteur W (N).
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Soit I un 1déal quasi-cohérent de ()5 de carré nul; on pose V(I)=S; et X,=X xSy,
S
(J)o=J, % So, €tc.
S

Pour achever la preuve de (1.4) par récurrence sur I’ordre du radical de @ 1l suffit de
prouver :

ProprosITION (3.2). — Si pour tout Sg-groupe G vérifiant (3.1)

Homg _,. (Joo)o. Go) = Go (Xo)

est unisomorphisme, alors Homg_, (J o G) = G (X) est un isomorphisme pour tout S-groupe G
vérifiant (3.1).

Soit V€ G (X); par hypothése de (3.2) on a un diag'ramme commutatif (pour tout m=n) :

G c——G

r_ "
(3.3) i (“‘m)o i \Y\
(@ ) - e
Xo m O) (jm%c__:;jm E— X

La fleche en pointillé dénote le prolongement de (1), & construire.
Remarque (3.4). — Soit LY (T,)=Ker(G(Spec (@, NOYLS ® D)) — G(Ty)); on verifie

qu’il existe un g -module N de type fini tel que la restncuon de Ll a la sous-catégorie
de S,-schémas plats coincide avec W (N).

Soient G un S-faisceau en groupes de Zariski, f.1., L. p.f. qui vérifie (0. 1), T un S-schéma et
Yo
Ty = G un S-morphisme. Sous ces hypothéses il existe un LS-torseur zariskien T, sur Ty

dont les propriétés sont résumées dans le :

LEMME (3.5). — (@) On a I'(Ty, 9 )~ ensemble des S-morphismes T 5 G tels que le

r ’Y - r A\
composé 1y o T— soit égal a v,.

o4 Yo

() Si T—T' est un S-morphisme et si To— G se factorise en yo=vgo0, On 4
T 1,205 (7 1)

Yo
(c) Soient T un S-schéma en groupes et Ty = G un S-homomorphisme. Alors 1 est muni

d’une structure de So-groupe qui est une extension (Zariski) de To par LE dont les scindages
correspondent aux S-homomorphismes T -G qui prolongent v, (cf. [2]).

. v
Preuve de (3.2) Comme 7 z(cp,,)g (7 y,) par (3.5), (b) et au morphisme X~ G
correspond une section ' : Xy — 7y , il existe une fléche

T

Yo Xo— 37_(1;)0 avec (q)n)o*_“ﬂn"\lf”(g”a;)o = (T2)o)-
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En vertu des remarques(2.2) et (3.4)et de ’hypothese de (3.2) il existe un entier mZnet un

Sg-homomorphisme (J;I)Oﬁf/“ o, tel que I|J”=w:,: o{(,)o.- On a donc un diagramme
commutatif :
Ty ——> b :
X0 4 (jm)o D
(3.6) " - g
¥,/ (e )
m’ o .
XO > 6 )

m o

On conclut que 5, est une extension scindée de (J o ce qui entraine ’existence d’un
S-homomorphisme Vs, qui prolonge (Ur,.)o et factorise V.

C.Q.F.D.

(*) Remise le 18 juin 1979, accepiée le 2 juillet 1979.
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