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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE.
— La jacobienne généralisée d'une courbe relative;

constructionet propriété universellede factorisation. Note (*) de Carlos E. Contou-Carrère,
présentée par Henri Cartan.

Soit X -» S une courbepropre sur une base S. Si T q: X est un diviseurrelatiftelque X=X—T soit lisse sur S, on
donne la constructiond'un S-schéma en groupes « pro-lisse » J^ et d'un morphismeX -> J„ tel que pour tout

morphisme X -» G dans un S-schéma en groupes lisse et commutatifil existe un et un seul S-homomorphisme
^

: J'„ -»G avec ^i"°cp= \|/. [i.e. Homs-grir», G)^G(X)].

Let X->S be a relative proper curve over S. And TçXa relative divisor such that X=X-T be smooth

over S. The construction of an S-group-scheme J^, and a morphism X -» Joe is given, the couple (J„, cp)

vérifies the following universal property: any S-morphism X-»G,Ga smooth S-group scheme, factors uniquely

as \[/ oq>= v[/, \[/ :
J^ -> G a group homomorphism.

~ J '
0. NOTATIONSET HYPOTHÈSES. —

(a) Soit X -> S un S-schéma plat de présentationfinie à
fibres géométriquesintègresde dimension 1, localementprojectifsur S, donc propre. Soit T

un sous-schémafermé de X, plat sur S, tel que </T|X (idéal de définition de T dans X) soit
inversible et tel que X = X —T soit lisse (lorsque T -> S est surjectif, X est projectif sur S).

{b) Bien que l'on entende prouver le théorème pour un S-schéma en groupes lisse
commutatif les dévissages nécessaires amènent à considérer des S-faisceaux en groupes
f.p.p.f. plus généraux.

Soit G un S-faisceau f.p.p.f. en groupes commutatifs {cf. [6], vol. 1), localement de
présentation finie (l.p.f.) {cf. [4]), séparé, formellementlisse (f.l.) {cf. [6], vol. II) et à fibres

h
représentables. On suppose aussi que chaque fois que l'on a deux immersions S0 <5 Sj,

S0 <5 S2 d'ordre 1 (i. e. les idéaux de définition respectifs étant de carré nul) dans Sch |s, si i2

admet une section S2 -> S0 on a

1. CONSTRUCTION DU SYSTÈME PROJECTIFDE S-GROUPES{J°}
„è0 ET ÉNONCÉ DU THÉORÈME

. —

Soit T(n) le n-ièmevoisinageinfinitésimal de TdansX, i. e. T(n)=V(^"x1>)-LeS-schéma T(B)

étant plat et de présentationfinie, la somme amalgamée X(n, = XjJ S existe dans Sch|s et

commute aux changements de base {cf. [1]). On note f(n) : X(n) -» S le morphisme naturel
donnée par (/, ids) et s(,,)

: S -» X(n) la S-section naturelle. On a une suite de morphismes de
S-schémas

le S-foncteur de Picard relatif de X(n) sur S {cf. [5]). On a la suite exacte
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ce qui entraîne en vertu de [5] que J,i est un S-schéma en groupes lisses. La suite (1.1) donne
lieu à un système projectif de S-groupes {J'„ }„ao (J'„ <- J'm est induit par X(,,) -+ ... -» X(m)

si nSrn) dont les morphismes de transition sont des morphismes affines, donc la limite

projective J'00 = limJ^ existe dans Sch|s. Pour CO^ÎI^O on a une suite exacte

0-»- J° -» J,] -^Zs-> 0 obtenue à partir de l'augmentation de PicxM|S {cf. [5]). On

pose J" = £_1(m) si meZ. Une section a de X au-dessus de S'eSch|S est définie par un
diviseur relatif qui détermine une section de J„ (sur S'). On a donc un S-morphisme

X,-* J* et un système projectif {(p»-}„g0 de S-morphismes; on pose <p = lim gy
72

THÉORÈME (1.4).
—

Soit X comme dans 0, et G un S-schéma en groupes commutatifet lisse.

<pL'homomorphismede groupesHoms_gr(J
oe,

G) -»• G (X) induitpar compositionavecX-*Joe est
un isomorphisme. [Propriété de factorisation universelle {p.d.f.u) du couple (Joe, cp).]

On ramène la preuve de (1.4) au cas S affine et noethérien {cf. [4]).

2. ESQUISSE DE PREUVEDE (1.4) si S EST RÉDUIT.

NOTATION(2.1).
—

Soit S = Spec A, A noethérien. Si N est un A-modulede type fini, soit
W(N) le S-foncteur en groupes X -* F(X, N(X)).

Cas I.
—

G est un S-faisceauf.p.p.f. en groupes, l.p.f.,f.l. et séparé.

* rr CN
NSoient X -* G un S-morphisme et 1 [ X -* J„ {n fixé) le morphisme

aN(xx, ..., xx) = YJ 9n(^i)- La théorie sur un corps de base {cf. [7]) montre qu'il existe : {a)

un ouvertdense Uc S et unefactorisation \|/u = \|/nU ° £pnU, de \|/ sur U; {b) un entierN (n)> 0 et
N(n)

un ouvert Vc=r| X tel que aN(„)| V soit fidèlement plat. On conclut l'existence et l'unicité
d'un prolongement de \|/„v par descente f.p.p.f. à partir de o-N(,0|V

:
V->J^(,° (G est

séparé ).

Remarque (2.2).
—

Soient L et L' deux faisceaux de Zariski en groupes commutatifssur
Sch |

s
qui coïncident sur la sous-catégorie (pleine) des S-schémas plats notée cês, et une

extension E d'un S-schéma en groupes plat G par L. Il existe une extension E' de G par L'
telle que : (a) E' est scindablesi et seulementsi E' est scindable; {b) les torseurs définis par E
et E' sur <tfa coïncident.

Cas II.
—

G est une extension d'un S-groupe G' comme dans le cas I par W(N).
Le théorème de structure des A-modules noethériens{cf. [8]), (1.7), des généralités surles

prolongements d'homomorphismes {cf. [6], vol. I) et un argument comme celui du cas
infinitésimal [cf. preuve de (3.2)] ramènent la preuve au cas où N= A|P, P étant un idéal
premier de A. On se ramène au cas I par le changementde base Spec A | P cj SpecA.

3. PREUVEDE (1.4) POUR S AFFINE ET NOETHÉRIEN.

HYPOTHÈSE (3.1). — Un S-groupe vérifie l'hypothèse (3.1) s'il est extension d'un
S-schéma en groupes lisses par un S-foncteur W(N).
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Soit I un idéal quasi-cohérent de Qs de carré nul; on pose V(I)= S0 et X0=XXS0,
s

(J»)o=JB' xS0, etc.
s

Pour achever la preuve de (1.4) par récurrence sur l'ordre du radical de Os il suffit de
prouver :

PROPOSITION(3.2).
—

Si pour tout S0-groupe G0 vérifiant (3.1)

est un isomorphisme,alors Homs_gr (Joe, G) -> G (X) est un isomorphismepour tout S-groupeG
vérifiant (3.1).

Soit \l/ e G (X); par hypothèse de (3.2) on a un diagramme commutatif (pour tout m^ n) :

(3.3)

La flèche en pointillé dénote le prolongement de (\j/„)0 à construire.

Remarque (3.4). - Soit Lf (T0) = Ker(G(Spec(6\0 0To (g) I)) -> G(T0)); on vérifie

qu'il existe un &So-module N de type fini tel que la restriction de Lf à la sous-catégorie
de S0-schémas plats coïncide avec W(N).

SoientG un S-faisceau en groupesde Zariski, f. 1., 1. p. f. qui vérifie (0.1), T un S-schéma et
ïo

T0 -»• G un S-morphisme.Sous ces hypothèses il existe un Lf-torseurzariskien ^To sur T0

dont les propriétés sont résumées dans le :

yLEMME (3.5).
—

(a) On a r(T0, ST-r)— ensemble des S-morphismesT->G tels que le

ycomposé TQ es T-* soit égal à y0.

a ïo
{b) Si T—» T' est un S-morphisme et si T0 —» G se factorise en Yo=YÔ°ao on a

^Ta
— a0 {^T')-

To
(c) Soient T un S-schéma en groupes et T0 -* G un S-homomorphisme. Alors ST^^ est muni

d'une structure de S0-groupe qui est une extension{Zariski) de T0 par Lf dont les scindages

ycorrespondent aux S-homomorphismesT ~* G qui prolongenty0 (cf. [2]).

Preuve de (3.2) Comme ^^(cpj*^^,^ par (3.5), {b) et au morphisme X-»G
correspond une section \[/' : X0 -> 2T%o, il existe une flèche



206 - Série A C. R. Acad. Se. Paris, t. 289 (16 juillet 1979)

En vertu des remarques(2.2) et (3.4) et del'hypothèse de (3.2) il existe un entierm2: n et un

S0-homomorphisme {i'm)0 -* 9~(itX tel que \|/" = \|C°((pm)o- On a donc un diagramme

commutatif :

On conclut que 5~{Jjo est une extension scindée de (Jm)0 ce qui entraîne l'existenced'un
S-homomorphisme \|/m qui prolonge (\J/,„)0 et factorise \]/.

C.Q.F.D.

(*) Remise le 18 juin 1979, acceptée le 2 juillet 1979.
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