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CURRICULUM VITAE

DE ALEXANDRE GROTHENDIECK

Vous trouverez ci-joint l’exposé des titres et travaux des candidats à

une direction de recherche

Né le 28 mars 1928 à Berlin, de mère allemande et de père apatride, émigré de
Russie en 1921, mes parents émigrent d’Allemagne en 1933, participent à la révolu-
tion espagnole ; je les rejoins en mai 1939. Mes parents sont internés, d’abord mon
père en 1939, puis ma mère en 1940 avec moi. Mon père est déporté du camp de
Vernet en août 1942 pour Auschwitz et est resté disparu; ma mère meurt en 1957
des suites d’une tuberculose contractée au camp de concentration. Je reste près
de deux ans dans des camps de concentration français, puis suis recueilli par une
maison d’enfants du “Secours suisse” au Chambon-sur-Lignon, où je termine mes
études de lycée en 1945. Études de licence (mathématiques) à Montpellier 1945-48,
auditeur libre à l’École Normale Supérieure à Paris en 1948-49, où je suis le premier
séminaire Cartan sur la théorie des faisceaux, et un cours de Leray du Collage de
France sur la théorie de Schauder du degré topologique dans les espaces localement
convexes. De 1949 à 1953 je poursuis des recherches à Nancy sur les espaces vecto-
riels topologiques, comme élève de J. Dieudonné et de L. Schwartz, aboutissement
à ma thèse de doctorat en 1953, sur la théorie des produits tensoriels topologiques
et des espaces nucléaires, publiée dans les “Memoirs of the American Mathemati-
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cal Society”. Je passe alors deux ans à l’Université de Sao Paulo (Brésil), où je con-
tinue et mène à leur aboutissement naturel certaines recherches liées aux produits
tensoriels topologiques [6, 7], mais en même temps, sous l’influence de J. P. Serre,
commence à me familiariser avec des questions de topologie algébrique et d’algèbre
homologique. Ces dernières continueront à m’occuper jusqu’à aujourd’hui, et son
encore très loin d’être menées à leur terme. Ce sont elles qui m’occuperont surtout
pendant l’année 1955 passée à l’Université du Kansas (USA) ; j’y développe une
théorie commune pour la théorie de Cartan-Eilenberg des foncteurs dérivés des
foncteurs de modules et la théorie de Leray-Cartan de la cohomologie des fais-
ceaux [8], et développe des notions de “cohomologie non commutative” dans le
contexte des faisceaux et des espaces fibrés à faisceau structural, qui trouveront leur
cadre naturel quelques années plus tard avec la théorie des topos (aboutissement
naturel du point de vue faisceautique en topologie générale) [16, SGA 4].

À partir de 1956 je suis resté en France, à l’exception de séjours de quelques
semaines ou mois dans des universités étrangères. De 1950 à 1958 j’ai été chercheur
au CNRS, avec le grade de directeur de recherches en 1958. De 1959 à 1970 j’ai été
professeur à l’Institut des Hautes Études Scientifiques. Ayant découvert à la fin de
1959 que l’IHES était subventionné depuis trois ans par le Ministère des Armées, et
après des essais infructueux pour inciter mes collègues à une action commune sans
équivoque contre la présence de telles subventions, je quitte l’IHES en septembre
1970.

Depuis 1959 je suis marié à une française, et je suis père de quatre enfants. Je
suis apatride depuis 1940, et ai déposé une demande de naturalisation française au
printemps 1970.

Depuis 1956 jusqu’à une date récente, mon intérêt principal s’est porté sur
la géométrie algébrique. Mon intérêt pour la topologie, la géométrie analytique,
l’algèbre homologique ou le langage catégorique a été constamment subordonné
aux multiples besoins d’un vaste programme de construction de la géométrie al-
gébrique, dont une première vision d’ensemble remonte à 1958. Ce programme
est poursuivi systématiquement dans [16, 17], d’abord dans un isolement relatif,
mais progressivement avec l’assistance d’un nombre croissante de chercheurs de
valeur. Il est loin d’être achevé à l’heure actuelle. L’extraordinaire crise écologique
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que nous aurons à affronter dans les décades qui viennent, rend peu probable qu’il
le sera jamais. Elle nous imposera d’ailleurs une perspective et des critères de valeur
entièrement nouveaux, qui réduiront à l’insignifiance (“irrelevance”) beaucoup des
plus brillants progrès scientifiques de notre siècle, dans la mesure où ceux-ci restent
étrangers au grand impératif évolutionniste de notre temps : celui de la survie.
Cette optique s’est imposée à moi avec une force croissante au cours de discus-
sions avec de nombreux collègues sur la responsabilité sociale des scientifiques,
occasionnées par ma situation à l’IHES depuis la fin de 1969. Elle m’a conduit
en juillet 1970 à m’associer à la fondation d’un mouvement international et in-
terprofessionnel “Survivre”, et à consacrer aux questions liées à la survie une part
importante de mon énergie. Dans cette optique, la seule valeur de mon apport
comme mathématicien est de me permettre aujourd’hui, grâce à l’estime profes-
sionnelle et personnelle acquise parmi mes collègues, de donner plus de force à
mon témoignage et à mon action en faveur d’une stricte subordination de toutes
nos activités, y compris nos activités de scientifiques, aux impératifs de la survie, et
à la promotion d’un ordre stable et humain sur notre planète, sans lequel la survie
de notre espèce ne serait ni possible, ni désirable.

A Grothendieck

Principales publication

Espaces Vectoriels Topologiques

1. Critères de compacité dans les espaces fonctionnels généraux, Amer. J. 74 (1952),
p. 168-186.

2. Sur certains espaces de fonctions holomorphes, J. Crelle 192 (1953), p. 35-64 et
77-95.

3. Espaces Vectoriels Topologiques, Notes polyc., Sao Paulo (1954), 240 p.

4. Sur les espaces (F ) et (DF ), Summa Bras. 3 (1954), p. 57-123.

5. Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, Mem. AMS, n◦ 16 (1955),
329 p.
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6. Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologique, Bull. Sao
Paulo 8 (1953), p. 1-79.

7. La théorie de Fredholm, Bull. SMF, 84 (1956), p. 319-384.

Topologie et algèbre homologique

8. Sur quelques points d’algèbre homologique, Tohoku M.j., 9 (1957), p. 119-221.

9. Théorèmes de finitude pour la cohomologie des faisceaux, Bull. SMF, 84 (1956),
p. 1-7.

Géométrie analytique

10. Sur la classification des fibrés holomorphes sur la sphère de Riemann, Amer. J.,
79 (1957), p. 121-138.

11. Techniques de construction en géométrie analytique, Sem. H. Cartan, 13
(1960/61), exposés 7 à 17.

Géométrie algébrique

12. La théorie des classes de Chern, Bull. SMF 86 (1958), p. 137-154.

13. Sur une note de Mattuck-Tate, J. Crelle 200 (1958), p. 137-154.

14. The cohomologie theory of abstract algebraic varieties, Proc. Int Congress, Ed-
inburgh (1958), p. 103-118.

15. Éléments de Géométrie Algébrique (rédigés avec la coll. de Jean
DIEUDONNÉ), Chap. I-IV, publ. Math. IHES (1960/67), env. 1800 pages.

16. Séminaires de Géométrie Algébrique (SGA 1, . . . ,7), IHES, 1960/69, env. 4000
pages (en cours de réedition chez Springer, Lecture Notes) :

SGA 1 Théorie du Groupe Fondamental

SGA 2 Cohomologie locale et Théorèmes de Lefschetz locaux et globaux
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SGA 3 (en coll. avec M. Demazure) Schémas en Groupes des Topos et Cohomologie
étale des Schémas

SGA 5 Cohomologie ℓ-adique et fonctions L

SGA 6 (en coll. avec J. Berthelot et J.L. Illusie) Théorie des Intersections et
Théorèmes de Riemann-Roch

SGA 7 Groupe de Monodromie en Géométrie Algébrique

17. Un théorème sur les homomorphismes de schémas abéliens, Invent. Math. 2
(1966), p. 59-78.

18. Dix exposés sur la cohomologie des schémas (en coll. avec J. Giraud, S. Kleiman,
M. Raynaud, J. Tate), North Holland, 1968.

19. Catégorie cofibrées additives et complexe cotangent relatif, LectureNotes in
Maths., Springer n◦ 79 (1968), 167 pages.
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ESQUISSE THÉMATIQUE DES PRINCIPAUX TRAVAUX

MATHÉMATIQUES DE A. GROTHENDIECK

Les numéros entre crochets renvoient, soit à la bibliographie sommaire jointe à
mon Curriculum Vitae (numéros de [1] à [19]), soit au complément à cette bib-
liographie placée à la fin du présent rapport (numéros entre [1 bis] et [20 bis]).
Enfin, nous avons joint en dernière page une liste par ordre alphabétique des au-
teurs de certains des travaux cités dans les présent rapport qui ont été directement
suscités ou influencés par les travaux de A. Grothendieck ; le renvoi à cette dernière
bibliographie se fait par le sigle [*] derrière le nom de l’auteur cité, comme pour
I. M. Gelfand [*].

1. Analyse Fonctionnelle ([1] à [7], [6 bis])

Mes travaux d’Analyse Fonctionnelle (de 1949 à 1953) ont porté surtout sur la
théorie des espaces vectoriels topologiques. Parmi les nombreuses notions intro-
duites et étudiées (produits tensoriels topologiques [5,6], applications nucléaires et
applications de Fredholm [5,6,7], applications intégrales et ses variantes diverses
[5,6], applications de puissance p-ième sommable [5], espaces nucléaires [5], es-
paces (DF ) [4], etc.), c’est la notion d’espace nucléaire qui a connu la meilleure
fortune : elle a fait jusqu’à aujourd’hui l’objet de nombreux séminaires et publi-
cations. En particulier, un volume du traité de I. Gelfand [*] sur les “Fonctions
Généralisées” lui est consacré. Une des raisons de cette fortune provient sans doute
de la théorie des probabilités, car il s’avère que parmi tous les EVT, c’est dans les es-
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paces nucléaires que la théorie de la mesure prend la forme la plus simple (théorème
de Minlos). Les résultats de [6], plus profonds, semblent avoir été moins bien
assimilés par les développements ultérieurs, mais ils apparaissent comme source
d’inspiration dans un certain nombre de travaux délicats assez récents sur des in-
égalités diverses liées à la théorie des espaces de Banach, notamment ceux de Pel-
czynski. Signalons également les résultats assez fins de [6] et de [8 bis] sur les
propriétés de décroissance de la suite des valeurs propres de certains opérateurs
dans les espaces de Hilbert et dans les espaces de Banach généraux.

Références : L. Schwartz, J. Dieudonné, I. Gelfand, P. Cartier, J. L. Lions.

2. Algèbre Homologique ([8], [9], [19], [9 bis])

Depuis 1955, me plaçant au point de vue de “l’usager” et non celui de spécial-
iste, j’ai été amené continuellement à élargir et à assouplir le langage de l’algèbre
homologique, notamment sous la poussée des besoins de la géométrie algébrique
(théories de dualité, théories du type Riemann-Roch, cohomologies ℓ-adiques, co-
homologies du type de De Rham, cohomologies cristallines. . . ). Deux directions
principales à ces réflexions : développement d’une algèbre homologique non com-
mutative (amorcée dans [10 bis] et systématisée dans la thèse de J. Giraud [*]);
théorie des catégories dérivées (dévelopée systématiquement par J. L. Verdier, ex-
posée dans Hartshorne [*], Illusie [*] et [16 SGA 4 Exp. XVIII]). Ces deux
courants de réflexion sont d’ailleurs loin d’être épuisés, et sont sans doute appelés
à se rejoindre, soit au sein d’une “algèbre homotopique” dont une esquisse prélim-
inaire a été faite par Quillen [*], soit dans l’esprit de la théorie des n-catégories,
particulièrement bien adaptée à l’interprétation géométrique des invariants coho-
mologiques (cf. le livre cité de J. Giraud et le travail de Mme. M. Raynaud [*]).

Références : J.L. Verdier, P. Deligne, D. Quillen, P. Gabriel.

3. Topologie ([16, SGA 4], [9])

Jusqu’à présent, c’est surtout le K -invariant des espaces topologiques que j’avais
introduit à l’occasion de mes recherches sur le théorème de Riemann-Roch en
géométrie algébrique, qui a connu la fortune la plus brillante, étant le point de
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départ de très nombreuses recherches en topologie homotopique et topologie dif-
férentielle. De nombreuses constructions que j’avais introduits pour les besoins de
la démonstration algébrique du théorème de Riemann-Roch (telles les opérations
λi et leurs liens avec les opérations du groupe symétrique) sont devenues pratique
courante non seulement en géométrie algébrique et en algèbre, mais également en
topologie et en théorie des nombres, notamment dans les travaux de mathémati-
ciens comme Atiyah, Hirzebruch, Adams, Quillen, Bass, Tate, Milnor, Karoubi,
Shih, etc. . .

Plus fondamental me semble néanmoins l’élargissement de la topologie
générale, dans l’esprit de la théorie des faisceaux (développée initialement par J.
Leray), contenu dans le point de vue des topos ([16, SGA 4]). J’ai introduit
ces topos à partir de 1958 en partant du besoin de définir une cohomologie ℓ-
adique des variétés algébriques (plus généralement, des schémas), qui convienne à
l’interprétation cohomologique des célèbres conjectures de Weil. En effet, la no-
tion traditionnelle d’espace topologique ne suffit pas à traiter le cas des variétés
algébriques sur un corps autre que le corps des complexes, la topologie proposée
précédemment par Zariski ne donnant pas lieu à des invariants cohomologiques
“discrets” raisonnables. A l’heure actuelle, le point de vue des topos, et la notion de
“localisation” correspondante, font partie de la pratique quotidienne du géomètre
algébriste, et il commence à se répandre également en théorie des catégories et en
logique mathématique (avec la démonstration par B. Lawvere [*] du théorème de
Cohen d’indépendance de l’axiome du continu, utilisant une adaptation conven-
able de la notion de topos). Il n’en est pas encore de même en topologie et en
géométrie différentielle et analytique, malgré certains premiers essais dans ce sens
(comme la tentative de démonstration par Sullivan d’une conjecture d’Adams en
K -théorie, par réduction à une propriété de l’opération de Frobenius sur les var-
iétés algébriques en car. p > 0).

Références : M. Atiyah, F. Hirzebruch, H. Bass, J. Leray, M. Artin, D. Quillen,
M. Karoubi. . .
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4. Algèbre ([15], [16], [18])

Comme l’algèbre homologique, l’algèbre a été pour moi un outil à développer,
et non un but en soi. J’ai parlé au par. 2 de mes contributions à l’algèbre ho-
mologique, et au par. 3 de mes contributions à la K -théorie; celle-ci comprend une
partie purement algébrique (qui, une fois étendue en une théorie des K i supérieurs,
finira par devenir une partie de l’algèbre homologique ou homotopique). Ainsi,
un certain nombre de mes résultats en géométrie algébrique se spécialisent en des
résultats en algèbre pure, comme la relation K(A[t ])≃K(A), où A est un anneau.
Mises à part ces retombées, on peut signaler les contributions ci-dessous.

a) Algèbre catégorique : En fait, de façon continuelle depuis 1953, je me suis
senti dans l’obligation, au fur et à mesure des besoins, de développer une
panoplie catégorique toujours insuffisante. La plupart des résultats et des
notions ainsi introduites se trouvent développés un peu partout dans [15,
16], notamment dans le premier exposé de SGA 4. Il ne peut être question
de passer en revue ici même sommairement les notions qui sont ainsi en-
trées dans l’usage courant. Signalons seulement ici le langage des univers
(pour éliminer des difficultés logiques dans la manipulation intensive des
catégories), et celui de la descente (développé de façon systématique par Gi-
raud [*]).

Références : J. Giraud, P. Gabriel.

b) Algèbre commutative : Dans le langage géométrique des “schémas”, l’algèbre
commutative peut être considérée comme étant, essentiellement, l’étude lo-
cale des schémas. C’est ainsi que [15], et notamment le Chap. IV de cet
ouvrage, contient de très nombreux résultats nouveaux d’algèbre commuta-
tive, dont il ne peut être question ici d’énumérer même les plus couramment
utilisés. Notons seulement ici, en algèbre locale, la notion d’anneau excellent
et ses propriétés de permanence (dont l’absence constituait sans doute la la-
cune la plus marquante de l’ouvrage de M. Nagata sur les anneaux locaux).

Références : M. Nagata, P. Samuel, M. Raynaud, O. Zariski.

c) Théorie du groupe de Brauer : Mes contributions découlent pour l’essentiel
de l’application de la cohomologie étale (développée dans [16, SGA 3]) à la
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théorie du groupe de Brauer. J’ai fait un exposé d’ensemble sur les résultats
connus sur ce groupe dans [18].

Références : M. Artin, J. Tate, J.P. Serre

d) Théorie des algèbres de Lie : Comme sous-produit de recherches sur les
groupes algébriques en car. p > 0, je trouve certains résultats délicats sur
les sous-algèbres de Borel ou de Cartan de certaines algèbres de Lie, notam-
ment sur les corps de base imparfaits (cf. [16, SGA 6, Exp. XIII et XIV]).

Références : M. Demazure, J. Tits, J.P. Serre

5. Géométrie Analytique ([10], [11], [16 bis])

Mon influence sur la géométrie analytique est due moins aux résultats nouveaux
que j’ai pu y démontrer (la plupart contenus dans les réf. cit.), que par les points
de vue directement inspirés par la géométrie algébrique que j’ai pu y introduire, et
les nombreuses suggestions d’énoncés que j’ai pu y faire.

Un des plus anciens est le théorème de finitude de Grauert pour les mor-
phismes propres d’espaces analytiques, aboutissant à sa généralisation récente en
un théorème qui s’énonce en termes de catégories dérivées (formulation sur laque-
lle j’avais insisté de longue date, et qui a été prouvée indépendamment par R. Kiehl
[*] et O. Forster et K. Knorr [*]). D’autres théorèmes de finitude (de Frisch et
Siu) pour les images directes supérieures d’un faisceau cohérent par une immer-
sion ouverte, utilisant la profondeur du faisceau en les points du complémentaire,
sont inspirés de théorèmes analogues en géométrie algébrique [16, SGA 2]; remar-
ques analogues pour des théorèmes sur la cohomologie à supports compacts des
faisceaux algébriques cohérents, complétés par une théorème d’existence., et leur
interprétation en termes de théorèmes du type de Lefschetz pour la cohomologie
cohérente (la version algébrique faire partie de la thèse de Mme. Michèle Raynaud
(en cours de publication), et la version analytique est due à Trautmann [*]). Par-
lant en termes de grands thèmes de recherche plutôt qu’en termes de résultats tech-
niques particuliers, je pense qu’outre les thèmes déjà nommés, les thèmes suivants
ont été directement suscités ou tout au moins influencés par des idées que j’avais
développées en géométrie algébrique:
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a) Techniques de construction d’espaces analytiques, aboutissant aussi bien à des
espaces “modulaires” “globaux” comme les espaces modulaires de Picard,
pour certains espaces analytiques compacts comme dans [11] (le cas général
ne semble pas encore traité), qu’à des espaces modulaires “locaux” de dé-
formation d’une structure analytique complexe donnée, ou au modèle de la
Géométrie Formelle (“th. d’existence des modules formels”, cf. [15 bis, Exp.
no 195]). Dans certains cas, les énoncés obtenus en géométrie algébrique
sont directement applicables (cf. M. Hakim [*]), dans d’autres de nouvelles
difficultés surgissent, pas toujours surmontées à l’heure actuelle. Parmi les
travaux définitifs dans ce sens, on peut citer la thèse de A. Douady [*].

b) Théorèmes de dualité locaux et globaux pour les faisceaux cohérents, développés
notamment par J.L. Verdier [*] et J.P. Ramis et G. Ruget [*], inspirés par
la théorie que j’avais développée dans le cas des schémas, exposée dans R.
Hartshorne [*].

c) Formulations de théorèmes du type de Riemann-Roch pour des variétés analy-
tiques compactes ou des morphismes propres de telles variétés, cf. [16, SGA
6, Exp. 0]. Les problèmes essentiels restent toujours ouverts.

d) Théorèmes de De Rham analytiques complexes [16 bis], cohomologie cristalline
complexe. Certains des résultats et des idées que j’avais développés à ce sujet
ont été utilisés dans des développements théoriques divers, comme la théorie
de Hodge généralisée de P. Deligne [*].

e) Espaces rigide-analytiques. M’inspirant de l’exemple de la “courbe elliptique
Tate”, et des besoins de la “géométrie formelle” sur un anneau de valuation
discrète complet, j’étais parvenu à une formulation partielle de la notion de
variété rigide-analytique sur un corps valué complet, qui a joué son rôle dans
la première étude systématique de cette notion par J. Tate [*]. Par ailleurs,
les “cristaux” que j’introduis sur les variétés algébriques sur un corps de car-
actéristique> 0 peuvent s’interpréter parfois en termes de fibrés vectoriels à
connexion intégrable sur certains types d’espaces rigide-analytiques sur des
corps de caractéristique nulle; ceci fait pressentir l’existence de relations pro-
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fondes entre cohomologie cristalline en car. > 0, et cohomologie de sys-
tèmes locaux sur des variétés rigide-analytiques en car. nulle.

Références : J. P Serre, H. Grauert, H. Cartan, P. Deligne, A. Douady, B. Mal-
grance, K. Knorr, R. Kiehl, J. Tate.

6. Groupes Algébriques ([16 SGA 3 - en trois volumes] [12 bis])

Ce sujet relève à la fois de la géométrie algébrique et de la théorie des groupes. Le
travail cité SGA 3 se place surtout sur des schémas de base généraux, et la part de la
géométrie algébrique y est certes considérablement plus large que celle de la théorie
des groupes. Néanmoins, grâce à la technique des schémas, nous y obtenons des
résultats nouveaux même dans le cas de groupes définis sur un corps de base, les
plus intéressants (relatifs surtout au cas d’un corps de base imparfait) étant con-
tenus dans SGA 3, Exp XIV. Ma contribution principale, continuant dans la voie
ouverte par A. Borel et C. Chevalley dans le contexte de la géométrie algébrique
habituelle, a été de montrer le parti qu’on pouvait tirer d’une application systéma-
tique de la théorie des schémas aux groupes algébriques et aux schémas en groupes.

Références : J. Tits, F. Bruhat, M. Demazure, P. Gabriel, A. Borel, D. Mumford.

7. Groupes discrets ([18, Exp VIII], [13 bis])

Dans [18, Exp. VIII] je développe une théorie purement algébrique des classes
de Chern des représentations d’un groupe discret sur un corps de base (ou même
un anneau de base) quelconque, avec des applications de nature arithmétique sur
l’ordre des classes de Chern des représentations complexes. Cette théorie peut être
considérée comme cas particulier d’une théorie des classes de Chern des représen-
tations linéaires de schémas en groupes quelconques, elle-même contenue dans la
théorie des classes de Chern ℓ-adiques des fibrés vectoriels sur des topos annelés
quelconques. Dans [13 bis], j’établis, à peu de choses près, que pour un groupe
discret G, la théorie des représentations linéaires de G (sur un anneau de base quel-
conque) ne dépend que du complété profini Ĝ de G.

16



8. Groupes formels ([17] [16 SGA 7] [14 bis])

C’est un sujet qui relève à la fois de la théorie des groupes, de celle des groupes
de Lie, de la géométrie algébrique, de l’arithmétique, et (sous la forme voisine des
groupes de Barsotti-Tate) de la théorie des systèmes locaux. Ici encore, la théorie
des schémas permet une grande aisance, et c’est dans ce contexte par exemple que se
place d’emblée I. Manin [*a], dans son exposé classique de la théorie de Dieudonné.
Ma principale contribution, en dehors de cette simplification conceptuelle, a été
le développement d’une “théorie de Dieudonné” pour les groupes de Barsotti-Tate
sur des schémas de base généraux à caractéristiques résiduelles > 0, en termes du
“cristal de Dieudonné” associé à un tel groupe. Une esquisse de cette théorie a
été exposée dans divers cours et séminaires, y compris dans mon cours au Collège
de France en 1970/71 et 71/72; certains énoncés principaux sont esquissés dans les
C.R. du Congrès International de Nice en 1970 [14 bis]. Une partie de ces idées est
développée dans la thèse de W. Messing [*], et les besoins techniques de la théorie
ont été la motivation pour le développement par L. Illusie [*] de sa théorie des
déformations des schémas en groupes commutatifs, vérifiant des conjectures sug-
gérées par cette “théorie de Dieudonné cristalline”. Par ailleurs, les relations entre
schémas abéliens et groupes de Barsotti-Tate associés sont explorées et exploitées
également dans [17] et dans [16, SGA 7, Exp. IX].

Références : J. Tate, B. Mazur, A. Néron, L. Illusie, J.N. Katz, W. Messing, I.
Manin.

9. Arithmétique ([16 SGA 5, Exp XVI] [18, Exp III])

Ma contribution principale a consisté (en collaboration avec M. Artin) en la dé-
monstration de la rationalité des fonctions L associées à des faisceaux ℓ-adiques
généraux sur des variétés algébriques sur des corps finis, comprenant comme cas
particulier les fonctions L associées à des caractères de groupes finis opérant sur de
telles variétés. S’inspirant des conjectures de Weil, on arrive en effet à exprimer
ces fonctions L en termes de produits alternés de polynômes caractéristiques de
l’endomorphisme de Frobenius opérant sur la “cohomologie à support propre”
de la variété envisagée. Bien au delà d’une simple question de rationalité, ces ré-
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sultats ouvrent la voie à une approche cohomologique systématique d’invariants
arithmétiques subtils comme les fonctions ζ et L des variétés, et l’interprétation
en termes arithmétiques de théorèmes tels que les théorèmes de dualité (démontrés
à l’heure actuelle) et de Lefschetz pour les sections hyperplanes (non démontrés
encore en car. > 0). Il y a là un champ d’étude immense, qui par la nature des
choses devrait se trouver, tôt ou tard, centré sur la notion de “motif” (dénomina-
teur commun des divers types de cohomologie qu’on sait attacher à une variété
algébrique) – mais qui probablement ne sera jamais exploré jusqu’au bout, l’heure
de ce genre d’investigations étant déjà passée (même si rares sont ceux qui en ont
pris conscience).

Références : J.P. Serre, A. Weil, B. Dwork, J. Tate, M. Artin, P. Deligne. . .

10. Géométrie Algébrique ([12] à [19], [15 bis] à [20 bis])

C’est dans cette direction que mon influence a été la plus directe et la plus profonde,
puisque c’est dans cette optique que se placent pour l’essentiel mes travaux depuis
1959. Voici les thèmes principaux sous lesquels on peut placer mes contributions:

a) Travail de fondement : Il s’agissait de dégager un cadre suffisamment vaste
pour servir de fondement commun à la géométrie algébrique habituelle (y
compris celle développée par des auteurs comme A. Weil, O. Zariski, C.
Chevalley, J.P. Serre sur des corps de base quelconques) et à l’arithmétique.
C’est fait pour l’essentiel dans [15, Chap. I,II et des parties des Ch. III et IV],
avec l’introduction et l’étude de la notion de schéma. Des généralisations ont
été développées par la suite, dans le même esprit, avec les schémas formels
[15, Chap. I, par. 10], la théorie des “algebraic spaces” de M. Artin (cf. Knut-
son [*]), les “algebraic stacks” ou “multiplicités algébriques” de P. Deligne
et D. Mumford (*), des “schémas relatifs” de la thèse de M. Hakim [*] (en
attendant les “multiplicités formelles” et les “multiplicités algébriques rela-
tives” sur des topos annelés généraux, etc). Ces généralisations montrent la
part conceptuelle importante qui revient, dans le langage des schémas, à la
notion générale de la localisation, c’est à dire à celle de topos (dont il a été
question au par. 3). Les fondements développés dans [15] et [16] sont au-
jourd’hui le “pain quotidien” de la grande majorité des géomètres algébristes,
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et leur importance a été soulignée à de nombreuses occasions par des mathé-
maticiens aussi divers que O. Zariski, J.P. Serre, H. Hironaka, D. Mumford,
I. Manin, F. Chafarévitch.

b) Théorie locale des schémas et des morphismes de schémas : Dans ce contexte
se placent les développements d’algèbre commutative mentionnés au par.
4, et l’étude détaillée de notions comme celles de morphisme lisse, étale,
net, plat, etc. Les quatre volumes de [15, Chap. IV] sont consacrés à ces
développements, qui ont d’ailleurs inspiré des développements analogues en
théorie des espaces analytiques et rigide-analytiques

c) Techniques de construction de schémas : Parmi les techniques développées, ex-
posées surtout dans [15 bis] et des séminaires non publiés (par moi-même et
d’autres), il y a la théorie de la descente (cf. aussi [16, SGA I, Exp. V, VI]), celle
des schémas quotients, des schémas de Hilbert, des schémas de Picard, des “mod-
ules” formels, le théorème d’existence des faisceaux de modules algébriques
associés à des modules formels ([15, Chap. III, par. 5]). Le point de vue
adopté est surtout celui de la construction d’un schéma à partir du foncteur
qu’il représente. Dans cette optique, je n’étais pas parvenu à une véritable
caractérisation maniable des foncteurs représentables par une schéma relatif
(localement de type fini sur un schéma noethérien) – c’est M. Artin qui y est
parvenu ultérieurement [*], en remplaçant la notion de schéma par celle,
plus générale et plus stable, d’espace algébrique. Parmi d’autres recherches
dans la même direction, suscitées par mes travaux, il y a celles de J. Murre sur
les schémas de Picard sur un corps [*], celles de D. Mumford et de M. Ray-
naud [*] sur ces mêmes schémas sur des bases générales, et dans une certaine
mesure ceux de D. Mumford [*] et de S. Seshadri sur le passage au quotient,
pour n’en citer que quelques-uns.

d) Théories cohomologiques :

1◦) Cohomologie “cohérente” : résultats de finitude, de comparaison avec la
cohomologie formelle, cf. [15, Chap. III]. Théorèmes de dualité et des
résidus : un exposé systématique de mes idées et résultats est développé
dans le séminaire de R. Hartshorne [*], cf. aussi [18 bis].
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2◦) Cohomologie ℓ-adique : définition de la cohomologie étale, théorèmes
de comparaison, de finitude, de dimension cohomologique, de Lef-
schetz faible, [16 SGA 4]; théorèmes de dualité, formules de Lefschetz
et d’Euler-Poincaré, application aux fonctions L, [16, SGA 15].

3◦) Cohomologie de De Rham : [16 bis], [17 bis].

4◦) Cohomologie cristalline : quelques idées de départ sont esquissées dans
[18, Exp. IX], puis reprises et systématisées dans la thèse de P. Berthelot
[*], et dans le travail de P. Berthelot et L. Illusie sur les classes de Chern
cristalline [*].

e) Théorie du groupe fondamental ([16, SGA 1], SGA 2, SGA 7, Exp. I et II],
[15 bis, no 182], [19 bis]) :

D’un point de vue algébrico-géométrique, tout était à faire, depuis la défi-
nition du groupe fondamental d’une variété quelconque, en passant par des
propriétés “de descente” incluant des résultats assez formels du type de van
Kampen, jusqu’au calcul du groupe fondamental dans les premiers cas non
triviaux, comme celui d’une courbe algébrique privée de certains points;
on peut y adjoindre les théorèmes de génération et de présentation finie du
groupe fondamental d’une variété algébrique sur un corps algébriquement
clos. Ce programme est accompli pour l’essentiel dans SGA 1, en utilisant
à la fois les résultats classiques sur le corps des complexes (établis par voie
transcendante) et une panoplie d’outils faits sur mesure (théorie de la de-
scente, étude des morphismes étales, théorème d’existence de faisceaux co-
hérents. . . ). Les autres références contiennent des résultats plus spéciaux:
théorèmes du type de Lefschetz dans SGA 2, action des groupes de mon-
odromie locale sur le groupe fondamental d’une fibre dans SGA 7, Exp.
I, calculs de certains groupes fondamentaux locaux dans [19 bis], via les
groupes fondamentaux de certains schémas formels. Tous ces résultats ont
été utilisés couramment dans de nombreux travaux, et en ont inspiré d’autres
comme la thèse de Mme. Michèle Raynaud [*].

f) Théorèmes de Lefschetz locaux et globaux pour les groupes de Picard, le groupe
fondamental, la cohomologie étale, la cohomologie cohérente. Il s’agit ici
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de la comparaison entre les invariants (cohomologiques ou homotopiques)
d’une variété algébrique et d’une section hyperplane. Les idées de départ
sont développées dans [16, SGA 2]. Cependant, pour des énoncés “défini-
tifs”, en termes de conditions nécessaires et suffisantes, se reporter plutôt à
la thèse de Mme. Michèle Raynaud [*] déjà citée.

g) Théorie des intersections et théorème de Riemann-Roch :

La principale idée nouvelle, c’est qu’il y a presque identité entre le groupe
“de Chow” des classes de cycles sur une variété X , et un certain groupe de
“classes de faisceaux cohérents” (tout au moins modulo torsion), à savoir le
groupe K(X ) (mentionné dans le par. 3). Dans un contexte modeste c’est
exposé dans [12] et le travail de A. Borel et J.P. Serre [*], dans un contexte
plus ambitieux cela donne l’imposant séminaire [16, SGA 7]. Dans le même
esprit, cf. [12 bis].

Par ailleurs, l’idée (que je semble avoir été le premier à introduire avec ma
formulation du théorème de Riemann-Roch) de reformuler un théorème sur
une variété (dû en l’occurrence à F. Hirzebruch) en un théorème plus général
sur un morphisme de variétés, a connu par la suite une grande fortune, non
seulement en géométrie algébrique, mais aussi en topologie algébrique et
topologie différentielle (à commencer par la “formule de Riemann-Roch dif-
férentiable”, développée par M.F. Atiyah et F. Hirzebruch sous l’inspiration
de ma formulation “relative” du théorème de Riemann-Roch).

h) Schémas abéliens :

En termes plus classiques, ce sont les familles de variétés abéliennes,
paramétrées par un schéma quelconque. Les résultats les plus importants que
j’y ai établis sont le “théorème de réduction semi-stable” et ses conséquences
et variantes [16, SGA 7, Exp. IX], le théorème d’existence de morphismes de
schémas abéliens contenu dans [17] et ses variantes (généralisé par P. Deligne
[*] en un théorème sur la cohomologie de Hodge-De Rham relative d’une
famille de variétés projectives complexes non singulières), enfin une théorie
des déformations infinitésimales des schémas abéliens (non publiée sur une base
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quelconque), en termes de la déformation d’une filtration de Hodge sur un
H1 relatif de De Rham (interprété comme une cohomologie cristalline).

i) Groupes de monodromie :

Mes principales contributions sont exposées (en partie par P. Deligne) dans
le premier volume de [16, SGA 7], donnant des propriétés fondamentales
de l’action du groupe de monodromie locale sur la cohomologie comme sur
le groupe fondamental d’une fibre. Parmi les principales applications, il y a
le théorème de “réduction semi-stable” des schémas abéliens signalé au para-
graphe précédent.

j) Divagations motiviques :

Nous entrons ici dans le domaine du rêve éveillé mathématique, où on
s’essaie à deviner “ce qui pourrait être”, en étant aussi insensément opti-
miste que nous le permettent les connaissances parcellaires que nous avons
sur les propriétés arithmétiques de la cohomologie des variétés algébriques.
La notion de motif peut se définir en toute rigueur avec les moyens du bord
(c’est fait par I. Manin [*] et M. Demazure [*]), mais dès qu’on veut aller
plus loin et formuler des propriétés fondamentales “naturelles”, on bute sur
des conjectures actuellement indémontrables, comme celles de Weil ou de
Tate, et d’autres analogues que la notion même de motif suggère irrésistible-
ment. Ces propriétés ont fait l’objet de nombreuses conversations privées et
de plusieurs exposés publics, mais n’ont jamais fait l’objet d’une publication,
puisqu’il n’est pas d’usage en mathématique (contrairement à la physique) de
publier un rêve, si cohérent soit-il, et de suivre jusqu’au bout où ses divers
éléments nous peuvent entraîner. Il est évident pourtant, pour quiconque se
plonge suffisamment dans la cohomologie des variétés algébriques, “qu’il y a
quelque chose” – que “les motifs existent”. Il y a quelques années encore, j’ai
joué avec l’idée d’écrire contrairement à l’usage, un livre entièrement con-
jectural sur les motifs – une sorte de science-fiction mathématique. J’en ai
été empêché par des tâches plus urgentes que des tâches de mathématicien,
et je doute fort actuellement qu’un tel livre soit jamais écrit, ni qu’on arrive
jamais (même conjecturalement) à se faire une idée d’ensemble à la fois pré-
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cise et suffisamment vaste sur le formalisme des motifs. Avant qu’on n’y
parvienne, il sera sans doute devenu évident pour tous, sous la poussée des
événements, la science spéculative et parcellarisée ne faisant plus vivre son
homme, qu’il est des tâches plus urgentes que de mettre sur pied même la
plus belle théorie du monde, conjectural ou non.

Complément à la bibliographie sommaire jointe au Curriculum

Vitae de A. Grothendieck (travaux non inclus dans la dite bibli-

ographie)

Analyse fonctionnelle

1 bis. Sur les espaces de solutions d’une classe générale d’équations aux dérivées par-
tielles, Journal d’Analyse Math. vol II, pp. 243-280 (1952/53).

2 bis. Sur certaines classes de suites dans les espaces de Banach, et le théorème de
Dvoretzky-Rogers, Boletim da Soc. Mat. de Sao Paulo, vol. 8◦, pp. 85-110
(1953).

3 bis. Sur les applications linéaires faiblement compactes d’espaces du type C (K),
Canadian Journal of Math., Vol. 5, pp. 125-173 (1953).

4 bis. Sur certains sous-espaces vectoriels de Lp , Can. J. Math. vol. 6, pp. 158-160
(1953).

5 bis. Une caractérisation vectorielle-métrique des espaces L1, Can. Journ. Math.
vol. 7, pp. 552-561 (1955).

6 bis. Réarrangements de fonctions et inégalités de convexité dans les algèbres de Von
Neumann munies d’une trace, Séminaire Bourbaki n◦ 115 (Mars 1955).

7 bis. Un résultat sur le dual d’une C ∗-algèbre, Journ. de Math. vol. 36, pp. 97-108
(1957).

8 bis. The trace of certain operators, Studia Mathematica t. 20 (1961) pp. 141-143.
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Algèbre Homologique

9 bis. A general theory of fiber spaces with structure sheaf, University of Kansas, 1955.

10 bis. Standard conjectures on algebraic cycles, Proc. Bombay, Coll. on Alg. Geom.
1968, pp. 193-199.

Algèbre

11 bis. (en collaboration avec J. Dieudonné) Critères différentiels de régularité pour
les localisés des algèbres analytiques, Journal of Algebra, vol. 5, pp. 305-324
(1967).

Groupes algébriques

12 bis. Exposés 4 (Sur quelques propriétés fondamentales en théorie des intersec-
tions) et 5 (torsion homologique et sections rationnelles), in Anneaux de
Chow et applications, Sém. Chevalley à l’ENS, 1958, (36 p + 29 p.).

Groupes discrets

13 bis. Représentations linéaires et compactification profinie des groupes discrets,
Manuscripta Math. vol 2, pp. 375-396 (1970).

Groupes Formels

14 bis Groupes de Barsotti-Tate et cristaux, Actes Congr. Int. math. 1970, t. 1., pp.
431-436.

Géométrie Algébrique

15 bis. Techniques de descente et théorèmes d’existence en Géométrie Algébrique (re-
cueil des exposés Bourbaki n◦ 182, 190, 195, 212, 221, 232, 236), Secrétariat
de l’IHP, rue Pierre Curie, Paris (1958-1962).
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16 bis. On the De Rham cohomology of algebraic varieties, Publ. Math. IHES, vol.
29, pp. 95-103 (1966).

17 bis. Hodge’s general conjecture is false for trivial reasons, Topology, vol. 8, pp.
299-303 (1969).

18 bis. Local cohomology (notes by R. Hartshorne), Lecture Notes in Math. n◦ 41
(1967), Springer.

19 bis. (en coll. avec J.P. Murre) The tame fundamental group of a formal neighbour-
hood. . . Lecture Notes in Math. n◦ 208 (1971), Springer.

20 bis. (avec H. Seydi), Platitude d’une adhénrece a schématique et lemme de Hironaka
généralisé, Manuscripta Math. 5, pp. 323-339 (1971).
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