Chitenay le: 13.2,1973

Je viens de regarder votre travall sur les ombres, aprdas une lecture
Plus gpprofondie {@d‘ Illusie, dont je Wvous envoie ci-joint les commentaires
détaillés. Comme 'lui, je pense que la théorie n'est pas tout-d falt eu
point, ‘et que la rédaction actuelle donne une impression: rarfois confuse,
propre & décourager le lecteur. Une rédaction plus satisfaisante risque de

|
l
|

|

vous demander pas mal de travail et de retarder votre soutenance inutilemen

Comme vos "‘résult'atsﬁ_d'aigbbre commutative .sont parfaitement suffisante pour

faire une thdse, je vous conseille donc de faire la soutenance en wvous ap
yany sur ceux-cl. Si vous en avez l'envie, vous rédigerez parlla. suite san
Vous presser un article sur les ombres - peut-8tre en collabofa,ﬁbp,_avec‘

un autre mathématicien, au cas od cela vous inspirerait plus.

. Pour qu'un travail sur les ombres soit commodément utilisable, 11
faudrait d'sbord qu'il y gqit un résumé des Principaux rdsultats de la thé-

orie, & quoi le lecteur peut ee ‘reporter, pour voir clairement de-quoi 11
8'agit sans 8tre troublé par les bizarreries de plan pouvant résulter de -

certaines nécessités de démonstration, De plus, il est. possible:que de po- %

ser désm le début Xmxpatwt ‘queélle théorie on veut obtenir, vous permette .a
voir plus olair vous-m8me et .de courtircuiter notablement la‘construction
-effective de 1a théorie. En somme, il s'agit de poser d'emblé )
de trouyg‘r- un;':gonq.teqij__':. e

X+ omn(x) }

des achémas formels noskhériens vers les eapaces localement annelés; et

un homomorphisme fonctorie

o 3 N

it A"

un certain nombre de propriétés naturelle
qu'on pourrait espérer caractéristiques. (ise:d
Aathéorie & isomorrhisme’ uniquepras-sur‘le: foneteur

¢ o 5?%bﬁ?ﬁ§ﬁ#§56§§é§??§’§b5i¢5ﬂniGﬁbémblé“d‘*Piﬂﬁ?ié és

. que I@éiaétérisatjidn%}@o* 1a"théorie) et énoncer ensuite-de

 Supplémentaires: inportantes, Pour dummar contribuer & donner'de’1°cuvertu-
oA l'_ex‘pdsé,i?-:I.B"—_?‘f—ta'ﬁdlra}.j.t"-égalemgx}t;—.ta"ir’e une liste de problémes naturels

qui devrajent 8tre résolus, et une ‘liste de situations ol la théorie: déve-
loppée s*introduit de. fagon. naturelle {of les7exemples indiqués par Illu-
sie; i1 y.en a d'autres dans le -travail d‘'Artin sur 1'existence d'éclate-~
ments et de contractions, et ‘dang;dén ‘travali de Hironaka. que J'ai ‘oublié;,
mais que Vous pourriez aui demander)s . - S P e

Propriétés-caractéristiques On:peut, ‘pour les formuler, . introduire:la
notion d'espace elé: géométri ue: c'est un espace. annelé:qui‘ es ]
rien, sobre (toute partie fermde irréductible . a exactemen |
que), &avec O, cohérent, ses fibres. locaux et noethériens, te.
tout F cohérént et tout Jddal cohérent.J $els que spp EC
existe un n>0 tel que J'F = 0, =k tel que’ pmurxtmwtx “poRp
fermée T de 8 11 existe un Idéal cohérent J jgl:;quav_,ﬂ'.'ﬁ?(f-’flgsﬂ 5& )

et tel qu;ezéur'toutfouverf;u;aeé.,_tonté-séctiongt?dd? 7. BX “foutmxEextin
Zxdtun faisceau oohérent F sur S° ;’g:t_e saction h de F.sur. U, = U-V(£), =
il existe un entier n > O tel que f'

| rent sur 8§:(ouzserait-ce conséqisnce dy

de 8 se poplonge en un faisceau cohére _ 1786
rés’teg‘,i ou 'du moins que les conditions b) et o) Teate _
remplace 8 par un ouvert: quelconque, car on veut que-tout . ouvert d
pace géodmtrique soit gdométrique.

nt valables quand on-

 implique (Goncvéquivaut) A 1'4xistenc -d'un'n- ol quend! "¢ d, :don
V(’J;'»-).»A‘-fl"‘axigtentgq*;!-'.un n tel que J' g J et J ¢ ‘TL, Donc™'1%ensenble-
~ parties fermées de 8, avec sa rélation 4'ordre rétioculée, s'identifie

des

=8 queation

: h 8e:prolonge en une:seciion de. P aur U
{1 faudra démander de plus, soit que tout faisceau-.cohérent sur uniouvert |

Ia propriété b) impligue que V w)g*{(g')

k



ce & a) et b)

J par la relation d'équivalence prdcédente. Cet_ensembZe avec ma reltion

d'équivalence

la catégorie Coh(S) des Modules cohérénts sur §, avec aa structure de pro-
duit tensoriel (et les isomorphismes d'assosiativité et de commutativité),

car ast dé
1'objét unit

sous-objets dudit objet unité, et le produit d'Idéaux dJ' est défini

noethérien S
Spéo(e

Pour. retro
Coh(8), 11

g ,fonctorielle on U = S—V(J) ot en F. 1aquello tormulc sanf ‘srreur réauhte
T des conditiona a) b) c) (sinon, 11 faut ‘les’ renfarcer de tagon 1doine)

8,1

ces looal ment annélés

_ oorrespondent
iisomorphismas
des &-catézor

soit bijestir:

to

suite, de

quw"\?"\—c

ct eat; que

(".,, ,ﬂ

et que ouh(x) soit un espace anneléd géométrique: en effet, ce 5era4alora -k
"1'unique” espace anneléd géoiétrique tel que Coh(8) soit (comme 2 -caté-;g;

. gorieg 4quivalente A Coh(X). Bn méme temps, la natire tonctorie; de . |
en'X est évidente sur cotte: ‘construction, de-méme qie le 1

Omb{X:
pour X effine-

‘méme gul I: I

R ~de JBJ' dans ol

o Ayéhfidécrit_l'énsemb§g%&§§ép£;§lea formées de 8 en termes de 1a

R-catégorie Coh(8), on sait commént en déduite giéﬁgﬁgﬁzntopologique sobre

(ces points correspondent aux rpark

de F Sg les fermés sont les réunions finies destrrmémxpuritms ensembles
ol pour tout point irréductible s de F(S), Spéc(s) désigne: '1'ensem

ble de ses. apéoialisations, 1.e. 1l'enserble des points qui aont..<a), -

iver .aussi la struoture ennelde en termes-de (a- g-catégorie -

tuffit de prouver la relation suivante (dans *le caa oh le Module

cohérent E_éét 0.)

‘ 1ea§. ann .géane-eat quiralente A une’ sous-catégoria_ploiha dq

fd'expliéit'r*ias -propridtés. en question pour.une B-3atégorie Class. et [
v)e. 0 'doit d'abord ‘Stre; - 6vidomment. une catégorie noekhérienns (tous
sont noethériens), mais cela n'est pas suffisant, I1 faut de . .-

. trep- ddiot d'espérer . que- lﬁensemblc:de ‘ces deux:;
s Ves (et gue la premidre: soit: ‘suffiante pour qu
o ‘annelé géométrique - . ‘en ' défin{ssant ce 1
“&-ocelle _génpaoe anneld: géom, et qutelle 's'y: réd” ‘
vient dtun’ ‘eapace topologiquo) - Ge n'est.pas. du
toutes: ‘fagons. ' Par: aont' ‘ i
peu le diotionnairo entre L£1'8°="%e

- La prcpriété oaraotéristique an ronoéaur Omb et de 1'homomorphisme
fonctoriél ;; s qui donne une construction de QMb(x) on tonotion de x;

A 1'ensemble quotient de 1'ensemble des Idéaux cohérents
est connu 4'ailleurs ‘quand on connait (A équivahence prés)
L giom unique prds en termes. de cette cagdtorie comme ..
& l'ensemble des J est défini- comme 1'ensmmble - des
inj® inj’, ce. qui définit aussi les

"irréductibles"

=5
r(s-v(g),zk_lm Hom (J%, )

sont des espaoee annélés géométriquea. lee morphismes d'espa-

Ly B— 1‘ \ : .
§#°tement aux claBSGSPd'iaomorphismaa (oompatibles aux .
(m)'* 24(F)2t.10)) de tefonst gt \

e
£

ntiel: t.1a méme ‘chose qu'un
xgossédant ‘des propriétés partioulidves

68 ass;.et: oomm,). On: ‘peut se poser 1a _question:

a5
e

“fout norphismn u:

-+ ¥ dans O %el que Hom(J,F)-.Hom(J,*!) |
‘pour tout J<1 ,'u soit un 1aomorph1:ge; 1l me senm 8

1 yde d'&iplioitar un
Coh(T) —0oh(H),  par exemple
 que £ plat éguigt‘auf*b.‘“f Lidhin * exaot, fon (oo

eoit ums - Gggival e de ca
AR Coh(Omb(X))=: coh(x)

=8p£(A), Omb(X) est oan, isomorphe d SP(A) Qn_,,f
—Y pla.t mp:uquo que Omb(t)s Omb ‘




I

[

»

- ,f’.A,/[L)

.ol

7

)-V(Ty) et Ao "Ha,

.

= S lo,,

by
Wt o, -

-

H

S AR

E 3:'-\0-_-‘3*«‘
Bien sdr, i1 y a & prouver un théordme d"existen§c de Omb{X) (donc 4°'

W

sxistence de la thdorie ocherchée), tel que Coh(Omb(X)) soit B-équivalent &}
Coh(X). Ia caractérisation des Coh(8) proposée plus haut serait bien commo}
de pour cela. De plus, pour définir X — 6mb(X), 11 faudrait dans le sorite
général montrar que si S eat un espace annelé géométrique, et X un espace
locament annelé quelcorque, alors Hom(X,S) correspond aux olasses d'isomor
phisme de @~foncteursx Coh(8)-— Coh(X) (c'est donc essentiellement fe qu
on a dit plus haut pour S et T, mals sans plus supposer 3 géométrique) . (C*
est tout & fait analogue & 1l'énoncé correspondant pour 3 affine, oh les
g@-foncteurs sont remplacés par les homomorphismes d'anneaux I"(R;gn)
4-I“(X,gx) . ) Le oritdre de platitude pour f devrait ee généraliser A ce caf

Propriétés supplémentaires. Il y a dtaboré les propriétés qui relient
> de fagon plus géométrique X et Omb(X), qui n'ont gudre été dégagée,ggaul
le fait que:i, est un homéomorphisme de X sur une partie farmd o,&eﬁ“%(l),
provenant du }ait ‘plus précis que pour tout n, i, induit maxizExexpitxxex
sur X_ une immersion fermée. D'ailleurs, la co aissante de l'espace enn
16 8 ® et de sa'partie fermée 8_ popmet de retrouver X & isomorphisme uni:
que prds:comme le "complété forfel" de S le long de S_. On peut se demand
ver, ropriétés sur un couple (8,8 ) qui asdurent qu'il provien
. ] ‘formel corme ci-dessua. - I1%faut évidemment que 8'@oit -
géométrigue, et que &1 8 est défini par 1'Idéal J, alors (8 ,0./3:48)
goit u';’gﬁsc“!_hvéﬁh.',‘_'-‘fi’jmais_08 n'est évidemment pas suffisgnt. Ms"ﬁéti@iﬁ.gsmﬁ
~+ alors 8'de fagon évidente, mmsxzmmiiiisx ainsi qug 8 = 8, une oondition
- néc et suff est évidemment que j¥: Coh(8) — Coh(8) soit une équivalence d

I re yral.que‘pour tout espace géoméir
uns “S8anonique de Spec(Q, ) aveo le sous
ortié des générisations de s (topolbfie indulte pa ;- Ann
% que cela s'applique donc ‘au oas de 8 = Omb(X): Utilisent
titude de iy , on en déduira pour tout X ¢X un morphisme

Bpec(Qy ) —+ B = Omb(X). - N
: eat formée:des générisation de x dane 5. 5 eo trouve ftre la
‘dmages des 1_ , pour xc X, pxxExusixisusxiix Sauf erreur, l'aj
ﬁsambliste;soﬁs.—jacente ‘A 1_ est: injeotive, sl ¥ Speo(gi.x)

plicati

corres “4 1'{ddal premier p do % %, 4nduisant 1'idéal premiexr

gde O {qui définit 1_(y) ident 1% 2 un 61ément de Spec(Qy _)), alors

pnfslqvg voir p=g Uy _ (2 tirer absolument au ‘clair). *ﬁ&fa_fhi,en st
3  monomorphiske. R

 Pav @escente plate '.'_{ﬁ"vtﬁﬁdraif énoncer que si X est Védaif:;('.:(‘.hép.ﬁ
, resp. (R. ), resp. Coh. Mac. eto) 11 &

négual, rasp, régulier, resp.. (Ggi . .
est do méme de B = 0mb(X), ot dofiner des réciproques sous des hypothdases

d'excellence convenables. Mo difar.

~ ¢is matntenant £i X' — X un morphisme propre de schéuas formels,
tel que f.Soit "algébrique” i.e. tel que X' provienne d'un schéma relatif
propre X'.pur.l'espace annelé X (of Mme Hakim pour cette notion). Soient
U un ouvirt de 8= Omb(X), J un 1déal oohérent sur X qui définit le fermé

compldmentaire de U, U' 1l'image inverse de U dans 8' = Omb(X'). Il faut

absolument montrer 1'%uivalence des propriétés suivantes: L

#) D' U induit par Omb(f) est un isomorphisme. p
- b)  Pour tout x (X, si X! ;-;_—»B_pqe(gg ) est le morphisme canonig
'défini par le sohéma relatif X'® Bur X, ce detBier induit un leomorphisme

.ol
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3quivalent.h
e) .I1 existe un Idéal cohérent ; de -QX contenant une puissan.co de J ,
tel que- X' ‘#oit isomorphe A 1'éclaté de X relativement & I. -

(Get énoncé doit en principe permetire de faire le joint avec la

théorie rigide-snalytique de Raynauds)y
Dans e méme esprit, et sous réaserve peut-&tra dans oertaines 1mp11cz
tions de faire des bypothtses. du genre excellence, il faudrait prouver ce-
ci, pour X,U,J comme deasus (pas de X* ioi): Pgur que U. soit régulier (res
¢.Tesp. réduit, resp.(8, ), resp. Coh Mac etc) il faut et il suffit
que pour ‘tout x X, U le soﬁ (A bloquer avec le cas U=X déja signalé

plus haut

stions A traiter ou A:s |
1) catégorist des Algdbres. de présentdionx finte sur X et “aur Omb(X

est "lé mﬁm" g dmait 8tre facile, en termes 4'une. caractérisa,tioﬁ de
de prés ﬁ.ni.o _sur un T en terms de Ooh(l’). come les

et 8 (oabre d'un tsl) “ed
généra.les sympa Bur '1’ ini soient manife‘ ement

Le fonctour mage 1nversn par iy allant des ‘sohémas re
ifs“propres sur X, est une’é
50t1f cela devrait'se ramener: k,.].,) gm

ca:.a” devralt ’Gtra v ou;
relatif. Lo eas X afﬂne est :‘éj;

n‘(s.r) n‘(s.:, (r))

i.sgmorphismo ? (81 oui. cela impnquorait 1t 6noneé analo
pour le < Elobaux de:Kodules. ochérents} Cela résulterait 4"
d'efta@ qent de classes de cohomolog:le de fTaiscesux cohérents par
. cohérent (ou dans un ind—cohérent). sur dos: eapa on:
rmel) et 8 (ombre. d'un tel). el
,i.en"entendu, des questions analogaea ge posent en cbho
mais ce n'est ea.ns donte pas le. ueu ama un premicr s"__’,

fondene _

L i g) pplioati:: e 1a tnéoriﬁ &Eg r i

que tout espace igide o 1 |
—analyt Raynaud," o

1 -
valuatio 45 Tadaent B ntil in,t la théorio 4e @
h AT e -107 iype fini sur V @oit ‘associd . Omb(X)-X.
ent nodulo 1a théorio ‘de Royraud - mais 41 restorait & étuas :
1481

"fc'est 2:1:1
les prupriétéa de fi&élité du foncteur obtenu. Sersit-il pleinemen 4

Clest 116°) 1s question suivante: sulent X, X' ‘schémas formels de iy
sur X, SwOmb(I)t, 8% = Ombd(X'), us 8 <> 8' un EK-morphisme d'espaces loca:

ment annelés (K étant le corx ‘dés fractions ‘de V), exiatefil. u.n' clatomc
X de X 1o long 4'un sous-schéma ocongentré sur 1a ﬁ.bre ‘spéo et un

norph.t .5 X qui: mg%ﬁ%,

el G T

v A VAt a . v i da-analysique &5




